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Introducao

Este material estd sendo desenvolvido para dar suporte aos alunos de graduagao da Universidade de
Brasilia nas disciplinas de Loégica Computacional 1 e Projeto e Analise de Algoritmos. Normalmente,
o publico que cursa estas disciplinas pertence aos cursos de Computagao, Matematica, Engenharias e
areas afins, mas acreditamos que este material seja ttil para todos que tenham interesse no tema de
logica e algoritmos. O foco deste material estd na constru¢ao de provas matematicas tanto em papel
e lapis (provas informais) quanto em computador (provas formais). Construgdo de provas é um tema
que costuma ser espinhoso para os estudantes, de forma que aqui tentaremos explorar diversas situagoes
para facilitar este processo. Provaremos propriedades dos niimeros naturais, propriedades de algoritmos,
etc. Novas atividades sao incorporadas com regularidade, normalmente a cada novo semestre letivo, e
portanto este material estd em constante atualizagao.

Ao longo deste estudo utilizaremos diferentes linguagens para a construcao de provas. Iniciaremos
com a linguagem da logica proposicional (LP), que nos permitira resolver diversos problemas interessan-
tes. Estes problemas serao estudados também no contexto computacional. Com isto, queremos dizer que
resolveremos problemas manualmente, isto é, em papel e lapis, e também no computador. Apesar da LP
possuir limitagoes de expressividade, ela sera util para que possamos entender a dindmica da construcao
de provas, mas a logica efetivamente usada no dia a dia do matemético ou do cientista da computagao
é a Logica de Primeira Ordem (LPO). A LPO nos permitira expressar propriedades de algoritmos de
forma mais natural, mas suas provas serao mais complexas. Durante esta caminhada, estudaremos um
assunto fundamental que estd presente em diversos contextos: indu¢do. Intuitivamente, o conceito de
inducao é bastante simples, mas a sua aplicagdo em situacoes especificas costuma gerar muita duavida.

A construgao de provas mecénicas, ou seja, provas feitas em computador, é uma atividade que tem
despertado interesse crescente nas ultimas décadas em funcao da forma como a computacao tem se in-
filtrado no nosso dia a dia. Mas aqui precisamos de uma pequena pausa para explicar o que queremos
dizer com provas feitas por computador. Esta explicacido é necessaria porque existem pelo menos duas
abordagens distintas no que se refere a este assunto: os provadores autométicos de teoremas por um
lado, e os assistentes de prova por outro.

Um provador automatico de teoremas é um programa munido de uma heuristica que recebe um teo-
rema como argumento e tenta de forma automatica encontrar uma prova para o teorema dado [16], (8, [10].
Um assistente de provas por outro lado, consiste em um programa que requer a orientagao do usuario
para poder construir uma prova. Ou seja, o usuério vai guiando o sistema na construgao de prova,
enquanto o sistema verifica se cada passo dado pelo usuério esta correto. Sao exemplos de assistentes
de prova o PVS[14], o Isabelle/HOL[12], o Lean[II] e o Coq[I9]. Neste material trabalharemos com o
assistente de provas Coq, que é um sistema de c6digo aberto e que pode ser instalado em sistemas Linux,
MacOs e Windows, e até mesmo ser executado via browser[I].

No contexto de algoritmos e desenvolvimento de software é comum a utilizagao de testes como mé-
todo de validagao. Ou seja, o programa (ou software) é executado com diversos parametros distintos e se
nenhum problema é encontrado, o programa é considerado bom o suficiente para ser utilizado. De fato,
a primeira coisa que fazemos apos implementar um algoritmo é testa-lo para diversas entradas possiveis.
Caso alguma resposta esteja fora do esperado, uma revisdo da implementacao é feita para corrigir o erro,
e entao novos testes sao realizados. Este processo é repetido até que o programador sinta confianga na
implementacao, mas depois de todos estes testes é possivel dizer que o programa é correto? Certamente



nao! Pensando no caso particular da implementacao de um algoritmo de ordenagao de inteiros, sabemos
que existe uma infinidade de listas de inteiros que podem ser utilizadas nos testes, e portanto nao é pos-
sivel testar todas elas. Em se tratando de programas em sistemas criticos (aviagdo, medicina, sistemas
bancéarios, etc), por menores que sejam as chances, podem existir entradas especificas que nao foram
testadas, e falhas néo sdo toleradas em sistemas criticos principalmente. O que fazer entdo para garantir
que o programa ¢ 100% correto? A resposta ¢ utilizar a logica para provar a corregao do programa! Uma
prova matemética de uma propriedade de um programa fornece a garantia de que o programa satisfaz
a propriedade provada sempre! Esta é a abordagem que utilizaremos aqui e que tem se mostrado cada
vez mais importante para o desenvolvimento da Matematical6, Bl 2, B] e Computacao[d, 15, 13]. Para
concluir esta se¢ao e comegarmos a colocar a mao na massa, listamos a seguir trés exemplos famosos de
erros em sistemas computacionais:

1. Therac-25: Uma méaquina de radioterapia controlada por computador causou a morte de pelo
menos 6 pacientes entre 1985 e 1987 por overdose de radiagao.

2. Pentium FDIV: Um erro na construgao da unidade de ponto flutuante do processador Pentium
da Intel causou um prejuizo de aproximadamente 500 milhdes de doélares para a empresa que se
viu forgada a substituir os processadores que ji estavam no mercado em 1994.

3. Ariane 5: Um foguete que custou aproximadamente 7 bilhoes de dolares para ser construido ex-
plodiu no seu primeiro voo em 1996 devido ao reuso sem verificagao apropriada de partes do codigo
do seu predecessor.

A Légica Computacional (LC) tem por objetivo utilizar a logica para raciocinar sobre Computagao,
ou seja, consiste na utilizagao da légica para a resolugao de problemas computacionais. Este conceito
pode ser utilizado de diversas formas, por exemplo, é comum a associacdo da LC com programacao em
logica. Neste caso, a logica é utilizada como uma linguagem de programagao [I8]. Uma outra abordagem
possivel é a simples mecanizagao do raciocinio logico, de forma a permitir a resolugao de exercicios de
logica no computador, ao invés da resolugdo usual em papel e lapis [7]. A abordagem que utilizaremos
difere das anteriores, mas possui um pouco de cada uma delas como veremos a seguir.

Para explicar a nossa abordagem, suponha que vocé tenha um grande banco de dados com infor-
magoes de uma determinada populagao, e que por alguma razao precise ordenar estas informagoes por
idade em determinado momento; em outro, a ordenacao que precisa ser feita é por nome ou outro critério
qualquer. O que vocé faz? Uma alternativa é utilizar alguma implementacao ja feita e resolver o pro-
blema. Uma pergunta que pode ser feita é: serd que a implementacao utilizada gera a resposta correta?
Outra alternativa seria construir/implementar um algoritmo de ordenagéo, mas a questido sobre a cor-
recao ainda continua valida: a implementagao construida é correta? A abordagem que utilizamos neste
curso fornece as ferramentas necessarias para responder a estas perguntas. Em particular, estudaremos
sistemas dedutivos que nos permitirdo provar propriedades de programas[4].

Ja deixamos claro que vamos provar muita coisa aqui. Mas o que é uma prova? Uma resposta
possivel, "é um argumento feito para convencer alguém"[I7]. O problema deste argumento é que pessoas
diferentes podem ter compreensoes distintas sobre o argumento, de forma que o argumento seja uma
prova para uma, mas nao para a outra... estranho, nao? Uma definicao geral e abstrata para a nogao
de prova ndo é uma tarefa facil, mas forneceremos uma defini¢do precisa em um contexto mais restrito,
a saber, o da logica simbdlica.
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