Agora nao é mais possivel utilizar a regra (—;) porque a conclusdo r nao é uma implicagdo, mas
podemos utilizar a hipGtese ¢ — r para obter r, desde que tenhamos ¢ para utilizarmos (—.). Mas
podemos obter ¢ por meio da regra (—.) com as hipdteses p — g e p. A prova completa é dada a seguir:

(Ax) (Ax)
p—qq—rpkp p—>qq—>1,pEp—gq (o) (Ax)
p—qq—rpkg ep—>q,q—>r,10Fq—H"( )
—e
p—>qq—Tr,pkr (=)
—i
p—>q,q—rkEp—r
(=)
p—=qb(g—=7r)—=(p—r)
(=)

Fp—=q) —(@—r)=> @)

Exercicio 1. Prove o sequentet (p = p—q) = p —q.

Exercicio 2. Prove o sequente - (p — q) — (p = p — q).

Exercicio 3. Prove o sequentet (¢ > r —1t) = (p—q) = p—r —t.
Exercicio 4. Prove o sequentet (p > q—1r) = (p—>q) > p—r.
Exercicio 5. Prove o sequentet (p —q—r) = (g —=p— 7).

Exercicio 6. Prove o sequentet (p = 1) = p—q—r.

Exercicio 7. Prove o sequentet (p —q) = (p—=7r) = (g—>r —=t) > p—t.
Exercicio 8. Prove o sequente b ((((p = q) = p) = p) = q) = q.

As regras para a negacao sao muito similares as regras da implicagao, e isto nao ocorre por acaso. De
fato, uma negacao é uma implicacao particular porquef=igié definida comofip’ ="l Considerando este
fato, a analogia com as regras da implicacao é direta. T i)

KN - TF%LTWL—Q

T @=L

Veremos posteriormente que apenas com a negagao e implicagao podemos expressar todos os outros
conectivos apresentados na gramatica (2.1)7 que portanto é uma gramaética redundante. No entanto, esta
redundéncia é interessante porque nos permite expressar formulas complexas de forma compacta.

Exercicio 9. Seja ¢ uma formula da ldgica proposicional. Prove o sequente o = —=—p.

O sequente do exercicio anterior ocorre com alta frequéncia em provas, e pelo seu cardter especial,
ele sera promovido ao status de regra derivada. Nesta transformagao, os antecedentes do sequente, neste
caso a formula ¢, sao generalizados como premissas da regra de inferéncia:
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Talvez vocé esteja esperando agora a derivacao da eliminacao da dupla negacao para se juntar a regra
anterior, mas infelizmente isto nao é possivel neste momento porque o poder de expressividade que temos

até agora com as regras (—.), (=), (mi) e (—) ndo é suficiente para provarmos a eliminac¢ao da dupla
negagao. Mas para deixa-lo intrigado provaremos o seguinte sequente:

(&)
B2 AN
(=) (Ax)
ﬁﬁﬁgo, @ }— L (e )
—|—\—|Sﬁ }* —\SD !

O sequente anterior é a prova da eliminagao da dupla negagao de uma formula negada, e isto faz
toda a diferenca. Voltaremos a falar da eliminacao da dupla negacao na secao sobre logica proposicional
classica.

Exercicio 10. Sejam ¢ e ¢ férmulas da ldgica proposicional. Prove o sequente =—(¢ — ¢) F (=—¢) —

(=)

A regra de introdugao da conjungao, denotada por (A;), nos diz o que precisamos fazer para cons-
truir uma prova de um sequente que possui uma conjun¢ao na conclusao, isto é, um sequente da forma
't @1 A s, onde I' é um conjunto finito de formulas da LP, e ¢1 e @9 s@o formulas da LP. A regra (A;)
é dada pela seguinte regra de inferéncia:

—

F F 301 F F 302
Ni
'k ¥1 A\ »2 (22)

ou seja, uma prova de I' - (1 Aws € construida a partir de uma prova de I' - ¢ e de uma prova de I' F 5.

Existem duas regras de eliminacao para a conjungao ji que podemos extrair qualquer uma das com-
ponentes de uma conjuncao:

Fl-(pl/\gpg F"g&l/\(pg

Ne —  (Ae
T () T ()

Estas duas regras podem ser representadas de forma mais concisa da seguinte forma:

(2.3)

Usaremos o nome (A.) para designar a utilizacdo da regra de eliminagdo da conjun¢do quando nao
quisermos especificar qual das regras (A.,) ou (A.,) foi utilizada.

Com as regras da conjungao ja podemos fazer um exercicio interessante: provar a comutatividade da
conjuncao, isto é, queremos construir uma prova para o sequente ¢ A 1 A ¢, onde ¢ e ¢ sao férmulas
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quaisquer da LP. A construgao da prova é feita inicialmente de baixo para cima com a aplicagao da regra

(Ai):

? ?

OAY wAPEp
CAYEY A

(Ns)

Concluimos com a regra de eliminacao da conjunc¢ao e o axioma:

(A (A%
PANYPFE AP (o) PN QNP (he)
gAYy T pAYE g &)

PAYED A

Exercicio 11. Prove que a conjung¢do é associativa, isto é, prove o sequente (p A) Ap bt o A (W A p),
onde @, Y e p sao formulas quaisquer da ldgica proposicional.

Vejamos agora as regras para a disjuncao. A regra de introducdo da disjun¢do nos permite construir
a prova de uma disjun¢ao a partir da prova de qualquer uma das suas componentes:

'k ¢y I'F o

_— (V; Vi
Fl—gol\/cpz( 1) Fl_(Pl\/(P2( 2)

Como no caso da regra de eliminagao da conjungao podemos representar estas duas regras de forma
mais compacta:

A regra de eliminacao da disjun¢do nos permite construir a prova de uma féormula, digamos v, a
partir de uma disjuncao. Para isto, precisamos de duas provas distintas de -, cada uma assumindo uma
das componentes da disjuncao separadamente:

I'E @iV FoprbEy Topa by
'k~

(Ve)

Assim, para que tenhamos uma prova de v a partir das formulas em T' (sequente T' - v) precisamos
de uma prova de ~y a partir de ¢; e das formulas de I' (sequente I, o1 F 7) e de outra prova de ~y a partir
de o e das formulas de I' (sequente I', w2 F 7). Observe como os contextos mudam em cada um dos
sequentes que compoem esta regra.

Exemplo 12. Vamos mostrar que a disjuncdo é comutativa, ou seja, queremos construir uma prova
para o sequente o V1V . A ideia aqui € utilizarmos a regra (Vo). Para isto podemos instanciar T’
com o conjunto unitdrio contendo a formula V1. Em fungdo da estrutura da regra (V,), precisamos
construir duas provas distintas de ¥ V p: uma a partir de ¢, e outra a partir de ¥. Podemos fazer isto
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Tabela 2.1: Regras d4 Logica Minimal
com a ajuda da regra (V;):
— (Ax) — (Ax)
phy Y
(Ax) (Vi) (Vi)
pVYPFeVY phd Ve PEYPVe (Vo)
VY PV

Exercicio 13. Sejam ¢, 1 e p formulas quaisquer da ldgica proposicional. Prove que a disjuncao €
associativa, isto é, prove o sequente (pVY)V pE oV (Y V p).

A Tabela 2.1 apresenta as regras vistas até aqui. Estas regras formam a chamada [dgica proposicional
manimal.

Agora vamos resolver mais alguns exercicios na logica minimal.

Exemplo 14. Considere o sequente ¢ — ¢, = = —p. Como a formula do consequente € uma negagao,
vamos aplicar a regra de introdugao da negagdo na construgao de uma prova de bairo para cima, isto é,
da raiz para as folhas da drvore:

2

<p_>¢7_'¢a§0'_J—
=Y, g

(=)

Agora, precisamos construir uma prova do absurdo, e portanto podemos tentar utilizar a regra (—e).
Para isto precisamos escolher uma formula do contexto para fazer o papel de ¢ da regra 8 da Tabela
2.1. A principio temos trés opgoes: ¢ — 1, <p e . A boa escolha neste caso € =) porque podemos
facilmente provar v a partir deste contexto:

(Ax)

(Ax)
o=, ok

SO—HJJ;_‘%(P'_SD%?/J

(—=e) (Ax)
o=,k @ =Y, )
o= ot L o

o=, p = -

Depois de concluida a prova € facil entender o que queriamos dizer com boa escolha acima: Uma
boa escolha € um caminho que vai nos permitir concluir uma prova. Mas como fazer uma boa escolha?
Isto depende do problema a ser resolvido. Em alguns casos pode ser simples, mas em outros, bastante
complicado. O ponto importante a compreender € que existem caminhos possiveis distintos na construgao
de provas da ldgica proposicional, e muito deste processo depende da nossa criatividade.
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O sequente que acabamos de provar ocorre com certa frequéncia em outras provas, assim como a
regra derivada (——;). As regras que sao obtidas a partir das regras da Tabela 2.1 sdo chamadas de regras
derivadas. Este é o caso da regra conhecida como modus tollens (MT) obtida a partir do sequente do
exemplo anterior, onde cada antecedente é generalizado como uma premissa da regra:

! l—gp—)@b m

Exemplo 15. Considere o sequente p — ¥ = =) — —p. Inicialmente, devemos observar que a formula
que queremos provar é uma implicagdo, e portanto, o mais natural é tentar aplicar a regra (—;), e em
seguida aplicar (MT) (na construgdo de baizo para cima) para poder completar a prova:

(Ax) (Ax)

p—=Y, o= o=, p ()
=Y,k

(=1)

gO-)’lﬁ}__\’[/)%ﬂgp

O sequente que acabamos de provar é outro caso que aparece com frequéncia em provas, e corresponde
a uma regra conhecida como contrapositiva:

Este é um bom momento para simplificarmos a notagdo que estamos usando, e tentaremos deixar
clara a vantagem de nossa abordagem com a mudanca de notacao neste momento. Vamos retomar o
Exercicio 11 que consiste em provar que a conjungao é um conectivo que satisfaz a propriedade associa-
tiva. Neste ponto acreditamos que vocé jé resolveu este exercicio. Em caso negativo, resolva o exercicio
antes de prosseguir. Em seguida, compare sua solugao com a que apresentamos a seguir, ok? Tentar
resolver os exercicios antes de olhar qualquer solugao é um passo muito importante para a sua evolugao
nos estudos de logica. Considere a prova a segyi

i
oA Aot { czmw)m

) ‘\7 e 7 (AX
@D ner@rine ) ) @rinerery  (@Aw At @AvAe
NI ) (@A) Aok @A )
’ (DAY Aok o (DA NpF (D Ay) i

(Aa)

< (@A APFSAWAR)Y
Observe que o contexto, isto é, o antecedente de cada um dos sequentes desta prova é o mesmo. De
fato, o contexto em cada né da arvore acima é o conjunto unitario contendo a formula (¢ A1) Ap. Como
o que muda ao longo da prova é o consequente dos sequentes, é natural considerar que o foco, ou que
a parte principal, desta prova é o consequente de cada sequente. Sabendo com qual contexto estamos
trabalhando, podemos remové-lo da prova deixando-a mais limpa e compacta. Veja como fica a prova

sem os contextos:
!¢> A 1/)
w A

)

SN AD) (“)
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Sera que é possivel sempre remover os contextos das provas de uma forma sisteméatica? Sim, e neste
exemplo em particular, a situagao é simples porque o contexto é o mesmo em toda a prova, mas este
nao sera o caso em geral. Ainda considerando o exemplo anterior, se ndao soubéssemos qual o contexto
que foi apagado, seria possivel descobri-lo? Sim, esta informagao vem das folhas da &rvore, que sao as
hipéteses do problema. Na notagdo com o contexto explicito, as folhas da arvore tém que ser axiomas, e
portanto o contexto de todas as folhas é a formula (¢ A ) A ¢ ja que todas as folhas sdo iguais. Agora
podemos consultar a Tabela 2.1 e observar que os contextos das regras (A.) e (A;) s80 0s mesmos antes
e depois da aplicagao destas regras. Portanto, o contexto em cada né da arvore é formado pelo conjunto
unitario contendo a formula (¢ A1) A . Outro detalhe importante é que as folhas desta nova arvore nao
correspondem mais a regra (Ax), e portanto as folhas tém que ser formulas pertencentes ao contexto.
As apresentagdes do sistema de dedugao natural normalmente utilizam contextos implicitos [18, 12, 35, 4].

No Exemplo 14 construimos uma prova do sequente

mn contextos explicitos, a
versao com contextos implicitos é dada pela seguinte arvor Cao:
l
4
=9  [p
'TT-’—{L?—#?‘,@" qﬂ} {(_ﬂ) 7 1ef —

0 (ze)) (@ \,p'—)(.(/\l—lq/'
LS

TFE¢ G Yo W T

Note que esta arvore possui trés folhas, cada uma contendo uma férmula distinta. O contexto ini-
cial é o conjunto contendo todas as férmulas que aparecem nas folhas, ou seja, nosso contexto inicial
é o conjunto {¢ — ¥, ), p}. As regras (—.) e (—.) preservam o contexto, e portanto o contexto da
linha 3 é o conjunto {¢ — v, ), p}. De acordo com a Tabela 2.1, a regra (—;) adiciona uma férmula
ao contexto (leitura de baixo para cima), ou remove uma formula do contexto, se a leitura for feita
de cima para baixo. Neste caso, a féormula removida é ¢, e portanto o contexto da férmula —¢ (raiz
da arvore) é o conjunto {¢ — 1, -1} como esperado. Na notagio sem contexto, as formulas que sao
removidas do contexto ao longo da prova, como a féormula ¢ deste exemplo sao colocadas entre colchetes
para enfatizar que sao hipoteses temporarias que em determinado momento serao removidas do contexto:

o—=vY ¢l

N ~

P

e agora fica claro que a formula ¢ nédo faz parte do contexto original do sequente a ser provado. Note
que os colchetes sao colocados apenas nas folhas que contém féormulas que nao fazem parte do con-
texto dado pelo problema. Adicionalmente, como o contexto da raiz tem que ser o contexto dado pelo
problema, caso contrario a prova nao é uma prova do problema proposto, precisamos de um mecanismo
para nos informar quando as férmulas marcadas com os colchetes §ao removidas’(ou'descartadas) do
contexto. No exemplo acima, isto ocorre ao aplicarmos a regra (—;). Entdo, utilizaremos uma letra para
registrar este fato:

o=y A
v —tp
N (ﬁe)
@)
-y
Agora sabemos em que momento a formula ¢ foi introduzida (folha [p]*), e em que momento foi
descartada (regra (—;) u) na arvore de derivagao.

A seguir, veremos exemplos mais complexos onde féormulas idénticas podem exigir marcas distintas,
mas antes disto compare as regras de dedugao natural para a logica proposicional minimal com o contexto
explicito e com o contexto implicito na Tabela 2.2, e veja como o mecanismo de descarte simula a mudanga
de contexto antes e depois de uma aplicacao das regrasg(Ve)fi(=ren=1)» Como a notagao com contexto
implicito é mais compacta, a partir deste momento nao utilizaremos mais contextos explicitos. A intencao
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2 1= y Pic{1,2}
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3 IF o1 Vo

— [1]® [pa]®
C-Fﬂmvwz Pleyry e v
NS E.0.T7 + v -~ ¢
—
Cae .
5 Do — =)
I-o ¢ DFo
(=)
6 B
ok L
7 BF—p )
F}——\tp Fl—(p
8 BF L ()

Tabela 2.2: Regras da Logica Proposicional Minimal

de iniciar esta apresentacao utilizando contextos explicitos foi de permitir uma explicagao mais facil e
natural para o descarte de hipoteses, que sempre gerou muitas duvidas entre os alunos. Por exemplo, se
a razao do descarte nao esta clara, € comum aparecerem arvores de derivacao com descarte de hipoteses
feito em regras como (A;), (Ae), (Vi), (—¢) € (me). Se vocé acha que estd tudo bem uma arvore de
derivagao conter descarte de hipoteses nas regras citadas na frase anterior, volte para o inicio deste
capitulo e reinicie o estudo do sistema de dedugdo natural antes de prosseguir :-)

Exemplo 16. Neste exemplo, veremos que € possivel fazer a introducdo de uma implicacdo sem precisar
descartar uma hipdtese, se tivermos uma prova do consequente da implicacao que queremos construir.
Ou seja, se temos uma prova de ¥ entdo podemos construir uma prova de ¢ — 1, qualquer que seja a
formula . Em outras palavras, queremos construir wma prova para o sequente P F o — 1. A ideia da
prova neste caso € simples. Vamos assumir uma prova de ¢, e transformd-la em uma prova de v que jd
temos como hipotese. Para isto basta introduzirmos e em sequida eliminarmos uma conjunc¢ao contendo

V:

[l % )
w (/\ )
Y
—>1) u
=Y
Como este raciocinio aparece com frequéncia nas provas, vamos colocd-lo como uma regra derivada:
(4
=Y

Exercicio 17. Sejam ¢ e v formulas da légica proposicional. Construa uma prova para o sequente
@, F =y na ldgica proposicional minimal.
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Tabela 2.3: Regras derivadas da Légica Proposicional Minimal

Exercicio 18. Sejam ¢ e v formulas da ldgica proposicional. Construa uma prova para o sequente
—(p V) F (=) A (—) na légica proposicional minimal.

Exercicio 19. Sejam ¢ e ¢ formulas da ldgica proposicional. Construa uma prova para o sequente
(=) A (mh) F =(e V 9) na légica proposicional minimal.

Exercicio 20. Sejam @, e § formulas da ldgica proposicional. Construa uma prova para o sequente
o= (0Ve)—= (8 V1Y) na logica proposicional minimal.

Exercicio 21. Sejam ¢ e~ formulas da légica proposicional. Construa uma prova para os sequentes
(V) (=) A=) e (m@) A (=) E =(p V) na ldgica proposicional minimal.

Exercicio 22. Sejam ¢ e v formulas da ldgica proposicional. Construa uma prova para o sequente
(=) V (=) F (¢ A7) na ldgica proposicional minimal.

Exercicio 23. Sejam ¢ e v formulas da légica proposicional. Construa uma prova para o sequente
(e A7) F (=) A (m—y) na ldgica proposicional minimal.

Exercicio 24. Sejam ¢ e v formulas da ldgica proposicional. Construa uma prova para o sequente
(=) A (=) F ==(¢ A7) na ldgica proposicional minimal.

Exercicio 25. Sejam ¢, e v formulas da ldgica proposicional. Prove o sequente ¢ V (¢ A ) b
(e VY)A(p V).

Exercicio 26. Sejam p,v ey formulas da ldgica proposicional. Prove o sequente (p V1) A (p V)
eV (¥ A7)

Exercicio 27. Sejam @, e v formulas da ldgica proposicional. Prove o sequente ¢ A (¢ V ) F
(P V) A (P V7).

Exercicio 28. Sejam p,v e vy formulas da ldgica proposicional. Prove o sequente (p V1) A (p V) E
e AW V7).

Exercicio 29. Seja ¢ uma férmula da ldgica proposicional. Prove o sequente b ——(p V =) na ldgica
proposicional minimal.

2.1 O Assistente de provas Coq

1. Notagao

Utilizaremos algumas notagoes para facilitar a identificagao de diferentes contextos, principalmente
no que se refere ao assistente de provas Coq[34]. Os codigos do Coq sdo escritos em verbatim, mas
uma sessao tipica do Coq possui trés janelas:
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