Logica Computacional 1 (2022-1)

Selecao de exercicios para a segunda avaliagao

Prof. Flavio L. C. de Moura
September 16, 2022

1. Prove o teorema de Glivenko: Sejam I' um conjunto finito de férmulas, e ¢ uma férmula qualquer
da logica proposicional. Prove que se ¢ tem uma prova classica a partir de I' entao ——¢ tem uma
prova intuicionista a partir de I', ou seja, se I' . ¢ entao I' ; =—¢.

Solugao:

Inducao na derivagao I' . ¢. Considerando que a negagao pode ser vista como uma abreviagao da
implicacdo ao absurdo, i.e. = = ¢ — L, os casos (—;) \ e (—) \ ndo precisam ser considerados
por se tratarem de um caso particular da implicagao. Considere a tltima regra aplicada na prova
Tk

(a) (A;): Neste caso, temos que ¢ é da forma 1 A @9 € a prova I' . ¢ tem a seguinte estrutura:
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Por hipotese de indugo, temos que I' b; =—¢; (i = 1,2), e concluimos como segue:
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(b) (Ae): Neste caso, a prova I' k. ¢ tem a seguinte estrutura:
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Por hipétese de indugao temos que I' F; ==(p A1), e concluimos como segue:
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(¢) (Vi): Neste caso, temos que ¢ é da forma ¢; V 2 e a prova I' k. ¢ tem a seguinte estrutura:
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Por hipotese de indugao, temos que I' F; =—¢; (i = 1,2), e concluimos como segue:
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(d) (Ve): Neste caso, temos que ¢ ¢ da forma @1 V @9 € a prova I' . ¢ tem a seguinte estrutura:
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Por hipétese de indugdo, temos que I' b; == (01 Vp2) e I', [pi] Fi =3 (i = 1,2) e concluimos
como segue:
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(e) (=) : Neste caso, temos que ¢ é da forma ¢1 — @9 e a prova I' k. ¢ tem a seguinte estrutura:
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Por hipétese de indugao, temos que I', 1 F; =—¢p2, e concluimos como segue:
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(f) (—¢): Neste caso, temos que ¢ é da forma 1 — @9 e a prova I' . ¢ tem a seguinte estrutura:
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Por hipotese de indugao, temos que I' -; =—p1 e T' H; 7= (91 — ©2) e concluimos como segue:
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(g) (PBC): Neste caso, temos que:
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Por hipotese de indugao, temos que I', =p ; ==L, e concluimos como segue:



2. Uma formula da logica de predicados ¢ pertence ao fragmento negativo se ¢ pode ser construida a
partir da seguinte gramatica, onde t1,ts,...,t, (n > 0) sdo termos:

¢ = (e ta, . otn) || L (29) | (@A@) [ (6= ¢) I (Vao)
Prove na logica minimal que =—6 F,,, 8 para qualquer formula 6 pertencente ao fragmento negativo.
Use indugao na estrutura de 6.
Solugao:
Como sugerido no enunciado, a prova é por indu¢ao na estrutura da féormula A que pertence ao

fragmento negativo da légica proposicional. Temos 5 casos a considerar:

(a) A é uma variavel proposicional negada, isto ¢, A = (—p). Neste caso precisamos provar que
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(b) A= 1. Neste caso, precisamos provar que ==L b, L.

(¢) A = (—B). Neste caso precisamos provar que =——B t,,, =B. A prova ¢é idéntica ao caso da
variavel proposicional:
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(d) A = (B AC): Neste caso, precisamos provar que =—(B A C) k,, (B A C). Por hipotese de
indugao temos que =-—B +,, B e ==C I, C. Concluimos como a seguir:
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onde (*) é dada por
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(e) A= (B — C): Neste caso, precisamos provar que =—(B — C) -, (B — C). Por hipétese de
indu¢ao temos que -—B +,,, B e =—=(C I, C. Concluimos como a seguir:
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Todos os casos, exceto o ultimo se resolvem como no caso proposicional. O caso em que ¢ tem a
forma Vv é resolvido como a seguir:
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3. Seja ¢ uma foérmula da logica de predicados. Definimos a tradugao negativa de Gédel-Gentzen de
¢, denotada por ¢”, indutivamente por:

- se ¢ é uma formula atomica, ou a constante L
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V=9 () A(pd)  sep =91V
oY = se p =1 — g
Vo () se o =V,
=(Ya=(y™)) se o = 3,9

Construa uma prova intuicionista para o sequente a seguir:
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Solugao:

Inducao na estrutura de ¢.



(a) Se ¢ for uma formula atomica entdo ——(p™) = ———— b def ©N. Note que na logica

intuicionista podemos eliminar a dupla negacao de férmulas negadas.

(c) Se ¢ =1 Apa entao ~=(¢") = (g1 Aw2)™) = 7 A@d) b (79]) A(mmpy). Para
a derivacao anterior, utilize um argumento feito em exercicio, e conclua como a seguir:
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(d) ¢ = @1 V pa: Atividade 8 (o gabarito sera disponibilizado em http://flaviomoura.info/
1c1-2022-1-ga.html|apods finalizado o prazo de entrega)

~ def.
(e) Se ¢ = @1 = 3 entdo —=(p™) = ~=((p1 = @2)V) =" () = @) Fi (mmel) =
(==, onde a derivacio anterior pode ser obtida utilizando um argumento feito em exercicio.
Concluimos como a seguir:
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onde (90{\[) — (@év) ael (p1 — Lpz)N = cpN, como queriamos.

(f) ¢ = Vy: Atividade 9 (o gabarito sera disponibilizado em http://flaviomoura.info/
1c1-2022-1-ga.html|apods finalizado o prazo de entrega)

(8) Se ¢ = 3,9 entdo _‘_‘QON = _‘_‘(Elxw)N = _‘ﬁ(_‘vx_‘i//N) i _‘Va:ﬁwN = (Elxw)N = QON, onde a
derivagao anterior pode ser obtida utilizando o mesmo argumento feito em exercicio.

4. Sejam ¢ e ¢ formulas da logica de predicados. Dizemos que ¢ é equivalente a ¥ quando ¢ = ¢ e
Y = ¢, ou seja, as formulas ¢ e 1) tém os mesmos modelos. Considere a seguinte transformagao:

(a) T(p) = p, onde p é uma férmula atdémica ou uma constante
(b) T(—¢) =—T(¢)

(c) T(pA) =T(¢) NT(¥)

(d) T(p V) =~(=T(¢) AN =T(1))

(e) T(¢ = ¢) = ~(T(¢) A =T (¥))

(f) T(Veg) =V2T(9)

(8) T(Bx¢) = ~Va—T(9)

Mostre que para qualquer formula ¢, T'(¢) é equivalente a ¢.
Solugao:

A prova é por indugao na estrutura da formula. Escrevemos ¢ = 1) para denotar que ¢ é equivalente

a 1.
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Se ¢ for uma foérmula atoémica ou constante, entdo T'(¢) =

sintaticamente iguais.

Se ¢ = —¢1 entdo T(¢) = ~T(¢1) "= ~¢ =
h.i.

Se ¢ = ¢1 A o entio T(¢) = T(¢1) AT(62) = ¢1 Ao = ¢
Se ¢ = 61V ¢ entiio T(@) = ~(~T(¢1) A —T(¢2)) hé (g1 A~g2) =
Se ¢ = ¢1 — ¢o entio T(¢) = ﬁ(T(qﬁ ) A =T(42)) (g1 A o) =
Se ¢ = Va1 entio T() = VaT(61) = Vad = o.

Se ¢ = Jr¢n entio T(d) = ~Vo—T (1) = V) = Jrdy = ¢,

¢ ja que ambas as formulas sao

$1V Py =
P1 — P2 =

¢.
¢.



