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Capitulo 1

Introducao

Este material foi desenvolvido para dar suporte as disciplinas que tenham légica (proposicional e/ou de
primeira ordem) e uma introdugio ao estudo de algoritmos como parte do seu programa. Neste contexto,
podemos citar diversas disciplinas de graduacao da Universidade de Brasilia que podem utilizar este ma-
terial integralmente ou em parte como, por exemplo, Fundamentos Teéricos da Computagao, Légica
Computacional e Projeto e Andlise de Algoritmos do Departamento de Ciéncia da Computagao, Légica
Matematica do Departamento de Matematica e Logica do Departamento de Filosofia. Normalmente, o
publico que cursa estas disciplinas pertence aos cursos de Computagdo, Matematica e Engenharias em
geral, mas acreditamos que este material seja 1til para todos que tenham interesse nos temas de logica
e algoritmos.

A primeira parte deste material apresenta os conceitos bésicos de légica partindo da 16gica proposici-
onal e chegando na logica de primeira ordem. A légica de primeira ordem pode ser vista como a "légica
padrao"utilizada, ainda que informalmente, em Matematica e Computagao. Este estudo inicial de légica
serd util para a segunda parte que utiliza os conceitos estudados na resolucdo de problemas computa-
cionais. Tanto o estudo de logica quanto o de algoritmos da especial atengdo a construgao de provas
(matemdticas). Neste contexto, as provas sao inicialmente feitas em papel e ldpis (provas informais), e
posteriormente em computador (provas formais). A construcao de provas é um tema que costuma ser
espinhoso, de forma que aqui tentaremos facilitar o processo de familiarizacdo com este tema partindo
de provas simples, para em seguida explorarmos situagoes mais complexas.

Linguagens naturais, como o Portugués por exemplo, sdo ambiguas por natureza, e para evitarmos
possiveis dividas na leitura de férmulas ou propriedades utilizaremos linguagens mais restritas. Ini-
ciaremos com a linguagem da l6gica proposicional (LP), que nos permitird resolver diversos problemas
interessantes. Estes problemas serao estudados também no contexto computacional. Com isto, queremos
dizer que resolveremos problemas manualmente, isto é, em papel e 1lapis, e também no computador.

Apesar da LP possuir limitacoes de expressividade, ela serd util para que possamos entender a di-
namica da construcdo de provas, mas a logica efetivamente usada no dia a dia do matemaético ou do
cientista da computagao é a Logica de Primeira Ordem (LPO), que nos permitird expressar propriedades
de algoritmos de forma mais natural. Durante esta caminhada, estudaremos um assunto fundamental
que estd presente em diversos contextos: indu¢do. Intuitivamente, o conceito de inducdo é bastante
simples, mas a sua aplicagdo em situagoes especificas costuma gerar muita duvida.

A construgdo de provas mecénicas, ou seja, provas feitas em computador, é uma atividade que tem
despertado interesse crescente nas tltimas décadas em fun¢ao da forma como a computacdo tem se infil-
trado no nosso dia a dia. Mas aqui precisamos de uma pequena pausa para explicarmos o que queremos
dizer com provas feitas por computador. Esta explicacao se faz necessaria porque existem pelo menos
duas abordagens distintas no que se refere a este assunto: os provadores automéaticos de teoremas por
um lado, e os assistentes de prova por outro.

Um provador automatico de teoremas é um programa munido de uma heuristica que recebe um



teorema como argumento e tenta, de forma automaética, encontrar uma prova para o teorema dado
[30, 19, 22]. Um assistente de provas por outro lado, consiste em um programa que requer a orienta-
¢do/interacdo do usudrio para poder construir uma prova. Ou seja, o usudrio vai guiando o sistema na
construgdo de prova, enquanto o sistema verifica se cada passo dado/sugerido pelo usuério estd correto.
Sao exemplos de assistentes de prova o PVS[26], o Isabelle/HOL[24], o Lean[II] ¢ o Coq[33]. Neste
material trabalharemos com o assistente de provas Coq, que é um sistema de cddigo aberto e que pode
ser instalado em sistemas Linux, MacOs e Windows, ou até mesmo ser executado via browser|[l].

Existem materiais muito interessantes que servem como tutoriais do Coq, como por exemplo, [29],
ou [6]. Este material ndo é um tutorial do Coq, mas a sua utilizagdo enriquecerd bastante nosso estudo.
Nosso foco é o estudo da logica proposicional e de primeira ordem, assim como a sua utilizacdo/aplica-
¢ao no estudo de algoritmos. Para isto utilizaremos o Coq como ferramenta de apoio mostrando como
um assistente de provas pode ser ttil nesta caminhada. Aqui é importante observar também que um
assistente de provas é basicamente uma linguagem de programacdo juntamente com uma linguagem de
especificacao, ou seja, além da linguagem de programacdo existem uma camada légica adicional, cha-
mada de linguagem de especificacdo, que nos permite expressar os lemas e teoremas, por exemplo. A
camada légica do Coq é baseada em um formalismo conhecido como cdlculo de construgoes indutivas [27]
que é muito mais expressivo do que a logica de primeira ordem que estudaremos aqui. Neste sentido,
utilizaremos apenas uma pequena parte do poder de computacional do Coq.

N&ao assumimos nenhum conhecimento prévio de Coq, e sua utilizagdo é opcional. Ou seja, é perfeita-
mente possivel utilizar apenas a parte tedrica deste material. A ideia aqui é que vocé possa reproduzir os
temas abordados em Coq a partir do zero: simplesmente abra o Coq com a interface de sua preferéncia,
e siga as orientagoes das atividades propostas. Nem tudo que serd abordado aqui terd uma versao cor-
respondente em Coq, ja que alguns temas serdo puramente teéricos e foram pensados para serem feitos
apenas em papel e lapis. E mesmo a etapa de construcao de provas em um assistente de provas deve ser
precedida de um esboco em papel e lapis. As atividades a serem realizadas no assistente de provas tém
um arquivo correspondente de apoio cujo link é fornecido junto com o texto da atividade.

No contexto de algoritmos e desenvolvimento de software é comum a utilizagdo de testes como mé-
todo de validacdo. Ou seja, o programa (ou software) é executado com diversas entradas distintas, e se
nenhum problema é encontrado, o programa é considerado bom o suficiente para ser utilizado. De fato,
a primeira coisa que fazemos apo6s implementar um algoritmo é testd-lo para diversas entradas, e caso
alguma resposta seja incorreta, uma revisao da implementacao é feita para corrigir o erro, e entao novos
testes sao realizados. Este processo é repetido até que o programador sinta confianga na implementagao,
mas depois de todos estes testes é possivel dizer que o programa é correto? Certamente nao! Pensando
no caso particular da implementagdo de um algoritmo de ordenagdo listas de naturais ou inteiros (ou
qualquer estrutura munida de uma ordem total), sabemos que existe uma infinidade de listas de inteiros
que podem ser utilizadas nos testes, e portanto nao é possivel testar todas elas. Em se tratando de
programas utilizados em sistemas criticos (aviagdo, medicina, sistemas bancarios, etc), por menores que
sejam as chances de erros, falhas ndo sdo toleradas. O que fazer entdo para garantir a correcdo de um
programa? Uma abordagem possivel consiste em utilizar a 16gica para provar a corre¢io do programal
Uma prova de uma propriedade de um programa fornece a garantia de que o programa satisfaz a pro-
priedade provada sempre! Esta é a abordagem que utilizaremos aqui, e que tem se mostrado cada vez
mais importante para o desenvolvimento da Matematica[l5] 13} 2, [3] e Computacao|20] 28| 25]. Para
concluir esta se¢cdo e comegarmos a colocar a mao na massa, listamos trés exemplos famosos de erros em
sistemas computacionais:

1. Therac-25: Uma méaquina de radioterapia controlada por computador causou a morte de pelo
menos 6 pacientes entre 1985 e 1987 por overdose de radiagao.

2. Pentium FDIV: Um erro na construcao da unidade de ponto flutuante do processador Pentium
da Intel causou um prejuizo de aproximadamente 500 milhoes de ddlares para a empresa que se
viu forcada a substituir os processadores que ja estavam no mercado em 1994.



3. Ariane 5: Um foguete que custou aproximadamente 7 bilhoes de ddlares para ser construido ex-
plodiu no seu primeiro voo em 1996 devido ao reuso sem verificagdo apropriada de partes do codigo
do seu predecessor.

Ja deixamos claro que vamos provar muita coisa aqui. Mas o que é uma prova? Uma resposta
possivel "é um argumento feito para convencer alguém'[32]. O problema deste argumento é que pessoas
diferentes podem ter compreensoes distintas sobre o argumento, de forma que o argumento pode ser uma
prova para uma pessoa, mas ndo para a outra... estranho, ndo? Uma definicdo geral e abstrata para
a nog¢ao de prova nao é uma tarefa facil, mas forneceremos uma definicdo precisa em um contexto mais
restrito, a saber, o da l6gica simbélica[I8), [34].



Capitulo 2
Logica

O que é logica? Esta é uma pergunta dificil de responder de forma direta e precisa, mas em um contexto
bem amplo, podemos dizer que é um ramo da filosofia que estuda os principios e métodos de inferéncia
e demonstracdo, que nos permitem determinar as condigoes em que determinados fatos podem, ou nao,
serem concluidos a partir de outros [23]. Ao longo deste material trabalharemos para deixar esta ideia
mais clara! Além disso, a légica tem aplicacbes em muitas disciplinas além da filosofia, como matema-
tica, ciéncia da computacao, linguistica e até mesmo em algumas ciéncias sociais, onde ela é usada para
ajudar a estruturar e analisar argumentos e inferéncias. Na préxima secdo, iniciaremos nossos estudo
com a légica proposicional, que nos fornecerd um ambiente relativamente simples, mas rigoroso, para as
construgoes de nossas primeiras inferéncias.

2.1 A Loégica Proposicional

A légica proposicional (LP) é baseada na nogdo proposicdo, que é uma sentenca que pode ser qualifi-
cada como verdadeira ou falsa, mas nunca ambos. Por exemplo, sdo proposigoes:

e 242 =4,

e 143 < 0.

e 2 é um ntmero primo.

e Joao tem 20 anos e Maria tem 22 anos.

Mas nem toda sentenca é uma proposicdo. De fato, a sentenca "Feche a porta!", ou ainda a per-
gunta "Qual é o seu nome?"nao podem ser qualificadas como verdadeira ou falsa, e portanto néo sao
proposicoes. Estudaremos diversas légicas distintas, e todas elas utilizam férmulas como elementos fun-
damentais. As férmulas sdo expressdes ou strings (sequéncia de simbolos) utilizados para representar
uma proposicao. Por exemplo, utilizaremos letras latinas mintsculas para representar proposicoes que
nao podem ser subdivididas em proposi¢oes menores como "2+42=4", mas nao "Joao tem 20 anos e Maria
tem 22 anos'. Chamamos estas letras latinas mindsculas de varidveis proposicionais. Assim, a varidvel
proposicional é o elemento basico utilizado na construcao das férmulas.

Faremos um estudo incremental partindo de logicas mais simples e pouco expressivas, e aos poucos
vamos incrementando o poder de expressividade destas logicas tendo o contexto computacional como
referéncia. Trabalharemos com a légica simbodlica de forma que o significado de uma varidvel proposi-
cional (ou a informacao que ela codifica) serd irrelevante daqui para frente. Outro aspecto importante



é que o foco do nosso estudo é a construcao de provas. Para isto utilizaremos um sistema dedutivo co-
nhecido como dedugio natural. Este sistema foi criado pelo 16gico alemao Gerhard Gentzen (1909-1945),
e consiste em um sistema légico composto por um conjunto de regras de inferéncia que tenta capturar
o raciocinio matematico da forma mais natural possivel. Iniciaremos a construcao de provas em uma
16gica denominada o fragmento implicacional da légica proposicional.

2.1.1 O fragmento implicacional da légica proposicional

As féormulas do fragmento implicacional da l6gica proposicional sao formadas pelas variaveis proposicio-
nais apresentadas anteriormente e pelo conectivo bindrio chamado implicagio. Podemos representar as
férmulas deste fragmento pela seguinte gramética:

pu=pllp—¢) (2.1)

onde p denota um elemento de um conjunto enumeravel de variaveis proposicionais, i.e. podemos utilizar
qualquer nimero finito de varidveis proposicionais para construir uma férmula. O construtor ¢ — ¢ diz
que uma féormula implicacional é construida a partir de duas férmulas ja construidas anteriormente. Por
exemplo, se p e ¢ denotam varidveis proposicionais entao podemos concluir que p — ¢ é uma férmula,
e neste caso, chamamos p de antecedente, e ¢ de sucedente da implicacao. Utilizando esta nova for-
mula, podemos construir uma nova implicagdo a partir dela, e por exemplo, p, obtendo (p — ¢) — p
oup — (p — q), e assim por diante. Como indicado pela gramética , utilizaremos letras gregas
mintsculas para representar férmulas do fragmento implicacional da légica proposicional.

Nosso objetivo agora é raciocinar sobre as estas férmulas. Mais especificamente, queremos obter (ou
derivar) novas informagoes a partir de informagoes conhecidas. Tudo isto em um contexto abstrato onde
os simbolos proposicionais utilizados podem representar qualquer informagdo que corresponda a uma
proposicdo. Utilizaremos a notacao de sequentes para separar as informacoes (férmulas) dadas da nova
informagdo (férmula) que queremos concluir. Chamaremos as féormulas dadas de premissas, e a férmula
a ser derivada de conclusdo, assim um sequente é formado por duas partes: um conjunto finito de for-
mulas (que s@o as premissas), digamos T', e uma férmula que é a conclusdo, digamos ¢, que escrevemos
como I' b ¢. Assim, se 1,2, ..., @, s@0 as premissas de um sequente, e se 1) é a sua conclusdo, entao
escrevemos 1, s, ..., 9, F 1 para representar o sequente que tem 1 como conclusdo, e o conjunto
{©1,92,...,pn} de premissas. O conjunto {®1,¥s,...,¢n}, isto é, a primeira componente do sequente
©1,92, .-, 9n F 1 também pode ser chamado de contexto ao longo do texto, e normalmente serd escrito
sem as chaves que usualmente sdo usadas para representar conjuntos. Este é um abuso de linguagem
usado para deixar a notagdo mais leve. Assim, se I' denota um conjunto finito de férmulas, ao invés de
T U {p} F 1, escreveremos simplesmente I', ¢ - 9, onde T', ¢ deve entdo ser lido como a unido I' com o
conjunto unitario {¢}.

O conceito de prova agora serd definido de forma mais precisa. Concretamente, uma prova (ou uma
derivagdo) de um sequente da forma I' F ¢ é uma sequéncia de passos dedutivos, e um passo dedutivo
consiste na aplicacdo de uma regra de inferéncia que possui a seguinte forma:

Fl "’}/1 F2|_’\/2...I‘k|_’yk
'y

onde k > 0. Quando k=0 e ¢ € I" a regra corresponde a um azxioma:



m (AX), se't/}EF

Uma prova (i.e. uma sequéncia de passos dedutivos) pode ser representada por meio de uma estru-
tura de drvore, onde os nds sdo anotados com sequentes. A raiz da arvore é anotada com o sequente
que queremos provar, digamos, I' I 1, e as s@o axiomas. Quais sdo as regras de inferéncia que podem
ser utilizadas no fragmento implicacional da légica proposicional? Além do axioma apresentado acima,
temos duas regras para a implicacdo. Antes de apresenta-las devemos lembrar que o sistema dedutivo que
utilizaremos se chama deducdo natural, e as regras deste sistema sao divididas em dois tipos: introducdo
e eliminacdo. A regra de eliminacao da implicagdo é conhecida pelo nome modus ponens e tem a seguinte
estrutura:

TFp—y Thro
TFy

(=e)

ou seja, para construirmos uma prova de um sequente com a forma I' F ¢ utilizando esta regra, precisa-
mos construir duas outras provas: uma do sequente I' - ¢ — 9, e outra do sequente I' - 7. Ou seja, na
leitura desta regra de baixo para cima (i.e. da conclusdo para as premissas) reduzimos o problema de
provar I' ¢ a dois outros problemas (potencialmente) mais simples. Esta regra também pode ser lida
de cima para baixo (i.e. das premissas para a conclusio), e neste caso precisamos de uma prova de uma
implicacdo, a saber I' F ¢ — 9, e de uma prova do antecedente desta implicagdo, a saber I' - ¢ para
construirmos uma prova da conclusdo da implicacdo, ou seja, uma prova de I' F 9.

A regra de introdugao é bastante intuitiva e, em certo sentido, nos fornece uma definicdo da implica-
cao:

o9

Troog

ou seja, na leitura de baixo para cima, para construirmos a prova de uma implicagao precisamos construir
uma prova do sucedente assumindo que temos uma prova do antecedente. Na leitura de cima para baixo,
precisamos transformar uma prova do antecedente em uma prova do sucedente.

O interesse computacional do fragmento implicacional estd diretamente relacionado ao algoritmo de
inferéncia de tipos em linguagens funcionais|I7]. O fundamento teérico destas linguagens é o cdlculo A5
desenvolvido por Alonzo Church em 1936 [7, [8]. Para mais detalhes veja o Capitulo 1 de [4]. Vejamos
um exemplo.



Exemplo 1. Considere o sequente = (p — q) = (¢ — r) = p — r. A primeira observagio a
ser feita aqui € que a implicacdo € associativa a direita, ou seja, p — P — v deve ser lido como
© = (¥ = ), e nio como (p — ) — ~. Portanto, o sequente que queremos provar deve ser
lido como = (p — q) — ((¢ = r) = (p — r)). Utilizando inicialmente a regra (—), temos a
sequinte situagao:

p—=qk(@g—r)—=(p—r)
Fp—=q) = ((g—=1)=(@P—=r))

Agora podemos aplicar novamente a regra (—;):

p—>q,q—rkEp—r

(=)

p—=ab(g=r) > (p—or) )

Fp—=q¢—(@—=r)—{@—r1)

E mais uma vez, jd que a conclusdo do sequente € ainda uma implica¢do:

p—qq—rpkr

p—>q,q—=rkEp—r

p—=qk(g—r)—=(p—r) 2

Fp—=q) = (@—=r)—=(—r)

(=)

z

Agora ndo € mais possivel ulilizar a regra (—;) porque a conclusdo r ndo € uma implicagio,
mas podemos utilizar a hipdtese ¢ — r para obter r, desde que tenhamos uma prova de q para
utilizarmos (—.). Neste ponto, a drvore € bifurcada em dois ramos e precisamos dividir o
contexto de forma adequada em cada um dos ramos.

(Ax)

p—q,q—1,pkq p—>qq—>rpkqg—r (o)
p—q,q—mpkr i
(=)

p—>q,q—rkEp—r

(=)

p=qk(g=r) = @—r) )

Fp—=q¢—(@—=r)—{@—r)

Observe que o ramo da direita consiste em um azxioma jd que a formula q — r pertence ao
conjunto de hipéteses. No ramo da esquerda podemos obter q por meio da regra (—.) com as
hipdteses p — q e p. A prova completa € dada a sequir:

(Ax) (Ax)
p—>qq—>r,pkp p—qq—1,pEp—q
(—e) (Ax)

pP—q,q—1,pkgq p—q,q—r,pFqg—r ( )
—e
(=)
(=)
(=)

p—>qq—m,pkr

p—=>q,q—>rEp—r

p—=qk(g—=r)=(p—r)

Fp—=q¢—=(@—=>r)—{p@—r)



Este primeiro exemplo possui uma caracteristica importante: a escolha da regra a ser aplicada em
cada passo é tnica, e portanto ndo temos outra opg¢ao para a construgdo sesta prova! Se todo sequente
tivesse esta caracteristica, poderfamos construir um programa de computador que fizesse este trabalho
para ndés. Mesmo programas que nao foram desenvolvidos especificamente para a construgdo destas
provas podem resolver facilmente estas situagoes particulares. Por exemplo, solicitei ao ChatGPTE a
construgao de uma prova para o sequente acima e obtive a seguinte resposta:

ChatGPT (modelo gpt-4)

p—r (—1,3-5)
(g—r)=(p—r) (—1,2-06)
p—=q) = (@)= @—2r) (=1,1-7)

1. p—q (suposicao)
2. g—r (suposigio)
3. p (suposicdo)

4. ¢ (= E,1,3)

5. 1 (= E,2,4)

6.

7.

8.

Observe que, como nossa prova, a resposta do ChatGPT possui 3 aplicagdes da regra (—;) e 2 de
(—¢), 0 que j4 d4 uma boa indicacdo de que as duas provas sdo iguais. De fato, as linhas 1, 2 e 3
sdo suposigoes, isto é, férmulas que sdo assumidas, e considerando as folhas da nossa drvore, estas 3
férmulas fazem parte do contexto. A linha 4 constréi uma prova da féormula ¢ a partir de uma aplicagao
da regra (—.) utilizando as linhas 1 e 3, ou seja, utilizando as férmulas p e (p — ¢). Isto corresponde &
aplicagdao de (—.) mais & esquerda na nossa drvore. Na linha 5, uma prova de r é feita utilizando (—)
a partir das linhas 2 e 4, ou seja, utilizando as férmulas ¢ e ¢ — r. Isto corresponde & aplicagao de (—)
mais & direita na nossa arvore. A linha 6 constréi uma prova da férmula p — r com uma aplicagdo da
regra (—;) a partir da subprova que vai da linha 3 até a linha 5. Esta subprova assume p (linha 3),
e conclui r (linha 5), e isto corresponde & primeira aplicagdo de (—;) (de cima para baixo) na nossa
arvore. Na linha 7, uma prova de ((¢ — r) — (p — r)) é feita com uma aplicagdo da regra (—;) a
partir da subprova que vai da linha 2 até a linha 6. Esta subprova assume (¢ — r) (linha 2), e conclui
(p — r) (linha 6), e isto corresponde a segunda aplicacdo de (—;) na nossa drvore. Por fim, a linha 8
corresponde a terceira aplicagdo de (—;) na nossa drvore, e portanto a prova dada pelo ChatGPT é a
mesma prova apresentada no exemplo escrita de outra forma. Serd que o ChatGPT ou uma inteligéncia
artificial andloga é capaz de, neste momento, resolver todas as questdes que serdo propostas neste curso?
Responderemos esta questdao ao longo deste material, mas note que uma resposta afirmativa pode ser
vista como uma possibilidade de substitui¢ido (parcial ou total) por maquinas, ainda que nao de forma
imediata, dos profissionais responsaveis por estas tarefas. Vejamos um outro exemplo.

1Foi utilizado o modelo GPT-4 em 04,/06,/2023.



Exemplo 2. Considere o sequente F (p — q) — (p = p — q). Como no exemplo anterior,
iniciaremos com uma aplicacio da regra (—):
p—=qkp—=p—q
Fp—=qg—=P—=p—9

Podemos aplicar mais uma vez a regra (—;):

(Ax)
p—>qpkEp—gq
p—qFEp—=p—q
Fp—q) = @—p—q

E a prova estd completa porque (p — q) € uma das férmulas do contexto. No entanto, poderiamos
ter continuado com outra aplicagio de (—):

i

p—>q¢pkq )

p%qme%q(%O
p—qbp—=p—yq

Fp—=q9—>p@P—=>p—q

—h)

Como o contexto é um conjunto de formulas, a nova introdu¢io de p ndo adiciona nenhuma
férmula no contexto porque os conjuntos {p — ¢,p} e {p — q,p,p} sdo idénticos. E agora,
podemos concluir esta prova com uma aplicagio de (—¢):

— (A¥) (Ax)
p—q,pkp p%qme%q(%)
P q.pFq (:)
p—=qpkp—yg )
p—aqFp—p—g '
(=)

Fp—=q9—>p@—=>p—q

No exemplo anterior, construimos duas provas para o mesmo sequente, ainda que bastante similares.
Sera que o ChatGPT consegue construir alguma destas provas? Vejamos:

ChatGPT (modelo gpt-4)

p — ¢ (suposigao)

p (suposicdo)

q (— E,1,2)

p—q (—1,2-3)

p—p—>q (—1,2-4)
p—a)—=@—>p—q (—=1,1-5)

° N e

Sim! Ele construiu uma derivagdo correspondente a nossa segunda prova. Vejamos mais um exemplo
antes de finalizarmos esta secao.



Exemplo 3. Sejam ¢ e ¥ férmulas quaisquer da LP. Considere o sequente ¢ F @ — 1.
Queremos provar que a partir de uma prova de 1 podemos provar qualquer implicacdo que tenha
1 como conclusao:

(Ax)

oY ()

Yo =9

O sequente do exemplo anterior nos diz que podemos construir a prova de uma implicagdo a partir
de uma prova do consequente desta implicacdo. Esta prova é utilizada com muita frequéncia em outras
provas, e por esta razdo promovemos este sequente ao status de regra derivada:

Podemos agora refazer a prova do exemplo anterior utilizando esta regra derivada:

(Ax)

—qkFp—
pqpr_h_)w

p—qFEp—=p—q
Fp—q) = {@—=p—2q)

Observe que esta prova corresponde & primeira prova do exemplo anterior: de fato, basta substituir a
aplicacdo da regra derivada (—;) () pela prova correspondente. Agora vejamos se o ChatGPT consegue
fazer o mesmo:

ChatGPT (modelo gpt-4)

Pergunta: Prove o sequente ¢ - ¢ — 1.

Resposta: Para provar o sequente ¥ - ¢ — 1, podemos usar as regras de inferéncia do
fragmento implicacional da légica proposicional. Aqui estd a prova, em um formato de derivagao:

¢ (suposicdo)

¢ (suposigao)

¥ (repetigdo, 1)
=Y (—1,2-3)

= 80 =

Nesta prova, utilizamos a regra de introducdo da implicagdo (—I) para fazer a suposicao ¢ (linha
2), e repetimos a suposi¢do original ¢ (linha 3). Finalmente, usamos a regra de introdugéo da
implicacdo (—1) para inferir a proposicao ¢ — 1 (linha 4).

Ok, a prova construida é andloga a que fizemos anteriormente, exceto pela linha 3 que repete a fér-
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mula assumida na linha 1. Esta diferenca ocorre porque o ChatGPT nao estd escrevendo as provas com
a mesma notagao de sequentes, mas a relagdo entre elas é mais ou menos direta. Retomando a conversa
com o ChatGPT:

ChatGPT (modelo gpt-4)

Pergunta: A prova anterior nos diz que podemos provar uma implicacdo qualquer desde que
tenhamos uma prova do seu consequente, correto?

Resposta: Sim, a prova anterior ilustra que, dado um consequente 1, podemos sempre
provar a implicagdo ¢ — 1 para qualquer antecedente ¢, no fragmento implicacional da légica
proposicional. Isso ocorre porque a regra de introdugdo da implicagdo (—1I) nos permite assumir
qualquer proposicdo como uma suposi¢do temporaria. Portanto, mesmo que nao tenhamos
nenhuma informacao sobre ¢ (o antecedente), ainda podemos provar a implicagdo ¢ — 1) se ja
temos uma prova de .

Pergunta: Otimo, entdo vocé pode construir uma nova prova do sequente - (p — ¢) — (p —
p — q) utilizando a ideia dada na resposta anterior?

Resposta: Sim, podemos construir uma prova do sequente - (p — ¢) — (p — p — ¢) usando
a ideia que discutimos anteriormente. Essencialmente, podemos provar uma implicacdo de
qualquer antecedente, desde que tenhamos uma prova de seu consequente. Aqui esta a prova, em
um formato de derivagao:

p — q (suposicao)

p (suposicao)

p—q (repeticao, 1)

p—=p—q (—1,2-3)
p—a)—@=p—2q (=I1,1-4)

S 9PN

Nesta prova, usamos a regra de introdugdo da implicacdo (—1I) para fazer as suposi¢oes p — ¢
(linha 1) e p (linha 2), e repetimos a suposicao original p — ¢ (linha 3). Depois, usamos a
regra de introducdo da implicacdo (—I) para inferir a proposigdo p — p — ¢ (linha 4). Final-
mente, usamos novamente a regra de introducdo da implicacdo (—I) para inferir a proposicao
(p = q) = (p— p—q) (linha 5).

Opa! Aqui o ChatGPT se confundiu e ndo utilizou o raciocinio anterior de forma direta, ainda que
a prova apresentada esteja correta. Parece que ele ndo consegue abstrair a ideia de que uma implicagao
pode ser provada diretamente a partir do seu consequente. Ou seja, ele ndo conseguiu reproduzir a prova
que fizemos acima utilizando a regra (—;) . Vamos dar mais uma ajuda?
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ChatGPT (modelo gpt-4)

Pergunta: Que tal chamar de (— i2) a nova regra que nos permite provar uma implicagao a
partir de uma prova do seu consequente? Com esta informagao, pode tentar novamente construir
a prova utilizando a nova regra (— 2)?

Resposta: Entendi sua sugestdo. A nova regra (— i2) permite a introdu¢io de uma implicagao
a partir de uma prova do consequente. Dessa forma, podemos construir uma prova mais direta
do sequente - (p = q) = (p — p — ¢). Aqui estd a prova, em um formato de derivacio:

1. p—q (suposicao)
2. p=op—q (—1i2,1)
3. p—a)>p—op—q (—1,1-2)

Nesta prova, usamos a regra de introdugdo da implicacdo (—I) para fazer a suposicio p — ¢
(linha 1). Depois, usamos a nova regra (—i2) para inferir a proposicio p — p — ¢ (linha
2). Finalmente, usamos novamente a regra de introdugdo da implicagdo (—I) para inferir a
proposicao (p — q) — (p = p — ¢q) (linha 3).

Excelente! Com este empurrdaozinho o ChatGPT conseguiu utilizar a regra derivada. Os testes acima
nos mostram que, apesar de ser uma ferramenta com potencial para o ensino, ainda deve ser utilizada
com muita cautela. Devemos ter em mente que esta ferramenta responde a qualquer pergunta, e por-
tanto algumas (ou muitas) delas podem conter erros. Durante este curso, utilizaremos o ChatGPT para
enfatizar a importancia da criatividade humana no processo de construgdo de uma prova, especialmente
de uma prova nao trivial. Mesmo em exemplos simples como os anteriores, o ChatGPT nao conseguiu
abstrair a ideia da nova regra e utiliza-la diretamente em uma prova sem ajuda, mas inicialmente ele
disse que tinha utilizado a nova ideia. Agora é a sua vez! Deixando o ChatGPT de lado, e utilizando as
regras (Ax), (=) e (—¢), resolva os exercicios a seguir:

Exercicio 1. Prove o sequente - (p = p —q) = p — q.

Exercicio 2. Prove o sequente - (q —r —t) = (p —>q) > p—1r —t.

Exercicio 3. Prove o sequente - (p - q—71)— (p—q) > p—r.

Exercicio 4. Prove o sequente - (p —q—1) = (g —=p—1).

Exercicio 5. Prove o sequente = (p = 1) > p—q—r.

Exercicio 6. Prove o sequentet- (p—q) = (p—r)—>(g—r —1t) > p—t.
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Na préxima secdo veremos como resolver os sequentes do fragmento implicacional da légica pro-
posicional utilizando um programa de computador feito especificamente para a construcao de provas!
Utilizaremos o assistente de provas Coq (https://coq.inria.fr/) que é uma ferramenta de cédigo
aberto e que pode ser facilmente instalada em qualquer sistema operacional. A préxima se¢do é opcio-
nal, mas pode ajudar bastante no estudo da légica.

2.1.2 O fragmento implicacional no Coq

O assistente de provas Coq (https://coq.inria.fr) é um sistema que implementa, entre outras coisas,
as légicas que estudaremos por aqui. Um assistente de provas, como o nome sugere, ¢ uma ferramenta
que, sob nossa orientacdo, nos permitird mecanizar uma prova. Ou seja, nos permitird passar uma
prova manuscrita para o computador. Mas qual é a vantagem de refazer uma prova no computador?
A grande vantagem € ter a garantia de que a prova estd efetivamente correta. Provas manuscritas sao
mais susceptiveis a erros. No entanto, como comentado na Introdugao, um assistente de provas nao é
adequado para encontrar uma nova prova. Ou seja, nao deve ser utilizado de forma nao planejada para
eventualmente conseguir completar uma prova. A utilizagdo eficiente consiste em primeiro ter uma prova
manuscrita (ou pelo menos na cabega) para, em seguida, reconstrui-la no assistente de prova. Provas fei-
tas em assistentes de prova sdo bastante confidveis, e amplamente aceitas na comunidade cientifica. Um
caso interessante que levou o matematico americano Thomas Hales ao mundo dos assistentes de prova.
Em 1998, Hales submeteu um artigo para publicacdo com aproximadamente 250 paginas contendo uma
prova da Conjectura de Kepler. Esta conjectura foi formulada em 1611 pelo matematico Johannes Ke-
pler e permaneceu sem solugdo até entdo, ou seja, por quase 400 anos! Uma comissido de especialistas
foi montada para analisar o artigo e concluiu, apds quase 2 anos depois, que tinha 99% de certeza de
que a prova apresentada estava correta. Conta-se, que o entdo diretor do periédico onde se pleiteava a
publicacao, disse a Hales que se ele fornecesse algum ponto adicional de que a prova estava correta, o
artigo seria publicado. Mas o que pode fornecer uma evidéncia maior da prova de um teorema do que o
proéprio artigo? Sim, uma prova formal! Em 2003, Halles comegou a trabalhar no projeto Flyspeck que
tinha como objetivo formalizar sua prova utilizando os assistentes de prova Isabelle[24] e HOL/ Lightﬂ
mas o artigo acabou sendo publicado em 2005[16]. O projeto tinha uma previsdo inicial de durar 20
anos, mas em 2014, isto é 11 anos depois, o grupo do projeto Flyspeck anunciou que tinha completado
a formalizacdo da prova da Conjectura de Kepler[I5].

Voltando ao Coq, é importante observarmos que ele é uma ferramenta de pesquisa, e nao foi desenvol-
vida exclusivamente para o ensino. Grandes projetos foram e sdo desenvolvidos nele como a formalizagao
do Teorema das 4 cores[I13], do Teorema de Feit-Thompson (?7) e a verificagdo de um compilador C[20].
Ainda, assim, veremos que ela nos sera bastante util. O Coq pode ser utilizado via uma interface web sem
a necessidade de instalagécﬂ no entanto a instalacdo local costuma ser bastante simples (independente
do sistema operacional). Assumiremos que vocé tem o Cocﬂ instalado em sua maquina ou que tem acesso
a internet para utilizar a interface web.

Utilizaremos algumas notagoes para facilitar a identificacdo de diferentes contextos, principalmente
no que se refere ao assistente de provas Coq[33]. Os cédigos do Coq sdo escritos em verbatim, e uma
sessao tipica do Coq possui trés janelas:

%https://www.cl.cam.ac.uk/~jrh13/hol-light/
3Veja https://coq.vercel.app/

4Utilizamos a versdo 8.16 durante a elaboracio deste material.
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A janela da esquerda é a janela de especificacdo, ou seja, onde escrevemos as defini¢cbes, os lemas e as
provas. As especificagOes ser@o escritas em uma caixa azul:

janela de especificacao

A janela do canto superior direito nos mostra o status atual da prova; e a do canto inferior direito
nos mostra mensagens do sistema. O texto correspondente a estas janelas aparecerd em uma caixa verde:

janela de prova ou mensagens do sistema

Existem diversas razoes para a utilizagdo do Coq, mas aqui apresentaremos duas: a primeira é que o
Coq implementa o sistema de dedugao natural e portanto, é o candidato natural para explorar computa-
cionalmente este sistema dedutivo; segundo, que o Coq possui uma comunidade muito grande e sempre
disponivel para ajudar com as dﬁvidaﬂ Apresentaremos as regras do fragmento implicacional da LP e
faremos uma analogia entre o sistema de dedugdo natural que apresentamos aqui e o Coq sempre que
possivel, mas como veremos, esta analogia nao é feita via uma correspondéncia direta entre as regras em
dedugao natural e as regras do Coq que sdo chamadas de tdticas. De fato, as taticas sdo desenvolvidas
para realizarem varios passos de prova, incluindo simplificacées, de s6 uma vez porque isto facilita o
processo de construgdo de provas em sistemas mais complexos.

A regra de introdugao da implicacio (—;) é simulada por meio da tdtica intro. Por exemplo, para
provarmos uma implicagdo, digamos:

phi -> psi

5Existem diversos canais disponiveis para dividas sobre o Coq como, por exemplo, https://coq.discourse.group/ e
https://proofassistants.stackexchange.com/.
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podemos utilizar a tdtica intro que vai mover o antecedente phi da implicagdo para as hipdteses, redu-
zindo assim, o problema de provar phi -> psi ao problema de provar psi assumindo phi:

A regra de eliminagio da implica¢do (—.), isto é, a regra modus ponens corresponde a téatica apply.
Considere uma aplicacdo da regra (—.) como a seguir:

(Ax) (Ax)
o=,k —= =0k p
(—e)

=Y,

A situacao correspondente em Coq é dada a seguir:

H1 : phi -> psi
H2 : phi

psi

Podemos aplicar a tatica apply H1 que vai reduzir a prova de psi a uma prova de phi ja que o conse-
quente da implicacdo phi -> psi coincide com a férmula que queremos provar. Em seguida, concluimos
a prova com a utilizagdo da tatica assumption porque phi é a hipotese H2.

Agora vamos refazer aqui os exemplos da se¢do anterior. Iniciaremos com o F (p = q) = ((¢ = r) —
(p — r)). Precisamos declarar as varidveis p, q e r e, em seguida enunciarmos o lema a ser provado:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p -> q) -> ((q@ > ) > (p -> 1)).
Proof.

A janela de prova correspondente é:

1 goal (ID 1)

p>q > (Q@q->r) >p—>r

Repetindo os passos da prova construida na secdo anterior, devemos aplicar 3 vezes a regra (—;).
Na primeira aplicacdo, a formula p -> q é colocada no contexto. Em outras palavras, introduzimos a
féormula p -> q:
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Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p -> q) > ((q@q > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intro H1.

1 goal (ID 2)

Hl : p->gq

(@ >r) >p—>r

Em seguida, introduzimos a férmula q -> r:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p > q) > ((q@q > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intro H1. intro H2.

1 goal (ID 3)

Hl : p->gq
H2 : g >r
p-—>r

E entéo, introduzimos a férmula p:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p > q) > ((q@ > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intro H1. intro H2. intro H3.

1 goal (ID 4)

Hl : p->gq
H2 : g >
H3 : p

r

J

Alternativamente, podemos compor os 3 passos de introducido de uma tnica vez usando a variante

intros:
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Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p -> q) > ((q@q > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intros H1 H2 H3.

1 goal (ID 4)

Hl : p->gq
H2 : g >
H3 : p

r

J

Agora podemos provar r via a regra (—.) utilizando a hip6tese H2 que tem r como consequente. Isto
corresponde a utilizar a tatica apply H2, que resulta na obrigacdo de provar q:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p > q) > ((@ > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intros H1 H2 H3. apply H2.

1 goal (ID 5)

Hl : p->gq
H2 : q >
H3 : p

q

J

Agora utilizamos novamente a regra (—.) com a hipétese H1, ou seja, aplicamos a tatica apply H1,
e concluimos com assumption ja que p corresponde a hipdtese H3:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p -> q) > ((q@q > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intros H1 H2 H3. apply H2. apply H1.
assumption.
Qed.

Sera que o ChaGPT também consegue fazer provas em Coq? Vejamos:
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ChatGPT (modelo gpt-4)

Pergunta: Construa uma prova para o sequente - (p = q) = ((¢ = r) = (p — r)) no assistente
de provas Cogq.

Resposta: Claro, eu posso ajudar com isso. Coq é uma linguagem de programacao funcio-
nal que também serve como assistente de provas. Aqui esta como vocé provaria o sequente em Coq:

Theorem example : forall (p q r : Prop), (p -> q) -> ((q -> 1) -=> (p -> r)).
Proof.

intros p q r.

intros Hpq Hqr Hp.

apply Hqr.

apply Hpg.

apply Hp.

Qed.

Uau! A prova esta correta! A diferenca para o que fizemos se restringe a forma como as variaveis p, q
e r foram declaradas: nos declaramos como parametro, e ele declarou utilizando quantificacdo universal.
A tética apply Hp corresponde & nossa utilizacdo de assumption. A utilizagdo de ferramentas como
o ChatGPT como um assistente para os estudos pode ser interessante, se utilizadas com senso critico
porque da mesma forma que recebemos respostas corretas também recebemos respostas que ndo fazem o
menor sentido, mas como a ferramenta responde com uma linguagem persuasiva, o seu uso acritico pode
ser bastante prejudicial.

Os exercicios propostos na se¢ao anterior também podem ser feitos em Coq. O arquivo com os enun-
ciados encontra-se disponivel em removid(ﬂ

2.1.3 A Loégica Proposicional Minimal

Agora vamos ampliar o poder de expressividade do fragmento implicacional da LP adicionando novos
construtores gramaticais e novas regras de inferéncia. Assim, a nova gramatica tera, além da implicagao,
a constante (L), a negagdo (), a conjuncgdo (A) e a disjungao (V):

pu=plLl(=0) [ (pA@) [ (pV )] (p— o) (2.2)

A constante | é utilizada para representar a negagao: — é o mesmo que ¢ — L. Ou seja, temos duas
maneiras distintas de escrever a negacdo, e portanto a gramatica acima possui redundancias. De fato,
veremos que existem outras redundéncias na gramatica , mas elas sdo uteis porque simplificam a
escrita das féormulas.

A gramatica define as férmulas da LP, e a partir dela consideraremos 3 sublégicas da LP: a
minimal, a intuicionista e a cldssica. Nesta se¢do estudaremos a légica proposicional minimal (LPM),
que assim como no fragmento implicacional visto anteriormente, possui uma regra de introducéo e uma
regra de eliminagdo para cada um dos conectivos 16gicos. Ou seja, uma regra de introdugdo e uma de
eliminagao para cada um dos construtores recursivos da gramaética .

Apesar da gramética apresentada acima néo incluir a bi-implicagdo, este é um conectivo bastante
utilizado, e pode ser escrito em fungdo dos outros conectivos: ¢ <> 1) é o mesmo que (p — ) A (P = ).

6Removido para n#o identificar a autoria, conforme o item 7.2(c) do edital conjunto DEG/EDU 04/2023.
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