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Capitulo 1

Introducao

Este material foi desenvolvido para dar suporte as disciplinas que tenham légica (proposicional e/ou de
primeira ordem) e uma introdugio ao estudo de algoritmos como parte do seu programa. Neste contexto,
podemos citar diversas disciplinas de graduacao da Universidade de Brasilia que podem utilizar este ma-
terial integralmente ou em parte como, por exemplo, Fundamentos Teéricos da Computagao, Légica
Computacional e Projeto e Andlise de Algoritmos do Departamento de Ciéncia da Computagao, Légica
Matematica do Departamento de Matematica e Logica do Departamento de Filosofia. Normalmente, o
publico que cursa estas disciplinas pertence aos cursos de Computagdo, Matematica e Engenharias em
geral, mas acreditamos que este material seja 1til para todos que tenham interesse nos temas de logica
e algoritmos.

A primeira parte deste material apresenta os conceitos bésicos de légica partindo da 16gica proposici-
onal e chegando na logica de primeira ordem. A légica de primeira ordem pode ser vista como a "légica
padrao"utilizada, ainda que informalmente, em Matematica e Computagao. Este estudo inicial de légica
serd util para a segunda parte que utiliza os conceitos estudados na resolucdo de problemas computa-
cionais. Tanto o estudo de logica quanto o de algoritmos da especial atengdo a construgao de provas
(matemdticas). Neste contexto, as provas sao inicialmente feitas em papel e ldpis (provas informais), e
posteriormente em computador (provas formais). A construcao de provas é um tema que costuma ser
espinhoso, de forma que aqui tentaremos facilitar o processo de familiarizacdo com este tema partindo
de provas simples, para em seguida explorarmos situagoes mais complexas.

Linguagens naturais, como o Portugués por exemplo, sdo ambiguas por natureza, e para evitarmos
possiveis dividas na leitura de férmulas ou propriedades utilizaremos linguagens mais restritas. Ini-
ciaremos com a linguagem da l6gica proposicional (LP), que nos permitird resolver diversos problemas
interessantes. Estes problemas serao estudados também no contexto computacional. Com isto, queremos
dizer que resolveremos problemas manualmente, isto é, em papel e 1lapis, e também no computador.

Apesar da LP possuir limitacoes de expressividade, ela serd util para que possamos entender a di-
namica da construcdo de provas, mas a logica efetivamente usada no dia a dia do matemaético ou do
cientista da computagao é a Logica de Primeira Ordem (LPO), que nos permitird expressar propriedades
de algoritmos de forma mais natural. Durante esta caminhada, estudaremos um assunto fundamental
que estd presente em diversos contextos: indu¢do. Intuitivamente, o conceito de inducdo é bastante
simples, mas a sua aplicagdo em situagoes especificas costuma gerar muita duvida.

A construgdo de provas mecénicas, ou seja, provas feitas em computador, é uma atividade que tem
despertado interesse crescente nas tltimas décadas em fun¢ao da forma como a computacdo tem se infil-
trado no nosso dia a dia. Mas aqui precisamos de uma pequena pausa para explicarmos o que queremos
dizer com provas feitas por computador. Esta explicacao se faz necessaria porque existem pelo menos
duas abordagens distintas no que se refere a este assunto: os provadores automéaticos de teoremas por
um lado, e os assistentes de prova por outro.

Um provador automatico de teoremas é um programa munido de uma heuristica que recebe um



teorema como argumento e tenta, de forma automaética, encontrar uma prova para o teorema dado
[29, 18, 2I]. Um assistente de provas por outro lado, consiste em um programa que requer a orienta-
¢do/interacdo do usudrio para poder construir uma prova. Ou seja, o usudrio vai guiando o sistema na
construgdo de prova, enquanto o sistema verifica se cada passo dado/sugerido pelo usuério estd correto.
Sao exemplos de assistentes de prova o PVS[25], o Isabelle/HOL[23], o Lean[9] e o Coq[31]. Neste ma-
terial trabalharemos com o assistente de provas Coq, que é um sistema de cddigo aberto e que pode ser
instalado em sistemas Linux, MacOs e Windows, ou até mesmo ser executado via browser[I].

Existem materiais muito interessantes que servem como tutoriais do Coq, como por exemplo, [28],
ou [B]. Este material ndo é um tutorial do Coq, mas a sua utilizagdo enriquecerd bastante nosso estudo.
Nosso foco é o estudo da logica proposicional e de primeira ordem, assim como a sua utilizacdo/aplica-
¢ao no estudo de algoritmos. Para isto utilizaremos o Coq como ferramenta de apoio mostrando como
um assistente de provas pode ser ttil nesta caminhada. Aqui é importante observar também que um
assistente de provas é basicamente uma linguagem de programacdo juntamente com uma linguagem de
especificacao, ou seja, além da linguagem de programacdo existem uma camada légica adicional, cha-
mada de linguagem de especificacdo, que nos permite expressar os lemas e teoremas, por exemplo. A
camada légica do Coq é baseada em um formalismo conhecido como cdlculo de construgoes indutivas [26]
que é muito mais expressivo do que a logica de primeira ordem que estudaremos aqui. Neste sentido,
utilizaremos apenas uma pequena parte do poder de computacional do Coq.

N&ao assumimos nenhum conhecimento prévio de Coq, e sua utilizagdo é opcional. Ou seja, é perfeita-
mente possivel utilizar apenas a parte tedrica deste material. A ideia aqui é que vocé possa reproduzir os
temas abordados em Coq a partir do zero: simplesmente abra o Coq com a interface de sua preferéncia,
e siga as orientagoes das atividades propostas. Nem tudo que serd abordado aqui terd uma versao cor-
respondente em Coq, ja que alguns temas serdo puramente teéricos e foram pensados para serem feitos
apenas em papel e lapis. E mesmo a etapa de construcao de provas em um assistente de provas deve ser
precedida de um esboco em papel e lapis. As atividades a serem realizadas no assistente de provas tém
um arquivo correspondente de apoio cujo link é fornecido junto com o texto da atividade.

No contexto de algoritmos e desenvolvimento de software é comum a utilizagdo de testes como mé-
todo de validacdo. Ou seja, o programa (ou software) é executado com diversas entradas distintas, e se
nenhum problema é encontrado, o programa é considerado bom o suficiente para ser utilizado. De fato,
a primeira coisa que fazemos apo6s implementar um algoritmo é testd-lo para diversas entradas, e caso
alguma resposta seja incorreta, uma revisao da implementacao é feita para corrigir o erro, e entao novos
testes sao realizados. Este processo é repetido até que o programador sinta confianga na implementagao,
mas depois de todos estes testes é possivel dizer que o programa é correto? Certamente nao! Pensando
no caso particular da implementagdo de um algoritmo de ordenagdo listas de naturais ou inteiros (ou
qualquer estrutura munida de uma ordem total), sabemos que existe uma infinidade de listas de inteiros
que podem ser utilizadas nos testes, e portanto nao é possivel testar todas elas. Em se tratando de
programas utilizados em sistemas criticos (aviagdo, medicina, sistemas bancarios, etc), por menores que
sejam as chances de erros, falhas ndo sdo toleradas. O que fazer entdo para garantir a correcdo de um
programa? Uma abordagem possivel consiste em utilizar a 16gica para provar a corre¢io do programal
Uma prova de uma propriedade de um programa fornece a garantia de que o programa satisfaz a pro-
priedade provada sempre! Esta é a abordagem que utilizaremos aqui, e que tem se mostrado cada vez
mais importante para o desenvolvimento da Matematica[l3] 1T} 2, 3] e Computacao[19], 27, 24]. Para
concluir esta se¢cdo e comegarmos a colocar a mao na massa, listamos trés exemplos famosos de erros em
sistemas computacionais:

1. Therac-25: Uma méaquina de radioterapia controlada por computador causou a morte de pelo
menos 6 pacientes entre 1985 e 1987 por overdose de radiagao.

2. Pentium FDIV: Um erro na construcao da unidade de ponto flutuante do processador Pentium
da Intel causou um prejuizo de aproximadamente 500 milhoes de ddlares para a empresa que se
viu forcada a substituir os processadores que ja estavam no mercado em 1994.



3. Ariane 5: Um foguete que custou aproximadamente 7 bilhoes de ddlares para ser construido ex-
plodiu no seu primeiro voo em 1996 devido ao reuso sem verificagdo apropriada de partes do codigo
do seu predecessor.

Ja deixamos claro que vamos provar muita coisa aqui. Mas o que é uma prova? Uma resposta
possivel "é um argumento feito para convencer alguém'[30]. O problema deste argumento é que pessoas
diferentes podem ter compreensoes distintas sobre o argumento, de forma que o argumento pode ser uma
prova para uma pessoa, mas ndo para a outra... estranho, ndo? Uma definicdo geral e abstrata para
a nog¢ao de prova nao é uma tarefa facil, mas forneceremos uma definicdo precisa em um contexto mais
restrito, a saber, o da l6gica simbélica[16], [32].



Capitulo 2
Logica

O que é logica? Esta é uma pergunta dificil de responder de forma direta e precisa, mas em um contexto
bem amplo, podemos dizer que é um ramo da filosofia que estuda os principios e métodos de inferéncia
e demonstracdo, que nos permitem determinar as condigoes em que determinados fatos podem, ou nao,
serem concluidos a partir de outros [22]. Ao longo deste material trabalharemos para deixar esta ideia
mais clara! Além disso, a légica tem aplicacbes em muitas disciplinas além da filosofia, como matema-
tica, ciéncia da computacao, linguistica e até mesmo em algumas ciéncias sociais, onde ela é usada para
ajudar a estruturar e analisar argumentos e inferéncias. Na préxima secdo, iniciaremos nossos estudo
com a légica proposicional, que nos fornecerd um ambiente relativamente simples, mas rigoroso, para as
construgoes de nossas primeiras inferéncias.

2.1 A Loégica Proposicional

A légica proposicional (LP) é baseada na nogdo proposicdo, que é uma sentenca que pode ser qualifi-
cada como verdadeira ou falsa, mas nunca ambos. Por exemplo, sdo proposigoes:

e 242 =4,

e 143 < 0.

e 2 é um ntmero primo.

e Joao tem 20 anos e Maria tem 22 anos.

Mas nem toda sentenca é uma proposicdo. De fato, a sentenca "Feche a porta!", ou ainda a per-
gunta "Qual é o seu nome?"nao podem ser qualificadas como verdadeira ou falsa, e portanto néo sao
proposicoes. Estudaremos diversas légicas distintas, e todas elas utilizam férmulas como elementos fun-
damentais. As férmulas sdo expressdes ou strings (sequéncia de simbolos) utilizados para representar
uma proposicao. Por exemplo, utilizaremos letras latinas mintsculas para representar proposicoes que
nao podem ser subdivididas em proposi¢oes menores como "2+42=4", mas nao "Joao tem 20 anos e Maria
tem 22 anos'. Chamamos estas letras latinas mindsculas de varidveis proposicionais. Assim, a varidvel
proposicional é o elemento basico utilizado na construcao das férmulas.

Faremos um estudo incremental partindo de logicas mais simples e pouco expressivas, e aos poucos
vamos incrementando o poder de expressividade destas logicas tendo o contexto computacional como
referéncia. Trabalharemos com a légica simbodlica de forma que o significado de uma varidvel proposi-
cional (ou a informacao que ela codifica) serd irrelevante daqui para frente. Outro aspecto importante



é que o foco do nosso estudo é a construcao de provas. Para isto utilizaremos um sistema dedutivo co-
nhecido como dedugio natural. Este sistema foi criado pelo 16gico alemao Gerhard Gentzen (1909-1945),
e consiste em um sistema légico composto por um conjunto de regras de inferéncia que tenta capturar
o raciocinio matematico da forma mais natural possivel. Iniciaremos a construcao de provas em uma
16gica denominada o fragmento implicacional da légica proposicional.

2.1.1 O fragmento implicacional da légica proposicional

As féormulas do fragmento implicacional da l6gica proposicional sao formadas pelas variaveis proposicio-
nais apresentadas anteriormente e pelo conectivo bindrio chamado implicagio. Podemos representar as
férmulas deste fragmento pela seguinte gramética:

pu=pllp—¢) (2.1)

onde p denota um elemento de um conjunto enumeravel de variaveis proposicionais, i.e. podemos utilizar
qualquer nimero finito de varidveis proposicionais para construir uma férmula. O construtor ¢ — ¢ diz
que uma féormula implicacional é construida a partir de duas férmulas ja construidas anteriormente. Por
exemplo, se p e ¢ denotam varidveis proposicionais entao podemos concluir que p — ¢ é uma férmula,
e neste caso, chamamos p de antecedente, e ¢ de sucedente da implicacao. Utilizando esta nova for-
mula, podemos construir uma nova implicagdo a partir dela, e por exemplo, p, obtendo (p — ¢) — p
oup — (p — q), e assim por diante. Como indicado pela gramética , utilizaremos letras gregas
mintsculas para representar férmulas do fragmento implicacional da légica proposicional.

Nosso objetivo agora é raciocinar sobre as estas férmulas. Mais especificamente, queremos obter (ou
derivar) novas informagoes a partir de informagoes conhecidas. Tudo isto em um contexto abstrato onde
os simbolos proposicionais utilizados podem representar qualquer informagdo que corresponda a uma
proposicdo. Utilizaremos a notacao de sequentes para separar as informacoes (férmulas) dadas da nova
informagdo (férmula) que queremos concluir. Chamaremos as féormulas dadas de premissas, e a férmula
a ser derivada de conclusdo, assim um sequente é formado por duas partes: um conjunto finito de for-
mulas (que s@o as premissas), digamos T', e uma férmula que é a conclusdo, digamos ¢, que escrevemos
como I' b ¢. Assim, se 1,2, ..., @, s@0 as premissas de um sequente, e se 1) é a sua conclusdo, entao
escrevemos 1, s, ..., 9, F 1 para representar o sequente que tem 1 como conclusdo, e o conjunto
{©1,92,...,pn} de premissas. O conjunto {®1,¥s,...,¢n}, isto é, a primeira componente do sequente
©1,92, .-, 9n F 1 também pode ser chamado de contexto ao longo do texto, e normalmente serd escrito
sem as chaves que usualmente sdo usadas para representar conjuntos. Este é um abuso de linguagem
usado para deixar a notagdo mais leve. Assim, se I' denota um conjunto finito de férmulas, ao invés de
T U {p} F 1, escreveremos simplesmente I', ¢ - 9, onde T', ¢ deve entdo ser lido como a unido I' com o
conjunto unitario {¢}.

O conceito de prova agora serd definido de forma mais precisa. Concretamente, uma prova (ou uma
derivagdo) de um sequente da forma I' F ¢ é uma sequéncia de passos dedutivos, e um passo dedutivo
consiste na aplicacdo de uma regra de inferéncia que possui a seguinte forma:

Fl "’}/1 F2|_’\/2...I‘k|_’yk
'y

onde k > 0. Quando k=0 e ¢ € I" a regra corresponde a um azxioma:



m (AX), se't/}EF

Uma prova (i.e. uma sequéncia de passos dedutivos) pode ser representada por meio de uma estru-
tura de drvore, onde os nds sdo anotados com sequentes. A raiz da arvore é anotada com o sequente
que queremos provar, digamos, I' I 1, e as s@o axiomas. Quais sdo as regras de inferéncia que podem
ser utilizadas no fragmento implicacional da légica proposicional? Além do axioma apresentado acima,
temos duas regras para a implicacdo. Antes de apresenta-las devemos lembrar que o sistema dedutivo que
utilizaremos se chama deducdo natural, e as regras deste sistema sao divididas em dois tipos: introducdo
e eliminacdo. A regra de eliminacao da implicagdo é conhecida pelo nome modus ponens e tem a seguinte
estrutura:

TFp—y Thro
TFy

(=e)

ou seja, para construirmos uma prova de um sequente com a forma I' F ¢ utilizando esta regra, precisa-
mos construir duas outras provas: uma do sequente I' - ¢ — 9, e outra do sequente I' - 7. Ou seja, na
leitura desta regra de baixo para cima (i.e. da conclusdo para as premissas) reduzimos o problema de
provar I' ¢ a dois outros problemas (potencialmente) mais simples. Esta regra também pode ser lida
de cima para baixo (i.e. das premissas para a conclusio), e neste caso precisamos de uma prova de uma
implicacdo, a saber I' F ¢ — 9, e de uma prova do antecedente desta implicagdo, a saber I' - ¢ para
construirmos uma prova da conclusdo da implicacdo, ou seja, uma prova de I' F 9.

A regra de introdugao é bastante intuitiva e, em certo sentido, nos fornece uma definicdo da implica-
cao:

o9

Troog

ou seja, na leitura de baixo para cima, para construirmos a prova de uma implicagao precisamos construir
uma prova do sucedente assumindo que temos uma prova do antecedente. Na leitura de cima para baixo,
precisamos transformar uma prova do antecedente em uma prova do sucedente.

O interesse computacional do fragmento implicacional estd diretamente relacionado ao algoritmo de
inferéncia de tipos em linguagens funcionais[15]. O fundamento tedrico destas linguagens é o célculo A[?]
desenvolvido por Alonzo Church em 1936 [6] [7]. Para mais detalhes veja o Capitulo 1 de [4]. Vejamos
um exemplo.



Exemplo 1. Considere o sequente = (p — q) = (¢ — r) = p — r. A primeira observagio a
ser feita aqui € que a implicacdo € associativa a direita, ou seja, p — P — v deve ser lido como
© = (¥ = ), e nio como (p — ) — ~. Portanto, o sequente que queremos provar deve ser
lido como = (p — q) — ((¢ = r) = (p — r)). Utilizando inicialmente a regra (—), temos a
sequinte situagao:

p—=qk(@g—r)—=(p—r)
Fp—=q) = ((g—=1)=(@P—=r))

Agora podemos aplicar novamente a regra (—;):

p—>q,q—rkEp—r

(=)

p—=ab(g=r) > (p—or) )

Fp—=q¢—(@—=r)—{@—r1)

E mais uma vez, jd que a conclusdo do sequente € ainda uma implica¢do:

p—qq—rpkr

p—>q,q—=rkEp—r

p—=qk(g—r)—=(p—r) 2

Fp—=q) = (@—=r)—=(—r)

(=)

z

Agora ndo € mais possivel ulilizar a regra (—;) porque a conclusdo r ndo € uma implicagio,
mas podemos utilizar a hipdtese ¢ — r para obter r, desde que tenhamos uma prova de q para
utilizarmos (—.). Neste ponto, a drvore € bifurcada em dois ramos e precisamos dividir o
contexto de forma adequada em cada um dos ramos.

(Ax)

p—q,q—1,pkq p—>qq—>rpkqg—r (o)
p—q,q—mpkr i
(=)

p—>q,q—rkEp—r

(=)

p=qk(g=r) = @—r) )

Fp—=q¢—(@—=r)—{@—r)

Observe que o ramo da direita consiste em um azxioma jd que a formula q — r pertence ao
conjunto de hipéteses. No ramo da esquerda podemos obter q por meio da regra (—.) com as
hipdteses p — q e p. A prova completa € dada a sequir:

(Ax) (Ax)
p—>qq—>r,pkp p—qq—1,pEp—q
(—e) (Ax)

pP—q,q—1,pkgq p—q,q—r,pFqg—r ( )
—e
(=)
(=)
(=)

p—>qq—m,pkr

p—=>q,q—>rEp—r

p—=qk(g—=r)=(p—r)

Fp—=q¢—=(@—=>r)—{p@—r)



Este primeiro exemplo possui uma caracteristica importante: a escolha da regra a ser aplicada em
cada passo é tnica, e portanto ndo temos outra opg¢ao para a construgdo sesta prova! Se todo sequente
tivesse esta caracteristica, poderfamos construir um programa de computador que fizesse este trabalho
para ndés. Mesmo programas que nao foram desenvolvidos especificamente para a construgdo destas
provas podem resolver facilmente estas situagoes particulares. Por exemplo, solicitei ao ChatGPTE a
construgao de uma prova para o sequente acima e obtive a seguinte resposta:

ChatGPT (modelo gpt-4)

p—r (—1,3-5)
(g—r)=(p—r) (—1,2-06)
p—=q) = (@)= @—2r) (=1,1-7)

1. p—q (suposicao)
2. g—r (suposigio)
3. p (suposicdo)

4. ¢ (= E,1,3)

5. 1 (= E,2,4)

6.

7.

8.

Observe que, como nossa prova, a resposta do ChatGPT possui 3 aplicagdes da regra (—;) e 2 de
(—¢), 0 que j4 d4 uma boa indicacdo de que as duas provas sdo iguais. De fato, as linhas 1, 2 e 3
sdo suposigoes, isto é, férmulas que sdo assumidas, e considerando as folhas da nossa drvore, estas 3
férmulas fazem parte do contexto. A linha 4 constréi uma prova da féormula ¢ a partir de uma aplicagao
da regra (—.) utilizando as linhas 1 e 3, ou seja, utilizando as férmulas p e (p — ¢). Isto corresponde &
aplicagdao de (—.) mais & esquerda na nossa drvore. Na linha 5, uma prova de r é feita utilizando (—)
a partir das linhas 2 e 4, ou seja, utilizando as férmulas ¢ e ¢ — r. Isto corresponde & aplicagao de (—)
mais & direita na nossa arvore. A linha 6 constréi uma prova da férmula p — r com uma aplicagdo da
regra (—;) a partir da subprova que vai da linha 3 até a linha 5. Esta subprova assume p (linha 3),
e conclui r (linha 5), e isto corresponde & primeira aplicagdo de (—;) (de cima para baixo) na nossa
arvore. Na linha 7, uma prova de ((¢ — r) — (p — r)) é feita com uma aplicagdo da regra (—;) a
partir da subprova que vai da linha 2 até a linha 6. Esta subprova assume (¢ — r) (linha 2), e conclui
(p — r) (linha 6), e isto corresponde a segunda aplicacdo de (—;) na nossa drvore. Por fim, a linha 8
corresponde a terceira aplicagdo de (—;) na nossa drvore, e portanto a prova dada pelo ChatGPT é a
mesma prova apresentada no exemplo escrita de outra forma. Serd que o ChatGPT ou uma inteligéncia
artificial andloga é capaz de, neste momento, resolver todas as questdes que serdo propostas neste curso?
Responderemos esta questdao ao longo deste material, mas note que uma resposta afirmativa pode ser
vista como uma possibilidade de substitui¢ido (parcial ou total) por maquinas, ainda que nao de forma
imediata, dos profissionais responsaveis por estas tarefas. Vejamos um outro exemplo.

1Foi utilizado o modelo GPT-4 em 04,/06,/2023.



Exemplo 2. Considere o sequente F (p — q) — (p = p — q). Como no exemplo anterior,
iniciaremos com uma aplicacio da regra (—):
p—=qkp—=p—q
Fp—=qg—=P—=p—9

Podemos aplicar mais uma vez a regra (—;):

(Ax)
p—>qpkEp—gq
p—qFEp—=p—q
Fp—q) = @—p—q

E a prova estd completa porque (p — q) € uma das férmulas do contexto. No entanto, poderiamos
ter continuado com outra aplicagio de (—):

i

p—>q¢pkq )

p%qme%q(%O
p—qbp—=p—yq

Fp—=q9—>p@P—=>p—q

—h)

Como o contexto é um conjunto de formulas, a nova introdu¢io de p ndo adiciona nenhuma
férmula no contexto porque os conjuntos {p — ¢,p} e {p — q,p,p} sdo idénticos. E agora,
podemos concluir esta prova com uma aplicagio de (—¢):

— (A¥) (Ax)
p—q,pkp p%qme%q(%)
P q.pFq (:)
p—=qpkp—yg )
p—aqFp—p—g '
(=)

Fp—=q9—>p@—=>p—q

No exemplo anterior, construimos duas provas para o mesmo sequente, ainda que bastante similares.
Sera que o ChatGPT consegue construir alguma destas provas? Vejamos:

ChatGPT (modelo gpt-4)

p — ¢ (suposigao)

p (suposicdo)

q (— E,1,2)

p—q (—1,2-3)

p—p—>q (—1,2-4)
p—a)—=@—>p—q (—=1,1-5)

° N e

Sim! Ele construiu uma derivagdo correspondente a nossa segunda prova. Vejamos mais um exemplo
antes de finalizarmos esta secao.



Exemplo 3. Sejam ¢ e ¥ férmulas quaisquer da LP. Considere o sequente ¢ F @ — 1.
Queremos provar que a partir de uma prova de 1 podemos provar qualquer implicacdo que tenha
1 como conclusao:

(Ax)

oY ()

Yo =9

O sequente do exemplo anterior nos diz que podemos construir a prova de uma implicagdo a partir
de uma prova do consequente desta implicacdo. Esta prova é utilizada com muita frequéncia em outras
provas, e por esta razdo promovemos este sequente ao status de regra derivada:

Podemos agora refazer a prova do exemplo anterior utilizando esta regra derivada:

(Ax)

—qkFp—
pqpr_h_)w

p—qFEp—=p—q
Fp—q) = {@—=p—2q)

Observe que esta prova corresponde & primeira prova do exemplo anterior: de fato, basta substituir a
aplicacdo da regra derivada (—;) () pela prova correspondente. Agora vejamos se o ChatGPT consegue
fazer o mesmo:

ChatGPT (modelo gpt-4)

Pergunta: Prove o sequente ¢ - ¢ — 1.

Resposta: Para provar o sequente ¥ - ¢ — 1, podemos usar as regras de inferéncia do
fragmento implicacional da légica proposicional. Aqui estd a prova, em um formato de derivagao:

¢ (suposicdo)

¢ (suposigao)

¥ (repetigdo, 1)
=Y (—1,2-3)

= 80 =

Nesta prova, utilizamos a regra de introducdo da implicagdo (—I) para fazer a suposicao ¢ (linha
2), e repetimos a suposi¢do original ¢ (linha 3). Finalmente, usamos a regra de introdugéo da
implicacdo (—1) para inferir a proposicao ¢ — 1 (linha 4).

Ok, a prova construida é andloga a que fizemos anteriormente, exceto pela linha 3 que repete a fér-
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mula assumida na linha 1. Esta diferenca ocorre porque o ChatGPT nao estd escrevendo as provas com
a mesma notagao de sequentes, mas a relagdo entre elas é mais ou menos direta. Retomando a conversa
com o ChatGPT:

ChatGPT (modelo gpt-4)

Pergunta: A prova anterior nos diz que podemos provar uma implicacdo qualquer desde que
tenhamos uma prova do seu consequente, correto?

Resposta: Sim, a prova anterior ilustra que, dado um consequente 1, podemos sempre
provar a implicagdo ¢ — 1 para qualquer antecedente ¢, no fragmento implicacional da légica
proposicional. Isso ocorre porque a regra de introdugdo da implicagdo (—1I) nos permite assumir
qualquer proposicdo como uma suposi¢do temporaria. Portanto, mesmo que nao tenhamos
nenhuma informacao sobre ¢ (o antecedente), ainda podemos provar a implicagdo ¢ — 1) se ja
temos uma prova de .

Pergunta: Otimo, entdo vocé pode construir uma nova prova do sequente - (p — ¢) — (p —
p — q) utilizando a ideia dada na resposta anterior?

Resposta: Sim, podemos construir uma prova do sequente - (p — ¢) — (p — p — ¢) usando
a ideia que discutimos anteriormente. Essencialmente, podemos provar uma implicacdo de
qualquer antecedente, desde que tenhamos uma prova de seu consequente. Aqui esta a prova, em
um formato de derivagao:

p — q (suposicao)

p (suposicao)

p—q (repeticao, 1)

p—=p—q (—1,2-3)
p—a)—@=p—2q (=I1,1-4)

S 9PN

Nesta prova, usamos a regra de introdugdo da implicacdo (—1I) para fazer as suposi¢oes p — ¢
(linha 1) e p (linha 2), e repetimos a suposicao original p — ¢ (linha 3). Depois, usamos a
regra de introducdo da implicacdo (—I) para inferir a proposigdo p — p — ¢ (linha 4). Final-
mente, usamos novamente a regra de introducdo da implicacdo (—I) para inferir a proposicao
(p = q) = (p— p—q) (linha 5).

Opa! Aqui o ChatGPT se confundiu e ndo utilizou o raciocinio anterior de forma direta, ainda que
a prova apresentada esteja correta. Parece que ele ndo consegue abstrair a ideia de que uma implicagao
pode ser provada diretamente a partir do seu consequente. Ou seja, ele ndo conseguiu reproduzir a prova
que fizemos acima utilizando a regra (—;) . Vamos dar mais uma ajuda?
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ChatGPT (modelo gpt-4)

Pergunta: Que tal chamar de (— i2) a nova regra que nos permite provar uma implicagao a
partir de uma prova do seu consequente? Com esta informagao, pode tentar novamente construir
a prova utilizando a nova regra (— 2)?

Resposta: Entendi sua sugestdo. A nova regra (— i2) permite a introdu¢io de uma implicagao
a partir de uma prova do consequente. Dessa forma, podemos construir uma prova mais direta
do sequente - (p = q) = (p — p — ¢). Aqui estd a prova, em um formato de derivacio:

1. p—q (suposicao)
2. p=op—q (—1i2,1)
3. p—a)>p—op—q (—1,1-2)

Nesta prova, usamos a regra de introdugdo da implicacdo (—I) para fazer a suposicio p — ¢
(linha 1). Depois, usamos a nova regra (—i2) para inferir a proposicio p — p — ¢ (linha
2). Finalmente, usamos novamente a regra de introdugdo da implicagdo (—I) para inferir a
proposicao (p — q) — (p = p — ¢q) (linha 3).

Excelente! Com este empurrdaozinho o ChatGPT conseguiu utilizar a regra derivada. Os testes acima
nos mostram que, apesar de ser uma ferramenta com potencial para o ensino, ainda deve ser utilizada
com muita cautela. Devemos ter em mente que esta ferramenta responde a qualquer pergunta, e por-
tanto algumas (ou muitas) delas podem conter erros. Durante este curso, utilizaremos o ChatGPT para
enfatizar a importancia da criatividade humana no processo de construgdo de uma prova, especialmente
de uma prova nao trivial. Mesmo em exemplos simples como os anteriores, o ChatGPT nao conseguiu
abstrair a ideia da nova regra e utiliza-la diretamente em uma prova sem ajuda, mas inicialmente ele
disse que tinha utilizado a nova ideia. Agora é a sua vez! Deixando o ChatGPT de lado, e utilizando as
regras (Ax), (=) e (—¢), resolva os exercicios a seguir:

Exercicio 1. Prove o sequente - (p = p —q) = p — q.

Exercicio 2. Prove o sequente - (q —r —t) = (p —>q) > p—1r —t.

Exercicio 3. Prove o sequente - (p - q—71)— (p—q) > p—r.

Exercicio 4. Prove o sequente - (p —q—1) = (g —=p—1).

Exercicio 5. Prove o sequente = (p = 1) > p—q—r.

Exercicio 6. Prove o sequentet- (p—q) = (p—r)—>(g—r —1t) > p—t.
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Na préxima secdo veremos como resolver os sequentes do fragmento implicacional da légica pro-
posicional utilizando um programa de computador feito especificamente para a construcao de provas!
Utilizaremos o assistente de provas Coq (https://coq.inria.fr/) que é uma ferramenta de cédigo
aberto e que pode ser facilmente instalada em qualquer sistema operacional. A préxima se¢do é opcio-
nal, mas pode ajudar bastante no estudo da légica.

2.1.2 O fragmento implicacional no Coq

O assistente de provas Coq (https://coq.inria.fr) é um sistema que implementa, entre outras coisas,
as légicas que estudaremos por aqui. Um assistente de provas, como o nome sugere, ¢ uma ferramenta
que, sob nossa orientacdo, nos permitird mecanizar uma prova. Ou seja, nos permitird passar uma
prova manuscrita para o computador. Mas qual é a vantagem de refazer uma prova no computador?
A grande vantagem € ter a garantia de que a prova estd efetivamente correta. Provas manuscritas sao
mais susceptiveis a erros. No entanto, como comentado na Introdugao, um assistente de provas nao é
adequado para encontrar uma nova prova. Ou seja, nao deve ser utilizado de forma nao planejada para
eventualmente conseguir completar uma prova. A utilizagdo eficiente consiste em primeiro ter uma prova
manuscrita (ou pelo menos na cabega) para, em seguida, reconstrui-la no assistente de prova. Provas fei-
tas em assistentes de prova sdo bastante confidveis, e amplamente aceitas na comunidade cientifica. Um
caso interessante que levou o matematico americano Thomas Hales ao mundo dos assistentes de prova.
Em 1998, Hales submeteu um artigo para publicacdo com aproximadamente 250 paginas contendo uma
prova da Conjectura de Kepler. Esta conjectura foi formulada em 1611 pelo matematico Johannes Ke-
pler e permaneceu sem solugdo até entdo, ou seja, por quase 400 anos! Uma comissido de especialistas
foi montada para analisar o artigo e concluiu, apds quase 2 anos depois, que tinha 99% de certeza de
que a prova apresentada estava correta. Conta-se, que o entdo diretor do periédico onde se pleiteava a
publicacao, disse a Hales que se ele fornecesse algum ponto adicional de que a prova estava correta, o
artigo seria publicado. Mas o que pode fornecer uma evidéncia maior da prova de um teorema do que o
proéprio artigo? Sim, uma prova formal! Em 2003, Halles comegou a trabalhar no projeto Flyspeck que
tinha como objetivo formalizar sua prova utilizando os assistentes de prova Isabelle[23] e HOL/ Lightﬂ
mas o artigo acabou sendo publicado em 2005[14]. O projeto tinha uma previsdo inicial de durar 20
anos, mas em 2014, isto é 11 anos depois, o grupo do projeto Flyspeck anunciou que tinha completado
a formalizacdo da prova da Conjectura de Kepler[I3].

Voltando ao Coq, é importante observarmos que ele é uma ferramenta de pesquisa, e nao foi desenvol-
vida exclusivamente para o ensino. Grandes projetos foram e sdo desenvolvidos nele como a formalizagao
do Teorema das 4 cores|I1], do Teorema de Feit-Thompson (?7) e a verificagdo de um compilador C[19].
Ainda, assim, veremos que ela nos sera bastante util. O Coq pode ser utilizado via uma interface web sem
a necessidade de instalagécﬂ no entanto a instalacdo local costuma ser bastante simples (independente
do sistema operacional). Assumiremos que vocé tem o Cocﬂ instalado em sua maquina ou que tem acesso
a internet para utilizar a interface web.

Utilizaremos algumas notagoes para facilitar a identificacdo de diferentes contextos, principalmente
no que se refere ao assistente de provas Coq[31]. Os cédigos do Coq sdo escritos em verbatim, e uma
sessao tipica do Coq possui trés janelas:

%https://www.cl.cam.ac.uk/~jrh13/hol-light/
3Veja https://coq.vercel.app/

4Utilizamos a versdo 8.16 durante a elaboracio deste material.
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A janela da esquerda é a janela de especificacdo, ou seja, onde escrevemos as defini¢cbes, os lemas e as
provas. As especificagOes ser@o escritas em uma caixa azul:

janela de especificacao

A janela do canto superior direito nos mostra o status atual da prova; e a do canto inferior direito
nos mostra mensagens do sistema. O texto correspondente a estas janelas aparecerd em uma caixa verde:

janela de prova ou mensagens do sistema

Existem diversas razoes para a utilizagdo do Coq, mas aqui apresentaremos duas: a primeira é que o
Coq implementa o sistema de dedugao natural e portanto, é o candidato natural para explorar computa-
cionalmente este sistema dedutivo; segundo, que o Coq possui uma comunidade muito grande e sempre
disponivel para ajudar com as dﬁvidaﬂ Apresentaremos as regras do fragmento implicacional da LP e
faremos uma analogia entre o sistema de dedugdo natural que apresentamos aqui e o Coq sempre que
possivel, mas como veremos, esta analogia nao é feita via uma correspondéncia direta entre as regras em
dedugao natural e as regras do Coq que sdo chamadas de tdticas. De fato, as taticas sdo desenvolvidas
para realizarem varios passos de prova, incluindo simplificacées, de s6 uma vez porque isto facilita o
processo de construgdo de provas em sistemas mais complexos.

A regra de introdugao da implicacio (—;) é simulada por meio da tdtica intro. Por exemplo, para
provarmos uma implicagdo, digamos:

phi -> psi

5Existem diversos canais disponiveis para dividas sobre o Coq como, por exemplo, https://coq.discourse.group/ e
https://proofassistants.stackexchange.com/.
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podemos utilizar a tdtica intro que vai mover o antecedente phi da implicagdo para as hipdteses, redu-
zindo assim, o problema de provar phi -> psi ao problema de provar psi assumindo phi:

A regra de eliminagio da implica¢do (—.), isto é, a regra modus ponens corresponde a téatica apply.
Considere uma aplicacdo da regra (—.) como a seguir:

(Ax) (Ax)
o=,k —= =0k p
(—e)

=Y,

A situacao correspondente em Coq é dada a seguir:

H1 : phi -> psi
H2 : phi

psi

Podemos aplicar a tatica apply H1 que vai reduzir a prova de psi a uma prova de phi ja que o conse-
quente da implicacdo phi -> psi coincide com a férmula que queremos provar. Em seguida, concluimos
a prova com a utilizagdo da tatica assumption porque phi é a hipotese H2.

Agora vamos refazer aqui os exemplos da se¢do anterior. Iniciaremos com o F (p = q) = ((¢ = r) —
(p — r)). Precisamos declarar as varidveis p, q e r e, em seguida enunciarmos o lema a ser provado:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p -> q) -> ((q@ > ) > (p -> 1)).
Proof.

A janela de prova correspondente é:

1 goal (ID 1)

p>q > (Q@q->r) >p—>r

Repetindo os passos da prova construida na secdo anterior, devemos aplicar 3 vezes a regra (—;).
Na primeira aplicacdo, a formula p -> q é colocada no contexto. Em outras palavras, introduzimos a
féormula p -> q:
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Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p -> q) > ((q@q > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intro H1.

1 goal (ID 2)

Hl : p->gq

(@ >r) >p—>r

Em seguida, introduzimos a férmula q -> r:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p > q) > ((q@q > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intro H1. intro H2.

1 goal (ID 3)

Hl : p->gq
H2 : g >r
p-—>r

E entéo, introduzimos a férmula p:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p > q) > ((q@ > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intro H1. intro H2. intro H3.

1 goal (ID 4)

Hl : p->gq
H2 : g >
H3 : p

r

J

Alternativamente, podemos compor os 3 passos de introducido de uma tnica vez usando a variante

intros:
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Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p -> q) > ((q@q > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intros H1 H2 H3.

1 goal (ID 4)

Hl : p->gq
H2 : g >
H3 : p

r

J

Agora podemos provar r via a regra (—.) utilizando a hip6tese H2 que tem r como consequente. Isto
corresponde a utilizar a tatica apply H2, que resulta na obrigacdo de provar q:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p > q) > ((@ > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intros H1 H2 H3. apply H2.

1 goal (ID 5)

Hl : p->gq
H2 : q >
H3 : p

q

J

Agora utilizamos novamente a regra (—.) com a hipétese H1, ou seja, aplicamos a tatica apply H1,
e concluimos com assumption ja que p corresponde a hipdtese H3:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p -> q) > ((q@q > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intros H1 H2 H3. apply H2. apply H1.
assumption.
Qed.

Sera que o ChaGPT também consegue fazer provas em Coq? Vejamos:
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ChatGPT (modelo gpt-4)

Pergunta: Construa uma prova para o sequente - (p = q) = ((¢ = r) = (p — r)) no assistente
de provas Cogq.

Resposta: Claro, eu posso ajudar com isso. Coq é uma linguagem de programacao funcio-
nal que também serve como assistente de provas. Aqui esta como vocé provaria o sequente em Coq:

Theorem example : forall (p q r : Prop), (p -> q) -> ((q -> 1) -=> (p -> r)).
Proof.

intros p q r.

intros Hpq Hqr Hp.

apply Hqr.

apply Hpg.

apply Hp.

Qed.

Uau! A prova esta correta! A diferenca para o que fizemos se restringe a forma como as variaveis p, q
e r foram declaradas: nos declaramos como parametro, e ele declarou utilizando quantificacdo universal.
A tética apply Hp corresponde & nossa utilizacdo de assumption. A utilizagdo de ferramentas como
o ChatGPT como um assistente para os estudos pode ser interessante, se utilizadas com senso critico
porque da mesma forma que recebemos respostas corretas também recebemos respostas que ndo fazem o
menor sentido, mas como a ferramenta responde com uma linguagem persuasiva, o seu uso acritico pode
ser bastante prejudicial.

Os exercicios propostos na se¢ao anterior também podem ser feitos em Coq. O arquivo com os enun-
ciados encontra-se disponivel em removid(ﬂ

2.1.3 A Loégica Proposicional Minimal

Agora vamos ampliar o poder de expressividade do fragmento implicacional da LP adicionando novos
construtores gramaticais e novas regras de inferéncia. Assim, a nova gramatica tera, além da implicagao,
a constante (L), a negagdo (), a conjuncgdo (A) e a disjungao (V):

pu=plLl(=0) [ (pA@) [ (pV )] (p— o) (2.2)

A constante | é utilizada para representar a negagao: — é o mesmo que ¢ — L. Ou seja, temos duas
maneiras distintas de escrever a negacdo, e portanto a gramatica acima possui redundancias. De fato,
veremos que existem outras redundéncias na gramatica , mas elas sdo uteis porque simplificam a
escrita das féormulas.

A gramatica define as férmulas da LP, e a partir dela consideraremos 3 sublégicas da LP: a
minimal, a intuicionista e a cldssica. Nesta se¢do estudaremos a légica proposicional minimal (LPM),
que assim como no fragmento implicacional visto anteriormente, possui uma regra de introducéo e uma
regra de eliminagdo para cada um dos conectivos 16gicos. Ou seja, uma regra de introdugdo e uma de
eliminagao para cada um dos construtores recursivos da gramaética .

Apesar da gramética apresentada acima néo incluir a bi-implicagdo, este é um conectivo bastante
utilizado, e pode ser escrito em fungdo dos outros conectivos: ¢ <> 1) é o mesmo que (p — ) A (P = ).

6Removido para n#o identificar a autoria, conforme o item 7.2(c) do edital conjunto DEG/EDU 04/2023.
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As regras da negagdo sao andlogas as regras da implicac¢do, uma vez que uma negacio, digamos (—y)
¢ definida como (¢ — L1).

oL 'k —p 'k

TF—p (=) Tk L ()

Veremos posteriormente que apenas com a negacao e implicagdo podemos expressar todos os outros
conectivos apresentados na gramética (2.2)), que portanto é uma gramdtica redundante. No entanto, esta
redundéncia é interessante porque nos permite expressar formulas complexas de forma compacta.

Exercicio 7. Seja ¢ uma formula da LP. Prove o sequente ¢ = ==y na LPM.

A prova do exercicio anterior ocorre com alta frequéncia como parte de outras provas, e por isto ela
serd promovida ao status de regra derivada, ou seja, regras que podem ser provadas a partir das regras
bésicas:

|

TF——p (om9)

Talvez vocé esteja esperando agora a derivacao da eliminacao da dupla negacao para se juntar a regra
anterior, mas infelizmente isto nao é possivel neste momento porque o poder de expressividade que temos
até agora com as regras (—), (—1i), (mi) e (—¢) néo é suficiente para provarmos a eliminagdo da dupla
negagcao.

Exemplo 4. Ainda ndo temos expressividade suficiente para provar uma regra geral de elimina-
¢do da dupla negagcdo, mas podemos provar a dupla eliminacio de formulas negadas. Ou seja,
provaremos o sequinte sequente: ———p k= —p.

Ay
T,
(=) (Ax)
(=e)
o, L (=)
—\—\—\(p I— _‘QO !

Voltaremos a falar da eliminacao da dupla negacao na segao sobre logica proposicional classica.

Exercicio 8. Sejam ¢ e ¢ férmulas da LP. Prove o sequente o — ¢ b (m—p) — (—=—)) na LPM.

Exercicio 9. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Prove o sequente =—(¢ — ¥) = (=—¢) = (-=%)) na
LPM.
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A regra de introdugio da conjungio, denotada por (A;), nos diz o que precisamos fazer para cons-
truir uma prova de um sequente que possui uma conjuncao na conclusdo, isto é, um sequente da forma
't @1 Aps, onde T' é um conjunto finito de férmulas da LP, e @1 e @9 sdo férmulas da LP. A regra (A;)
é dada pela seguinte regra de inferéncia:

Fl—(pl F'—(pg A
FFQDl/\Qﬁz

@

ou seja, uma prova de I' - ¢1 Apq é construida a partir de uma prova de I' - ¢1 e de uma prova de I' - a.

Existem duas regras de eliminagao para a conjuncao ja que podemos extrair qualquer uma das com-
ponentes de uma conjuncao:

L' @1 Ao I'E @1 Aps

Ae — (A
T () o ()

Estas duas regras podem ser representadas de forma mais concisa da seguinte formas:

'k Y1 N P2
't Pie{1,2}

e

Usaremos o nome (A.) para designar a utilizagdo da regra de eliminac¢do da conjungdo quando nédo
quisermos especificar qual das regras (A.,) ou (A.,) foi utilizada.

Exemplo 5. Com as regras da conjuncgdo ja podemos fazer um exercicio interessante: provar a
comutatividade da conjuncdo, isto €, queremos construir uma prova para o sequente @AY = Y Ay,
onde @ e sdo formulas quaisquer da LP. A construgio da prova é feita inicialmente de baixo
para cima com a aplicagio da regra (A;):

? ?

pAYEY eAYEp
eAYEY A

(M)

Concluimos com a regra de eliminacdo da conjuncdo e o axioma:

— (Ax) — (Ax)
eAYEQEAY (he) PAYEEAYD (o)
gAYy T pAYE g &)

eANYEY A
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Exercicio 10. Prove que a conjungdo é associativa, isto €, prove o sequente (pAY)Ap = pA(YAp)
na LPM, onde p, 1 e p sdo formulas quaisquer da LP.

Exercicio 11. Sejam ¢ e ¢ férmulas quaisquer da LP. Prove os sequentes ——(p A ¢) -
(==¢) A (=) na LPM.

Uma vez que uma bi-implicagdo corresponde a uma conjun¢dao de duas implicagoes, ela pode ser
decomposta com a regra de eliminacao da conjungao:

F}_(pl(—)(pg Fl—glegoQ

Ne — (Ae
F"<P1—>902( ) F"802—><P1( 2)

Vejamos agora as regras para a disjuncio. A regra de introdugéo da disjun¢do nos permite construir
a prova de uma disjungao a partir da prova de qualquer uma das suas componentes:

&(V) &(V)
TV T Vg

Como no caso da regra de eliminacao da conjuncao podemos representar estas duas regras de forma
mais compacta:

I'F pieq1,2) v
o1V

A regra de eliminacdo da disjung¢do nos permite construir a prova de uma formula, digamos -, a partir
de uma disjuncdo. Para isto, precisamos de duas provas distintas de -, cada uma assumindo uma das
componentes da disjuncao separadamente:

'k w1V ooty Tooaby
(Ve)
'k~

Assim, para que tenhamos uma prova de v a partir de I' precisamos de uma prova de v a partir de
¢ e das formulas em I' e de outra prova de 7 a partir de @9 e das féormulas em I'. Observe como os
contextos mudam em cada um dos sequentes que compdem esta regra.

A Tabela resume todas as regras da LPM, isto é, as regras de introdugéo e eliminagao dos conec-
tivos logicos apresentados na gramética [2.2]
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’ \ Regras de introdugao \ Regras de eliminagao

FF(pl FF()OQ FF(pl/\(pg
(N) | 57— (Ae)
1 I'E w1 Ay ' wicf1,2)
I'F pieq1,2) v I'Fo1 Vs Loy Topa by (Vo)
2 T Ves 'y ¢
T,oF o TFo >  TFop
= (= (—e)
3 =9 'y
Mok L 'k —p T'kFoe
4 I Y THL )

Tabela 2.1: Regras da Logica Minimal

Exemplo 6. Vamos mostrar que a disjungdo € comutativa, ou seja, queremos construir uma
prova para o sequente o N =YV . A ideia aqui é utilizarmos a regra (Vo). Para isto podemos
instanciar I' com o conjunto unitdrio contendo a formula ¢ V ¥. Em funcdo da estrutura da
regra (Ve), precisamos construir duas provas distintas de ¥ V @: uma a partir de ¢, e outra a
partir de . Podemos fazer isto com a ajuda da regra (V;):

(Ax) LR YR (va)
eVYEpVy pEYVp YEYVe (Vo)
VY PV ’

Exercicio 12. Sejam ¢, ¢ e p formulas quaisquer da LP. Prove que a disjun¢do € associativa,
isto €, prove o sequente (V) V pE oV (¥ V p) na LPM.
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Exemplo 7. Considere o sequente ¢ — 1,— F —p. Como a férmula do consequente é uma
nega¢do, vamos aplicar a regra de introducdo da negag¢do na construgdo de uma prova de baizo
para cima, isto €, da raiz para as folhas da drvore:

?
Y — '(/)7 _'w7 2 FL
o=,k
Agora, precisamos construir uma prova do absurdo, e portanto podemos tentar utilizar a regra
(me). Para isto precisamos escolher uma formula do contexto para fazer o papel de ¢ da regra 8

da Tabela[21 A principio temos trés opgoes: ¢ — 1, —p e p. A boa escolha neste caso é —)
porque podemos facilmente provar v a partir deste contexto:

(—1)

(Ax) (Ax)
p=YvEo—= ek
(=) (Ax)
=,k Y —p = -
o=, p,ok L
p =P, -

Depois de concluida a prova € facil entender o que queriamos dizer com boa escolha acima: Uma
boa escolha é um caminho que vai nos permitir concluir uma prova. Mas como fazer uma boa
escolha? Isto depende do problema a ser resolvido. Em alguns casos pode ser simples, mas em
outros, bastante complicado. O ponto importante a compreender é que existem caminhos possiveis
distintos na construgdo de provas da logica proposicional, e muito deste processo depende da
nossa criatividade.

O sequente que acabamos de provar ocorre com certa frequéncia em outras provas, assim como a
regra derivada (——;). As regras que sdo obtidas a partir das regras da Tabela sdo chamadas de regras
derivadas. Este é o caso da regra conhecida como modus tollens (MT) obtida a partir do sequente do
exemplo anterior, onde cada antecedente é generalizado como uma premissa da regra:

F'p—y 'y
I'E—p

(MT)

Exemplo 8. Considere o sequente o — ¢ = —p — —p. Inicialmente, devemos observar que a
formula que queremos provar é uma implicagdo, e portanto, o mais natural é tentar aplicar a regra
(=), e em seguida aplicar (MT) (na construgio de baizo para cima) para poder completar a prova:

L A Lt A
u)

o=,k —p
(=)

A prova que acabamos de fazer é outro caso que aparece com frequéncia, e corresponde a uma regra
conhecida como contrapositiva:
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'k 't —1 't - 'y ' —1
— (=) MT) | ——— (= _
| R e ) 'F-p T'Fe—9y 'k—y — -

(CP)

Tabela 2.2: Regras derivadas da Légica Proposicional Minimal

F'Fe—9Y

m—_

Exercicio 13. Sejam ¢ e ¢ féormulas da LP. Prove o sequente p — — F 1) — —p na LPM.

Exercicio 14. Sejam ¢ e @ férmulas da LP. Prove o sequente F ((((¢ = ) = @) = ¢) —
¥) = ¢ na LPM.

Exercicio 15. Sejam ¢ e 9 formulas da LP. Prove o sequente ¢, —p = =) na LPM.

Exemplo 9. Neste exemplo, veremos que é possivel fazer a introdugcdo de uma implicacdo
sem precisar descartar uma hipdtese, se tivermos uma prova do consequente da implicacio que
queremos construir. Ou seja, se temos uma prova de v entdo podemos construir uma prova de
@ — Y, qualquer que seja a férmula ¢. Em outras palavras, queremos construir uma prova para
o sequente Y = p — :

—— (Ax)
Y,y

— (=)
Y@=

Como este raciocinio aparece com frequéncia nas provas, vamos colocé-lo como uma regra derivada:

Tk

TFooy 9

A Tabela [2.2] apresenta as regras derivadas jd provadas.

Exercicio 16. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa wma prova para o sequente p,—p F —y
na LPM.

Exercicio 17. Seja ¢ uma formula da LP. Construa uma prova para o sequente -——p F =@ na
LPM.
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Exercicio 18. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uma prova para sequente
(V) (=) A () na LPM.

Exercicio 19. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Construa wma prova para sequente
(=) A (=) E =(¢ V ¢) na LPM.

Exercicio 20. Sejam ¢, e § formulas da LP. Construa wma prova para sequente
=10V = (dVY) na LPM.

Exercicio 21. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Construa wma prova para sequente
o =Y =(p A1) na LPM.

Exercicio 22. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uma prova para sequente

e A E=(—pV ) na LPM.

Exercicio 23. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uma prova para os Ssequentes

(e V) F (=) A (=) e (—) A (=) F (e V~7) na LPM.

Exercicio 24. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa wma prova para o sequente

(=) V (=) F =(¢ A7) na LPM.

Exercicio 25. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uma prova para o Ssequente

(e Ay) F (==p) A (=) na LPM.

Exercicio 26. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uma prova para o Sequente

(==@) A (==7) F ==(¢ A y) na LPM.

Exercicio 27. Sejam ¢,v e férmulas da LP. Prove o sequente oV (0 Ay) F (V) A (p V)

na LPM.

Exercicio 28. Sejam o, ¢ ey formulas da LP. Prove o sequente (¢ V) A (V) E @V (¥ A7)

na LPM.
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Exercicio 29. Sejam ¢,v e~ férmulas da LP. Prove o sequente o A (V) F (o A) V (p A7)
na LPM.

Exercicio 30. Sejam ,¢ ey formulas da LP. Prove o sequente (o AV)V (e Ay)E @A (V)
na LPM.

Exercicio 31. Seja ¢ uma férmula da LP. Prove o sequente b —=—(¢ V =) na LPM.

Exercicio 32. Seja ¢ uma férmula da LP. Prove o sequente b —(¢ A =) na LPM.

Exercicio 33. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uma prova para o Sequente
(¢ =) A=(eAv)F —p na LPM.

Exercicio 34. Sejam ¢, e~ férmulas da LP. Prove o sequente p <> 1,1 — v, =y F (m@) A (1))
na LPM.

2.1.4 A Légica Proposicional Minimal no Coq

Iniciaremos com alguns sequentes simples que nos mostram como utilizar as regras dadas na Tabela
no Coq. Aqui é importante lembrar que o Coq possui uma série de comandos de prova (tdticas) que
normalmente fazem varias coisas ao mesmo tempo como, por exemplo, simplificagdo e combinagao de
aplicagdo de regras. Assim, ainda que o sistema dedutivo do Coq seja o sistema de dedugdo natural, ndo
temos necessariamente uma correspondéncia direta entre as taticas e as regras da Tabela Iniciare-
mos com a regra de introdugdo da conjuncdo que pode ser simulada da seguinte forma: vamos declarar
duas varidveis phi e psi, e em seguida, criaremos uma se¢do que vai delimitar o escopo da prova. Cha-
maremos esta se¢do de landi, e entao declaramos as hipéteses e o lema propriamente dito dentro da secao:

Variables phi psi: Prop.

Section landi.

Hypothesis H1: phi.
Hypothesis H2: psi.
Lemma landi: phi /\ psi.

End landi.

Esta é uma forma de declarar o sequente phi, psi F phi A psi no Coq. De fato, na janela de prova
temos o sequente como esperado:
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H1 : phi
H2 : psi

phi /\ psi

Portanto uma prova deste sequente é o que vai corresponder a uma aplicagdo da regra (A;). A tatica
split é utilizada para dividir a prova da conjungao nas subprovas das suas componentes (j4 que a cons-
trucdo em Coq é sempre feita de baixo para cima, isto é da raiz para as folhas da &rvore) que por sua
vez sao hipéteses, e a prova de algo que ja faz parte do conjunto de hipdteses pode ser concluida com a
tatica assumption:

Variables phi psi: Prop.

Section landi.
Hypothesis H1: phi.
Hypothesis H2: psi.
Lemma landi: phi /\ psi.
Proof.
split.
- assumption.
- assumption.
Qed.
End landi.

Logo, a regra (A;) estd relacionada com a tdtica split e o axioma com a téatica assumption. Uma
maneira de ver isto de forma mais explicita consiste em comparar a arvore de prova do sequente phi,
psi F phi A psi:

(Ax)

(Ax) assumption
(As)

assumption
split

phi, psi - phi phi, psi - psi phi, psi - phi phi, psi I psi

phi, psi - phi A psi phi, psi - phi A psi

Neste caso, temos uma correspondéncia direta entre uma regra do sistema de dedugao natural e o
Coq, mas veremos que isto nem sempre é possivel.

O caminho natural na construcao das provas em Coq consiste em partir da raiz da arvore de deducao
(que é o sequente que queremos provar), e subir até as folhas (que s@o os axiomas). Esta construgio
de baixo para cima se torna mais dificil na medida em que um ajuste nas hipoteses se faz necessario.
Assim como em papel e lapis, as provas em Coq podem ser construidas tanto de baixo para cima (da
raiz para as folhas) quanto de cima para baixo: a cada instante da construgdo de uma prova podemos
tanto dar um passo de baixo para cima aplicando uma tética que altera o objetivo (raiz da drvore que
estamos construindo) quanto uma tética que altera uma hip6tese que corresponde a um passo de cima
para baixo na constru¢do da prova. Vejamos um exemplo de tatica do Coq que altera uma hipotese.
Para isto, considere o sequente que tem uma conjuncao como hipdtese, e uma das componentes desta
conjung¢ao como conclusao: phi A psi F phi:
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Variables phi psi: Prop.

Section landel.

Hypothesis H: phi /\ psi.
Lemma landel: phi.

Proof.

Neste momento a janela de prova tem a seguinte forma:

1 subgoal (ID 1)

H : phi /\ psi

phi

Podemos usar tatica inversion H para decompor a hipétese H, e obtemos:

1 subgoal (ID 1)

H : phi /\ psi

HO : phi
H1 : psi
phi

J

E a prova pode ser concluida com a tatica assumption. Nao entraremos neste momento nos detalhes
técnicos da tatica inversion, mas a grosso modo, ela gera as condi¢Oes necessarias para a construcao
da hipdtese onde ela estd sendo aplicada. Para mais detalhes recomendamos que o leitor consulte o ma-
nual do usuédrio do Cocﬂ Existem outras taticas que podemos usar no lugar de inversion no exemplo
anterior, como destruct e elim, mas elas ndo serdo abordadas agora. Assim, taticas diferentes podem
ser usadas para construir provas diferentes de um mesmo sequente, assim como ocorre em papel e lapis.

B importante observar que o Coq, ou assistentes de prova em geral, ndo sdo ferramentas para nos
ajudar a fazer uma prova, mas sim para verificar provas. A ideia é utilizar os assistentes de prova para
mecanizarmos uma prova que ja tenha sido feito em papel e lapis, ou uma prova que temos na cabeca
(mesmo que apenas um esbogo). Iniciar uma prova em um assistente de provas sem saber inicialmente
que caminho seguir, tentando a sorte, em geral ndo é uma boa ideia.

“https://coq.inria.fr/distrib/current/refman/
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Exemplo 10. Provaremos que a disjunc¢do é comutativa. Para isto, precisamos declarar duas

varidveis, digamos phi e psi, e a hipdtese H: phi \/ psi:

Variables phi psi: Prop.

Section or_comm.
Hypothesis H: phi \/ psi.
Lemma or_comm: psi \/ phi.
Proof.

End or_comm.

Temos entdo o sequinte sequente para ser provado:

1 subgoal (ID 1)

H : phi \/ psi

psi \/ phi

\.

J

A tdtica destruct H vai dividir a prova em duas subprovas.

provar psi \/ phi a partir de phi:

Na primeira subprova precisamos

H : phi \/ psi
HO : phi

psi \/ phi

Aqui podemos utilizar a tdtica right, que seleciona a componente da direita de uma disjungdo, e
em seguida, concluimos a prova com assumption. Na segunda subprova precisamos provar pst

\/ phi a partir de psi:

H : phi \/ psi
HO : psi

psi \/ phi

A selecao da componente da esquerda de uma disjunciao consiste em uma aplicagdo da tdtica
left, e em sequida a prova pode ser concluida com uma aplicagio da tdtica assumption.

Exercicio 35. Utilize os seus conhecimentos de Coq para provar que a conjun¢do € comutativa

e associativa.

O arquivo Coq com o enunciado dos exercicios desta secao estd disponivel em removid(ﬂ

8Removido para nio identificar a autoria, conforme o item 7.2(c) do edital conjunto DEG/EDU 04/2023.
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Contexto explicito

Contexto implicito

F F gﬁl F F gﬁg (pl (pg
(A:) — (M)
'k 1 Aps p1 A P2
FF(pl/\(pg p1 N\ P2 (/\
' Pic{1,2} Pic{1,2} ‘
TF o 4
Pie{1,2} v, Pie{1,2} (Vi)
'y Ve w1 V2
[p1]® [pa]”
Tk oV T, T, o k- ; :
P LR 2207 (v eV en g T v ww
4 F |— Y Y e 9
[e]”
FokEy J
Bl A e L
5 ' —1y =Y
'Ce—4¢ Ity o=
(—e) — (=)
6 -y P
[el”
Tok L :
—— (1) L (=) u
7 T'F=p —p
k- 't - ©
8 THL (%) T 9
I'H_1 (L) 1 (L)
9 'y  ° o

Tabela 2.3: Regras da Loégica Intuicionista

2.1.5 A Légica Proposicional Intuicionista

Agora vamos estender a légica proposicional minimal com uma nova regra chamada de regra da explosdo
ou regra da eliminacdo do absurdo intuicionista. Esta regra nos permite concluir qualquer férmula a
partir do absurdo:

(Le)

ou seja, agora a constante 1 tem uma seméantica diferente porque agora a partir dela podemos concluir
qualquer formula. A légica obtida adicionando-se a regra da explosao a logica proposicional minimal é
denominada légica proposicional intuicionista. Observe que a logica proposicional minimal possui uma
versao mais fraca de regra de explosdo. De fato, podemos na légica proposicional minimal concluir
qualquer férmula negada a partir do absurdo (777). A légica proposicional intuicionista é conhecida por
corresponder a nocao de 16gica construtiva que é particularmente interessante para a Computagio. De
forma simplificada, a 16gica proposicional intuicionista pode ser vista como a légica que rejeita a lei do
terceiro excluido, ou seja, nesta légica o sequente - ¢ V —p nao tem prova, quando ¢ é uma férmula
arbitraria.

Vejamos um exemplo de prova na légica proposicional intuicionista:
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Exemplo 11. Considere o sequinte sequente = V v & ¢ — 7. Iniciando esta prova de baizo
para cima, isto €, partindo do consequente, podemos aplicar a regra de introducdo da itmplicacao:

u

oVy (o]

~
Y=

Agora precisamos construir uma prova de v tendo as formulas =V 7y e [p]* como contexto. Umna
ideia possivel é usar a regra de eliminacao da disjuncdo porque com o lado esquerdo, isto é, com
- e com [p]* temos o absurdo, e com a regra da explosio podemos concluir v como queriamos.

O lado direito da disjuncdo ja € igual a vy, e assim concluimos a prova:

(=) u

[~]”  [p]*

-V y Y []

Y=

Agora vamos refazer esta prova no Coq.

Exemplo 12. Precisamos declarar duas varidveis, digamos pht e psi, e a hipotese (~phi)\/psi:

Variables phi psi: Prop.

Section or_to_imp.

Hypothesis H: (~phi) \/ psi.
Lemma or_to_imp: phi -> psi.
Proof.

Neste momento estamos com a sequinte janela de prova:

H : ~ phi \/ psi

phi -> psi
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Reproduzindo a prova anterior (de baixo para cima), devemos iniciar com a tatica intro que
corresponde & regra (—;) , para em seguida dividirmos a prova em fungdo da disjungdo na
hipétese H com a tatica destruct H. O primeiro subcaso consiste em construir uma prova de
psi tendo phi e ~phi no contexto. Neste momento podemos utilizar a regra da explosdo por
meio da tética contradiction. O outro ramo é trivial:

Variables phi psi: Prop.

Section or_to_imp.
Hypothesis H: (~phi) \/ psi.
Lemma or_to_imp: phi -> psi.
Proof.
intro H’.
destruct H.
- contradiction.
- assumption.
Qed.
End or_to_imp.

Exercicio 36. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Construa uma prova para o sequente
(7=¢) = (==¢) b ==(p = ) na LPL

Exercicio 37. Seja p uma formula da LP. Construa uma prova para o sequente = ——(=—p — )
na LPI.

Exercicio 38. Sejam ¢ e @ formulas da LP. Construa uma prova para o sequente
F-=(((¢ = 9¥) = ¢) = ¢) na LPL

2.1.6 A Loégica Proposicional Classica

Vamos caminhar na direcdo de mais uma extensao, agora da logica intuicionista para a légica classica.
Iniciamos com a légica proposicional minimal, depois a estendemos para a légica proposicional intuici-
onista, e agora vamos estendé-la com a lei do terceiro excluido, obtendo assim a légica proposicional
classica. Na Tabela apresentamos também as regras com contexto explicito para que tenhamos sem-
pre em mente como os contextos mudam de acordo com a aplicacao das regras.
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Notacao com sequentes

Notagao padrao

't e 'k w2 P1 2 )
1 Tk o1 Aps P1 A P2 '
I'E o1 Aps 01 A P2
2 '+ Pic{1,2} i Pic{1,2} ‘
I'F picq1,2) 9 Piet12y
3 T'Epi Vs p1 Vg
[ea]” [p2]”
PEeiVes oo by P,SD2|‘7(VE) 01V 4 T wu
4 'k~ ~ e) W
]
Iok :
Loy (N
5 F'Fe—=19 =Y
I'tp—49 FHDH) o — 1 99(%)
6 'k © P ©
[e]®
ToF L :
7 Ty Y =5 (o)
P P
k- Fl—go(_‘) - go(ﬁ)
8 k1 ‘ L e
'L (L) 1 (L)
9 Ty ~° o
—— (LEM) (LEM)
10 FoV-p YV

Tabela 2.4: Regras da Légica Cléssica
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Exemplo 13. Neste exemplo, vamos construir uma prova de uma regra conhecida como
prova por contradicio (PBC). A ideia desta regra € megar o que se quer provar, e entdo
gerar uma contradi¢io. O sequente a ser provado é o sequinte (—p) — L F ¢. Veja que
queremos provar g, e para isto estamos assumindo que a negac¢io de ¢ nos leva a uma con-
tradi¢io. Vamos entdo tomar uma instincia da (LEM), e provar ¢ via a eliminagao da disjungio:

(o)=L [l

- (o)
(LEM) (L)
v = u
oV ] © V) v

¥

A regra de prova por contradicao é dada a seguir. Observe como o contexto muda por conta do
descarte de hipoteses:

’ Notagao com sequentes ‘ Notacao padrdo ‘
[—e]”
T,-pk L :
—— (PBC L
T'kFo ( ) D (PBC) u

Agora vamos construir esta prova em Coq, mas precisamos de alguns cuidados porque a légica im-
plementada no Coq é construtiva, e portanto ndo temos taticas que correspondam a uma aplicagio da
lei do terceiro excluido. Neste caso, vamos adicionar a lei do terceiro excluido como um axioma:

Section pbc.
Variable phi: Prop.

Axiom lem: phi \/ ~phi.
Hypothesis H: ~phi -> False.

Lemma pbc: phi.
Proof.

e o contexto de prova correspondente é como a seguir:

phi : Prop
H : ~ phi -> False
phi

Podemos adicionar um axioma ou lema no contexto via a tatica pose proof. Neste caso, usamos
pose proof lem para obtermos o seguinte contexto:

phi : Prop
H : ~ phi -> False
HO : phi \/ ~ phi

phi

\. J

Agora podemos dividir a prova em duas subprovas com a tatica destruct HO. A primeira subprova
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é trivial porque o que queremos provar estd nas hipéteses. Na segunda subprova, temos pelo menos dois
caminhos possiveis para seguir. O primeiro consiste em manipular as hipdteses (raciocinio de cima para
baixo) para gerar o absurdo nas hip6teses por meio da tética apply no seguinte contexto:

phi : Prop

H : ~ phi -> False
HO : ~ phi

phi

Como resultado, temos o absurdo como hipétese e podemos provar qualquer coisa via a regra da
explosdo (tatica contradiction):

phi : Prop

H : ~ phi -> False
HO : False

phi

A prova completa é dada a seguir:

Variable phi: Prop.
Axiom lem: phi \/ ~phi.

Hypothesis H: ~phi -> False.
Lemma pbc: phi.
Proof.

pose proof lem.

destruct HO.

- assumption.

- apply H in HO.

contradiction.
Qed.

O segundo caminho consiste em gerar o absurdo como objetivo a ser provado, ou seja, aplicamos a
regra da explosdo de baixo para cima na prova. Isto pode ser feito com a tatica apply False_ind que
simplesmente troca o objetivo atual (qualquer que seja ele) pelo absurdo. Neste caso, podemos aplicar a
hipétese H (com a tatica apply H) e concluir a prova com assumption.
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Variable phi: Prop.
Axiom lem: phi \/ ~phi.

Hypothesis H: ~phi -> False.
Lemma pbc: phi.
Proof.
pose proof lem.
destruct HO.
- assumption.
- apply False_ind.
apply H.
assumption.
Qed.

Exercicio 39. Acabamos de caracterizar a légica proposicional cldssica como sendo a légica
proposicional intuicionista juntamente com a lei do terceiro excluido (ver Tabela , mas
outras caracterizagoes sao possiveis. Por exemplo, a logica minimal juntamente com a regra de
prova por contradicio (PBC) também nos dd a légica proposicional cldssica. Ou seja, a Tabela
nos dd outra caracterizagdo da logica proposicional cldssica. Para mostrarmos que esta é,
de fato, wma caracterizacao da légica proposicional cldssica precisamos provar tanto a regra da
explosio quanto a lei do terceiro excluido a partir das regras da Tabela[2-5 Sendo assim, prove
0s sequentes a sequir utilizando as regras da Tabela[2.5:

1. L+ ¢ (regra da explosio)
2. oV - (lei do terceiro excluido)

3. Refaca estas duas provas no Coq.

Uma terceira caracterizagao possivel para a logica proposicional classica é com a regra de eliminacao
da dupla negacao:

Notacao com sequentes \ Notagao padrao ‘
—_— ‘\ﬁe) —_— (““E)
'k ¥

Exercicio 40. Substitua a regra 9 (PBC) na Tabela pela regra (——.), e prove os seguintes
sequentes:

1. L F o (regra da explosdo)
F oV e (lei do terceiro excluido)

- — L F ¢ (prova por contradigio)

o

Refaca estas trés provas no Cogq.

Considerando que a negacao, digamos —¢, é o mesmo que ¢ — L, é facil ver que as regras de eli-
minagdo da dupla negagdo e prova por contradi¢do sdo maneiras diferentes de escrever a mesma coisa
(por que?). Uma outra caracterizagio possivel da l6gica proposicional cldssica envolve a chamada lei de
Peirce (LP), como detalhado no exemplo a seguir:
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Contexto explicito

Contexto implicito

'k I'F o (A) P1 P2 (A)
I'F o1 Ao ' 01 N\ P2 '
F"(plALPQ A 901/\302
' wie1.2} Cic{12}
I'F picq1,2) v Pie{1,2} (va)
Lo Vs o1V

[p1]” [p2]”
TEo1vVey  Tooiboy F,wzFV(ve) @1V 2 i 5
TF oy 5 (Ve) u,v
[e]”
r
Loy Y S
I'Fp—q o=
TFp—v Tro o=
T (=) ¢ (=)
[e]”
Lok L
Ty O = 0w
Fh-p  Thy ey
T L (%) T
[—¢]"
[,-p kL :
Tre (PBC) % (PBC) u

Tabela 2.5: Regras da Loégica Classica (versdo 2)
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’ Notagdo com sequentes \ Notacao padrao ‘

(LP) ((p=v) =) =@ (LP

Fllp—=9) =)=y

Exercicio 41. Assuma a regra (LP) acima, e prove o sequente = ¢ \V —p utilizando as regras da
Tabela [2.3

Exercicio 42. Sejam ¢ e ¢ férmulas da LP. Prove o A = —=(=p V —1).

Exercicio 43. Sejam ¢ e ¥ férmulas da LP. Prove ¢ — ¥ 3k (=¢) V 1.

Exercicio 44. Sejam ¢ e 1) férmulas da LP. Prove o sequente (—¢) — 1 F (—)) — .

Exercicio 45. Sejam ¢ e b férmulas quaisquer da LP. Prove os sequentes ——(p V ¢) -
(mmp) V ().

Exercicio 46. ¢ < —p F L[

“Note que a bi-implicagdo ¥ <> v é apenas uma notagio compacta para (¢ — v) A (y — ).

Exercicio 47. Sejam ¢ e ¢ férmulas quaisquer da LP. Mostre que o sequente p — b = (—p) V4
ndao possui uma derivacdo intuicionista.
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Exemplo 14. Considere o sequinte problema: Em uma ilha moram apenas dois tipos de pessoas:
as honestas, que sempre falam a verdade; e as desonestas, que sempre mentem. Um viajante, ao
passar por esta ilha encontra trés moradores chamados A, B e C. O viajante pergunta para o
morador A:

“Vocé é honesto ou desonesto?” A responde algo incompreensivel, e o viajante pergunta

para B: “O que ele disse?” B entdo responde “Ele disse que € desonesto”. Neste momento C se
manifesta: “Nao acredito nisto! Isto é uma mentira!”. Questio: C é honesto ou desonesto?

Para resolver este problema pense no que ocorre se um morador desta ilha, digamos X, disser
"Fu sou desonesto"? Isto mos levaria a uma contradicio! De fato, se X for honesto entdo
ele disse a verdade, e portanto é desonesto. Por outro lado, se X ¢é desonesto entdo ele
mentiu, e portanto é honesto. Assim, como A nao poderia ter dito que é desonesto, podemos
concluir que B € desonesto! E portanto, C é honesto! Vamos construir uma prova de que este
raciocinio estd em correto usando a teoria que estudamos? O ponto de partida é construir um
sequente que corresponda ao enunciado deste problema. Que varidveis proposicionais vamos
precisar? Certamente precisamos de varidveis que nos permitam caracterizar quando um mora-
dor € ou ndo honesto. Assim, utilizaremos trés varidveis proposicionais com a sequinte semantica:

e a: o morador A € honesto;
e b: 0 morador B é honesto;
e c: 0 morador C' é honesto.

Desta forma, a negacdo de qualquer destas varidveis significa que o morador correspondente €
desonesto. Agora precisamos representar o que foi dito por cada um dos moradores por meio
de uma féormula da légica proposicional. Considere o que disse o morador B: "Ele disse que
¢ desonesto’, quer dizer, o morador B disse que o morador A disse que era desonesto. Como
codificar este fato por meio de uma formula da LP? Vamos iniciar considerando uma situacdo
geral e mais simples. Digamos que um morador X tenha dito Y, isto €, "X disse Y'". Que
formula da LP corresponde a este fato? Suponha que a wvaridvel x codifica a proposicio "X é
honesto". Entdo observe que, se X for honesto entdo o que ele disse é verdade, ou seja, tanto x
quanto Y sao verdade. Por outro lado, se X for desonesto entdo Y € falso, e tanto x quanto Y
sao falsos. Assim, podemos concluir que as varidveis x e Y sao equivalentes, no sentido que ou
ambas sdo verdadeiras, ou ambas sdo falsas. Assim, podemos representar a afirmacio "X disse
Y "pela formula = < Y. Voltando entdo ao nosso problema original, podemos agora representar
o fato de que o morador B disse que o morador A disse que era desonesto pela formula
b < (a < (—a)). O morador C por sua vez, disse que B mentiu, o que corresponde a férmula
< (=b). Com isto podemos montar o sequente a ser provado: b <> (a <+ (—a)),c < (—b) F c.

Exercicio 48. Prove o sequente b <+ (a <> (—a)), c <> (—b) F ¢ construido no exemplo anterior.

Exercicio 49. Considere uma ilha onde moram apenas dois tipos de pessoas: as honestas, e que
portanto sempre falam a verdade; e as desonestas, que sempre mentem. Um viajante, ao passar
por esta ilha encontra trés moradores chamados A, B e C. O wviajante pergunta para o morador
A: “Quantos, dentre vocés trés, sao desonestos?” A responde algo incompreensivel, e o viajante
pergunta para B: “O que ele disse?” B entdo responde “Ele disse que exatamente dois de nds
somos desonestos”. Neste momento C se manifesta: “Nao acredito nisto! Isto é uma mentira!”.
Questdo: C' € honesto ou desonesto?
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Exercicio 50. Em uma ilha moram apenas dois tipos de habitantes: os honestos, que sempre
falam a verdade; e os desonestos, que sempre mentem. Vocé encontra dois habitantes desta
ilha, digamos Jodo e José. Joao diz que José é desonesto. José diz "Nem Jodo nem eu somos
desonestos". Vocé consegque determinar qual dos dois é honesto e qual é desonesto?

No exemplo anterior, utilizamos a associagdo do valor de verdade (verdadeiro ou falso) de uma va-
riavel proposicional para resolver um problema. Esta abordagem estd relacionado com a semantica da
l6gica proposicional classica que nos fornece os meios para concluir quando uma férmula é verdadeira ou
falsa. A gramaética define como sédo as féormulas da LP, a partir de seis construtores:

1. O primeiro denota uma varidvel proposicional, e caracteriza uma férmula atdmica, i.e. uma férmula
que nao pode ser subdividida em uma férmula menor.

2. O segundo construtor é uma constante que denota o absurdo (L), que também é uma férmula
atoémica. O absurdo é utilizado para representar uma féormula que tem valor de verdade "falso
(F)". E importante observar que podemos associar a qualquer férmula da LP apenas dois valores
de verdade, a saber: verdadeiro (T) ou falso (F).

3. O terceiro construtor denota a negacao e nos permite construir uma nova férmula a partir de uma
féormula dada. Assim, dada uma férmula ¢, podemos construir a sua negagéo (—p). A seméntica da
negacao é a que conhecemos intuitivamente: se uma férmula ¢ é verdadeira (T) entdo sua negacao
é falsa (F), e vice-versa. Normalmente, representamos este fato via a seguinte tabela:

()

o 3|6

F
T

4. O quarto construtor denota a conjunc¢ao e nos permite construir uma nova férmula a partir de duas
férmulas dadas. Assim, dadas duas férmulas 1 e @2, podemos construir a sua conjuncao (p1 Aps).
A seméntica da conjun¢do também é a usual, isto é, a conjuncgdo (p1 A ¢2) é verdadeira somente
quando 1 e @9 sao simultaneamente verdadeiras:

2 (o1 A o)

—

SECEERSIES
RS EREIES

T
F
F
F

Aqui ¢ importante observar que a leitura da construgio da conjun¢ao na gramatica[2.2] ndo diz que
suas componentes sao iguais (apesar da utilizagdo do mesmo simbolo ¢ nas duas componenetes).
Lembre-se que a leitura desta construgao em é: dadas duas férmulas (ndo necessariamente
iguais!), podemos construir a sua conjuncdo. Alternativamente, poderiamos ter escrito a gramatica
da seguinte forma equivalente:

e, u=p | L (=) [ (@A) [ (V)| (p— ) (2.3)

5. O quinto construtor denota a disjun¢do e, como no caso anterior, nos permite construir uma nova
formula a partir de duas férmulas dadas. Assim, dadas duas férmulas ¢1 e 2, podemos construir
a sua disjuncdo (¢1 V p2), cuja semantica é dual & semantica da conjuncdo: a disjungdo (¢1 V ¢2)
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é falsa somente quando ¢ e @y sdo simultaneamente falsas.

2 (p1V )

=

RN NS
eSS el S

T
T
T
F

6. O sexto construtor é a implicacdo. Assim, dadas duas férmulas ¢; e 2, podemos construir a sua
implicagdo (p1 — o) com a seméntica dada na tabela abaixo.

01 o2 (p1 = o)
T T T
T F F
F T T
F F T

O sentido usual da implicacdo assume implicitamente uma relacdo de causa e efeito, ou causa e
consequéncia no sentido de que o antecedente 1 é o que gera o consequente @9 como em "Se eu ndo
beber dgua entao ficarei desidratado". No entanto, o sentido da implicagdo na logica é um pouco
diferente pois tem como fundamento a preservagio da verdade, que nao necessariamente possui
uma relagdo de causa e efeito. Por exemplo, a proposicio "Se 2+2=4 entdo o dia tem 24 horas"é
verdadeira, mas ndo existe relacdo causal entre a igualdade 2+2=4 e o fato de o dia ter 24 horas
de duragao.

Uma graméatica como (ou[2.3) nos fornece as regras sintaticas para a construgdo das férmulas da
LP. Sao quatro construtores recursivos (negacao, conjungdo, disjuncao e implicagdo) também chamados
de conectivos logicos, e dois ndo recursivos.

Apesar da gramatica apresentada acima nao incluir a bi-implicagdo, este é um conectivo bastante
utilizado. De fato, a bi-implicagao, ja utilizada em exemplos anteriores, pode ser reescrita em usando a
implicacao e conjuncao. Como exercicio construa a tabela verdade da bi-implicagdo e observe que ¢ <
é verdadeira somente quando ¢ e v possuem o mesmo valor de verdade. Adicionalmente, dizemos que
duas féormulas ¢ e ¢ sdo equivalentes quando a féormula ¢ > 1 é uma tautologia:

Tautologia Uma férmula que é sempre verdadeira,
independentemente dos valores de verda-
de associados as suas variaveis.

Contradicado  Uma férmula que é sempre falsa,
independentemente dos valores de verda-
de associados as suas variaveis.

Contingéncia Uma férmula que pode ser tanto verda-
deira quanto falsa dependendo dos va-
lores de verdade associados as suas
variaveis.

As tautologias e as contradigdes sao particularmente importantes, e possuem simbolos especiais para
representé-las. Nas graméticas [2.2] e 2:3] j4 vimos que a constante L é o representante das contradigdes.
As tautologias, por sua vez, podem ser representadas pelo simbolo T.

Agora chegamos em um momento chave do nosso estudo. Considere um sequente arbitrario, digamos
T'F ¢, onde I' é um conjunto finito de formulas da LP. Podemos entao perguntar: é possivel provar este
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sequente? Ou em outras palavras, qualquer sequente possui uma prova? A resposta certamente é nao.
Se tudo pudesse ser provado entdo nao teriamos razdo para estudar a légica proposicional. Como entao
é possivel separar os sequentes que tém prova dos que ndo podem ser provados? Para responder esta
pergunta precisamos inicialmente compreender a nogdo de consequéncia légica. Dizemos que uma
féormula ¢ é consequéncia légica da férmula i, notacdo 1 = ¢, se ¢ for verdadeira sempre que 1 for
verdadeira. Este conceito pode ser facilmente estendido para um conjunto I' de férmulas, de forma que
T = ¢, isto é, ¢ é consequéncia l6gica do conjunto I" se ¢ for verdadeira sempre que as férmulas em T’
forem verdadeiras. Agora podemos enunciar dois teoremas importantes que nos permitirao responder a
questao anterior:

Teorema 15 (Correcao da LP). Sejam I' um conjunto, e ¢ uma férmula da ldgica proposicional. Se
'k @ entio T |= .

A prova deste teorema é por inducgdo em I' F ¢. Nao detalharemos aqui esta prova, que pode ser
encontrada por exemplo em [4].

Teorema 16 (Completude da LP). Sejam I' um conjunto, e ¢ uma férmula da légica proposicional. Se
T'E g entio T+ .

A prova do teorema de completude da LP é um pouco mais complexa do que a prova de corregio,
e também pode ser encontrada em [4]. Note que este lema responde a nossa pergunta anterior: um
sequente tem prova exatamente quando seu consequente for consequéncia légica do seu antecedente.

A légica proposicional nos permite resolver diversos problemas, e constitui a base de tudo o que fare-
mos nos préximos capitulos. Apesar de muito importante como ponto de partida no estudo que estamos
fazendo, a logica proposicional possui limitagdes importantes, como a impossibilidade de quantificar de
forma explicita sobre elementos de um conjunto. Por exemplo, podemos representar a sentenca "Todo
mundo gosta de Mateméatica"na LP via uma varidvel proposicional, mas esta representacdo nao expressa
a quantificacdo universal "Todo mundo'de forma explicita. O mesmo vale para uma sentenga da forma
"Existe um nimero natural que nao é primo". O préprio principio da indugao, tdo importante em Mate-
mética e Computacdo, precisa de uma linguagem mais expressiva do que a proposicional. A légica que
nos permitird expressar este tipo de quantificagdo (tanto existencial quanto universal) é conhecida como
Légica de Primeira Ordem (LPO), ou Légica de Predicados que estudaremos no préximo capitulo.

2.2 A Loégica de Primeira Ordem

Nesta se¢do vamos em um certo sentido estender a Légica Proposicional para ganhar em poder de ex-
pressividade. Como é a gramdtica da Logica de Primeira Ordem (LPO)? Isto é, qual a linguagem que
precisamos para conseguir expressar quantificacdo universal e existencial? Inicialmente, precisamos re-
presentar os elementos que podem ser quantificados. Assim, diferentemente do caso proposicional, temos
duas classes de objetos na LPO: termos e formulas. Os termos sao representados pela seguinte gramatica:

tu=al ft,... 1) (2.4)

ou seja, os termos sdo construidos a partir de varidveis (no sentido usual da palavra em Matemadtica) e,
fungoes com uma certa aridade (i.e nimero de argumentos). Observe que os termos vao representar os
elementos do conjunto sobre o qual podemos quantificar e caracterizar por meio de propriedades. Por
exemplo, considere o conjunto dos ntimeros naturais N. Neste caso, as varidveis representam nimeros
naturais, e exemplos de fungoes sdo: sucessor (aridade 1), soma (aridade 2), etc. O conjunto das varidveis
de um termo t, notagdo (t), consiste no conjunto das varidveis que ocorrem em ¢, e pode ser definido
indutivamente por:
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Definigao 17. O conjunto var(t) das varidveis que ocorrem no termo t € definido indutivamente
cOmo a Sequir:

1. var(z) = {z};

2. var(f(t1,te,...,tn)) = var(ty) Uvar(ta) U... Uvar(t,).

Denotaremos por ¢[[x/u]] o termo obtido ao se substituir todas as ocorréncias da varidvel  pelo termo
u no termo .

As formulas da LPO utilizam os mesmos conectivos da LP e sdo definidas pela seguinte gramética:

@u=pt,...,t) | L] (=) | (eA@) | (V)| (p—=¢) | Tyl Vap (2.5)

onde o primeiro construtor representa uma férmula atémica, e os dois tltimos representam, respecti-
vamente, a quantificacdo existencial e universal. Note que as férmulas atomicas representam férmulas
que ndo podem ser decompostas, e que tém termos como argumentos. Em uma férmula atomica da
forma p(t1,...,tn), p é um predicado de aridade n, e t1, ..., t, sdo termos. A LPO ¢é a 16gica utilizada
no dia a dia dos matematicos, ainda que de maneira informal. Com os predicados podemos expressar
propriedades dos termos. Por exemplo, ainda no conjunto dos niimeros naturais, podemos expressar a
propriedade de um nimero natural ser primo por meio de um predicado unério, digamos p. Desta forma,
a férmula p(x) pode expressar o fato de x ser primo. Outros exemplos de férmulas atémicas incluem os
predicados <, >, < e > que normalmente usamos em notacao infixa como em 2 < 5, por exemplo.

Observe que agora existem dois tipos de variaveis na linguagem da Loégica de Primeira Ordem. Por
exemplo, considere as férmulas g(x) e Vp(x). Em V,p(x) ocorréncia da varidvel = em p(z) estad ligada
ao quantificador universal, enquanto que na férmula ¢(x), a varidvel = estd livre. De uma forma geral,
dizemos que uma ocorréncia de uma variavel é ligada, se ela estiver no escopo de um quantificador (uni-
versal ou existencial), e livre, se a ocorréncia nao estiver no escopo de nenhum quantificador. Observe
que uma varidvel pode ocorrer livre e ligada em uma mesma férmula: g(x) V V.p(z). O conjunto das
varidveis livres de uma férmula ¢, notacdo FV (y), é definido indutivamente como segue:

Definicao 18. Seja ¢ uma férmula da LPO. O conjunto FV () das varidveis livres da férmula
@ € definido indutivamente na estrutura de @ por:

1. FV(p(t1,ta, ... tn)) = var(tr) Uvar(ts) U. .. Uvar(ty);

2. FV (L) ={};

3. FV(=¢) = FV(¥);

4. FV(¢px~v) =FV (@)U FV(y), onde x € {A,V,—};

5. FV(Quv) = FV(¢¥)\{z}, onde Q € {V,3}.

De maneira analoga podemos definir o conjunto das variaveis ligadas de uma férmula:
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Definicao 19. Seja ¢ uma formula da LPO. O conjunto BV (p) das varidveis ligadas da férmula
@ € definido indutivamente na estrutura de @ por:

1. BV(p(t1,ta, ..., tn)) = {};

2. BV(L) = {};

3. BV (=) = BV (¢);

4. BV(¢pxv) = BV (¢¥)UBV(y), onde x € {A,V,—};

5. BV(Quv) = BV (¥) U {z}, onde Q € {V,3}.

Estas nog¢oes sdo importantes porque a operacao de substituicdo na Légica de Primeira Ordem é
definida de tal forma a evitar captura de varidveis, diferentemente da substituicdo feita em termos vista
anteriormente. Isto significa que, por exemplo, se quisermos substituir a ocorréncia de y em V,p(z,y)
por x, o resultado ndo pode ser V,p(z,z) j& que neste caso a segunda ocorréncia de = que era livre,
passou a ser ligada depois da substituicdo, ou seja, a segunda ocorréncia de x foi capturada. Para evitar
este problema, podemos renomear as variaveis ligadas de uma férmula sempre que necessario. De fato,
observe que as férmulas V,q(x), V,q(y) e V.q(z) tém todas a mesma seméntica. Isto significa que o reno-
meamento de varidveis ligadas ndo muda o sentido, ou significado, de uma férmula. Para enfatizarmos a
operagao de substitui¢do que definiremos a seguir, denotaremos por @[z /t] o resultado de substituir todas
as ocorréncias livres de x na féormula ¢ pelo termo t. Quando a varidvel a ser substituida nao precisar
ser enfatizada (por exemplo, por poder ser facilmente obtida do contexto), escreveremos simplesmente
©(t) ao invés de plz/t].
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Definigao 20. Seja ¢ uma formula da LPO. A operacio de substituir todas as ocorréncias
livres da varidvel x pelo termo t em @, notagio p[x/t] € definida indutivamente na estrutura da
formula ¢ da seguinte forma:

1. p(t1,te, .., ta)w/t] = p(ta[[z/t]], ta[[2/2]], - . ., tulx/t]]);
2. Lz/t] = L;

3. (~9)[z/t] = ~(¢lx/t]);

4 @xy)lz/t] = (Pla/t]) x (v[z/1]), onde x € {V, A, =};

Qyi/% sexr =y,
5. (Qui)lz/t] = Qy(Y[z/t]), se y & var(t);
Q.(W[y/2][z/t]), c.c.

onde z € uma varidvel nova, e Q € {V,3}.

Observe que o primeiro caso do item 5 da definicao anterior, a substituicdo ndo tem nenhum efeito
sobre a férmula quando a varidvel da substituicdo coincide com a varidvel do quantificador (z = y), e
portanto varidveis ligadas ndo sdo substituidas. O caso em que y & var(t) faz a propagagio da substitui-
¢ao para dentro do corpo do quantificador ja que nao hé possibilidade de captura de varidvel. Por fim,
quando = # y e y € var(t) a varidvel do quantificador é renomeada para um nome novo, no caso z, as
ocorréncias de y em 1) sdo renomeadas para z e entdo a substituicdo é propagada para dentro do corpo
do quantificador.

O sistema de deducdo natural na LPO possui as mesmas regras utilizadas no caso proposicional, mas
agora aplicadas a féormulas da LPO, e adicionalmente temos as regras de introdugdo e eliminagdo para
os quantificadores que apresentamos a seguir.

A regra de introdugéo do quantificador universal permite a construgdo de uma prova de uma férmula
da forma V,p(z), ou seja, queremos concluir que a propriedade ¢ é satisfeita por qualquer elemento x
do dominio. Mas o que precisamos para garantir que todo elemento x do dominio tenha a propriedade
©? Uma maneira seria tentar a construgao individual de cada uma destas provas, ou seja, suponha que
o dominio seja o conjunto {zg,x1, 2 ...} que pode ser finito ou infinito, e considere uma prova de (zg),
isto é, uma prova de que xq satisfaz a propriedade . Seria possivel repetir esta prova para x1, T2, €
assim sucessivamente? Se pudermos repetir a mesma prova para todos os elementos do dominio entao
certamente podemos concluir V,p(z). Para que uma generalizagdo desta forma seja possivel precisamos
que a prova de ¢(zp) nao dependa de hipdtese que assuma alguma informacao sobre xg.

Vi
V() se a prova de ¢(zo) nao depende de hipétese nao-descartada que contenha zg.

A regra de eliminacdo do quantificador universal nos permite instanciar a variavel quantificada uni-
versalmente x com qualquer elemento ¢ do dominio.
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A analogamente, a regra de introducao do quantificador existencial nos permite concluir que existe
um elemento que satisfaz a propriedade ¢ a partir da prova de que algum elemento do dominio, digamos
t, satisfaca a propriedade .

Jep(x) ¥ G
e 7’ .7 ~
’}/ onde o € uma varlavel nova que nao Oocorre em ’}/

Nesta regra provamos « a partir de uma prova de 3,¢(x), e de uma prova de =y a partir da suposicao
©(xp). Ou seja, como temos uma prova de 3,p(z), entdo temporariamente assumimos que zp (um novo
elemento que, portanto, ndo pode ter sido utilizado antes) satisfaz a propriedade . Se a partir desta
suposicao pudermos provar uma férmula, digamos ~, que ndo dependa de xy entdo podemos concluir
ap6s descartar a suposicio o(zp).

Exercicio 51. Apresente derivagies em Dedugio Natural para os sequentes ¥,—p 4F =3¢ na

LPO minimal.

Exercicio 52. Apresente derivacées em Deducao Natural para os sequentes —Vr ¢ —F Jx -, e
em sequida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou cldssica.

Exercicio 53. Apresente derivacoes em Deducio Natural para os sequentes Vr ¢ -+ —3Jx -, e
em sequida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou cldssica.

Exercicio 54. Apresente derivacoes em Deducio Natural para os sequentes dx ¢ -+ —Vx -, e
em sequida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou cldssica.
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Exercicio 55. Apresente derivacoes em Deducdo Natural para os sequentes a sequir assumindo
que x nao ocorre livre em ¥, e em sequida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou
cldssica.

1. (Vzd) AY F V(¢ A)

2. BxP) AN = Jx(dAY)

3. Vx (Y= d) F = Vo

4. Vo (¢ = ¢) - (T o) =9

Exercicio 56. Prove que ndo existe uma derivacao intuicionista para os sequentes a Sequir:

1. =3, =V

2. Vo 3pp

3. V= b ==V,

Assim como a LP, a LPO é correta e completa, mas estes resultados nao serao provados aqui (Veja,
por exemplo, []).

2.2.1 Inducao

Indugédo é uma técnica de prova muito poderosa que desempenha um papel fundamental tanto em Ma-
teméatica quanto em Computacdo. Estudaremos esta técnica partindo dos conjuntos definidos indutiva-
mente, mas o leitor interessado em se aprofundar no tema pode consultar, por exemplo, os livros [10, [17].
Um conjunto, digamos, A, é definido indutivamente se seus elementos podem ser construidos a partir de
um conjunto finito de regras de inferéncia da forma:

aL € A aa€A...a,€A
a€A acA

A regra da esquerda é um axioma, e diz que a é um elemento do conjunto A, enquanto que na regra
da direita temos que se ai,as,...,a, sdo elementos de A entdo a também é um elemento de A. Por
exemplo, qualquer conjunto finito pode ser definido indutivamente com um axioma para cada elemento.
De fato, o conjunto Sem dos dias da semana pode ser definido indutivamente via 7 axiomas:
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(Dowm) (SEG) (TER)

domingo € Sem segunda-feira € Sem terca-feira € Sem
UA Ul SEX
quarta-feira € Sem (Qua) quinta-feira € Sem (Qun sexta-feira € Sem (sEx)
(sAB)

sabado € Sem

Alternativamente, podemos utilizar uma notagdo mais compacta definir o conjunto Sem: se d é uma
variavel que representa um elemento qualquer de Sem entdo a gramatica a seguir é equivalente a defini-
¢do via as 7 regras de inferéncia apresentadas acima:

d ::= domingo | segunda-feira | terga-feira | quarta-feira | quinta-feira | sexta-feira | sébado

O conjunto bool, muito popular em Ciéncia da Computacdo, possui apenas dois elementos:

(TRUE) (FALSE)

true € bool false € bool

Alternativamente, se b denota um valor booleano, podemos descrever o conjunto bool pela gramética:

b ::= true | false

Mas conjuntos definidos indutivamente também podem ser infinitos. O exemplo mais conhecido pro-
vavelmente é o conjunto dos niimeros naturais N, que pode ser definido pelas regras de inferéncia a seguir:

neN
0eN SneN

Neste caso, a regra da esquerda é um axioma que diz que o 0 é um niimero natural, enquanto que a regra
da direita diz que se n é um nimero natural entdo S n (o sucessor de n) também é um ntmero natural.
A gramaética equivalente a estas duas regras é dada por:
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n:=0]Sn (2.6)

Agora que sabemos o que sdo conjuntos definidos indutivamente podemos voltar ao tema da inducéo,
que é uma técnica de prova que nos permite provar propriedades de conjuntos definidos indutivamente.
Como provar que os elementos de um conjunto definido indutivamente, digamos A, satisfazem uma dada
propriedade P? Se o conjunto A for finito entdo podemos testar individualmente se cada elemento sa-
tisfaz a propriedade P. Mesmo que A seja um conjunto grande, depois de uma quantidade finita de
tempo teremos uma prova de que os elementos de A satisfazem a propriedade P. E se o conjunto A for
infinito? A ideia é bastante intuitiva: suponha que os elementos deste conjunto possam ser colocados
um apos o outro como pegas de um domind, de tal forma que, se uma pega qualquer for derrubada entao
a peca que estd logo em seguida também é derrubada. Entao podemos concluir, que se a primeira peca
for derrubada entdao todas as outras serdo derrubadas. Ou seja, voltando ao contexto de propriedades
de elementos de um conjunto, a ideia é provar que se um elemento arbitrdrio do conjunto satisfaz a
propriedade entdo o préximo elemento também satisfaz a propriedade. Se esta prova puder ser feita
juntamente com a prova de que o primeiro elemento do conjunto também satisfaz a propriedade entao
podemos concluir que todos os elementos do conjunto satisfazem a propriedade.

Vamos iniciar este estudo sobre indugdo no contexto dos niimeros naturais, onde esta nogao de ordem
é bem clara: o primeiro elemento é o 0, em seguida vem o 1, depois o 2, etc. De uma forma geral, depois
de um ntmero natural k£ vem o natural S k, o sucessor de k que também escrevemos como k + 1. A
indug@o no contexto dos ntmeros naturais é conhecida como inducdo matemdtica, e serd explorada na
proxima segao.

A gramatica possui dois construtores: 0 e S. O primeiro diz que 0 é um nimero natural, e o
segundo diz que a partir de um natural ja construido, digamos n, podemos construir um outro natural, a
saber, S n, ou seja, o sucessor de n. Muito bem, agora considere uma propriedade qualquer dos niimeros
naturais. Por exemplo, a que diz que a soma dos n primeiros ntimeros impares é igual a n2. Como pode-
mos provar esta propriedade? Isto mesmo, por indugdo! O que diz mesmo o principio de indugdo para
os numeros naturais? Diz que se uma propriedade P vale para 0 (base da indugdo), e se, supondo que P
vale para um natural arbitrario k (hipétese de indugao), podemos provar que ela vale também para S k
(o sucessor de k‘)ﬂ (passo indutivo) entdo podemos concluir que P vale para todos os niimeros naturais.
Esquematicamente, podemos apresentar este principio, denominado Principio da Indug¢do Matemdtica
(PIM), como a seguir:

PO Vk,P k= P (S k)
Vn,P n

(PIM)

9Note que o sucessor de k pode ser escrito como S k ou k + 1.
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Exemplo 21. Queremos provar que a soma dos n primeiros nimeros impares é igual a n?.

Esta propriedade vale trivialmente para o 0 (a soma dos 0 primeiros nimeros impares € igual a
02). Agora suponha que a soma dos k primeiros nimeros impares seja igual a k® (hipdtese de
inducdo). O (k + 1)-ésimo niumero impar € igual a 2.k + 1 (por que?), e portanto a soma dos
k + 1 primeiros nimeros impares é k* + 2.k +1 = (k + 1)2, como queriamos provar.

Uma outra forma de resolver este problema em um contexto mais formal pode ser feita a partir
de uma definicdo formal da soma dos m primeiros numeros impares por meio do somatorio
S (2. —1), que por definicio é igual a 0, se n = 0. Queremos provar que > r_,(2.i—1) = n?,
para todo numero natural n. Aplicando o principio da inducdo, teremos 2 casos para analisar:

o (Base da indugdo): A base da indugio se dd quando n = 0, e € trivial porque o lado
esquerdo da igualdade € igual a 0 por defini¢do.

e (Passo indutivo): O passo indutivo € a parte interessante de qualquer prova por induggo.
Neste caso especifico, vamos assumir que a propriedade que queremos provar vale para um
numero natural arbitrario, digamos k, e provaremos que esta propriedade continua valendo
para o natural k + 1. Ou seja, assumimos que 2?21(2.2' -1) = k2, e vamos provar que
Zf;l (2.i — 1) = (k+1)2. Partindo do lado esquerdo desta igualdade, podemos decompor o
somatdrio da seguinte forma Zf:f(?.i -1)= Zle(Q.i — 1)+ (2.k+1), e agora podemos
utilizar a hipétese de inducdo (h.i.) para assim chegarmos ao lado direito da igualdade:

S 21 =YF (2i—1)+ 2k+1) " k24 2k +1) = (k+1)%

Por fim, apresentamos esta prova na forma de drvore:

k

D @i—1) ="

i=1

k
D @i—1)+2k+1) = (k+1)>

i=1

k+1
> @i-1)=(k+1)
k = ot 1 (=) u
0=0 dRi-1)=k =) (2i-1)=(k+1)°
0 =1 i=1
> (2i—-1)=07
=1 (Ind. em n)

Existem propriedades que valem apenas para um subconjunto préprio dos nimeros naturais:
Por exemplo, 2™ < n! s6 vale para n > 4. Para este tipo de problema utilizamos uma generalizacéo

do PIM onde a base de inducdo néo precisa ser o 0. Chamaremos esta variagdo de Principio da Indugdo
Generalizado (PIG):
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Pm Vk,P k= P (S k)
VYn,n>m— Pn

(PIG)

Exemplo 22. Prove que 2" < n!,Vn > 4.
1. (Base de indugio) A propriedade vale para n =4, o que é trivial, e;
2. (Passo indutivo) Mostraremos que 25 ®) < (S k)! assumindo que 2F < k!,Vk > 4. De fato,

h.i *
temos que 25 %) = 2.9k (<) 2.k! (<) (S k).E! = (S k)!, onde a desigualdade (*) se justifica
pelo fato de k ser maior ou igual a 4.

Uma variagdo do PIM bastante ttil é conhecida como Principio da Indugdo Forte (PIF):

Vk,(VYm,m < k= P m) = P k
Vn,P n

(PIF)

Exercicio 57. Prove que qualquer inteiro n > 2 € um numero primo ou pode ser escrito como
um produto de primos (nao necessariamente distintos), i.e. na forma n = p1.pa.--- .pr, onde 0s
fatores p; (1 <i <r) sdo primos.

Exercicio 58. Mostre que PIM e PIF sdo principios equivalentes.

s . . . , . % 0 1 o
Exercicio 59. Prove que a soma dos n primeiros numeros naturais é igual a ”(”; ). Ou seja,
n
. n(n+1)
mostre que E g = —
i=1
a5 . 2 1)(2n+1 g
Exercicio 60. Prove que a soma dos n primeiros quadrados € igual a %. Ou seja,

- D(2n+1
mostre que Z 2 = nin + )6( nt )
i=1

- (n+1).(n+2
Exercicio 61. Prove que Zz(l +1) = n.(n + ; (n+ )
i=0

o1




n
Exercicio 62. Prove que Z 2t = gntl _ 1.
i=0

Exercicio 63. Prove que a soma dos n primeiros cubos € igual ao quadrado da soma de 1 até
n, ou seja, que 13 +23 + ... 4+ n3 = (14+2+...+n)%

Exercicio 64. Prove que 2™ — 1 € maltiplo de 3, para todo numero natural n par.

Exercicio 65. Prove que 3| (22" — 1) para todo n > 0.

Exercicio 66. Prove que 3™ > n? + 3 para todo n > 2.

Exercicio 67. Prove que n® < 4"~ para todo n > 3.

Exercicio 68. Prove que n! > 3™ para todo n > 7.

Exercicio 69. Prove que n! < n™ para todo n > 1.
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Inducao no assistente de provas Coq

Nesta secao, veremos como construir provas utilizando a inducdo matemética no assistente de provas
Coq (https://coq.inria.fr). Um conjunto indutivamente definido pode ser construido com a palavra
reservada Inductive. Por exemplo, o conjunto finito Sem dos dias da semana apresentado na segao
anterior pode ser definido como a seguir:

Inductive Sem :=

| domingo: Sem

| segunda_feira: Sem
| terca_feira: Sem

| quarta_feira: Sem
| quinta_feira: Sem
| sexta_feira: Sem

| sabado: Sem.

O conjunto dos nimeros naturais é uma construgdo nativa do Coq, i.e. ela esta disponivel uma vez
que o sistema ¢ iniciado, e pode ser vista a partir do comando Print nat.

Inductive nat : Set := 0 : nat | S : nat -> nat.

Ou seja, o conjunto nat dos nimeros naturais é definido indutivamente e possui 2 construtores: o 0
(zero), e S (sucessor). Claramente, esta defini¢do corresponde a gramética . Toda defini¢ao indutiva
possui um principio indutivo associado, e que é automaticamente gerado pelo Coq. Por padrao, o nome
do principio indutivo associado a uma definicdo indutiva, digamos mdef, é mdef_ind. No caso de nat
podemos acessar este principio pelo comando Print nat_ind:

nat_ind =
fun (P : nat -> Prop) (£ : P 0) (£f0 : forall n : nat, Pn -> P (S n)) =>
fix F (n : nat) : P n := match n as n0 return (P n0) with

| 0 =>f

| S n0 => f0 n0 (F nO)

end

:forall P: nat -> Prop, P 0 —>
(forall n: nat, Pn -> P (S n)) ->
forall n: nat, P n

A parte que nos interessa desta saida estd em azul. Como em (PIM), a base de indugdo diz que P 0,
e o passo indutivo corresponde ao trecho (forall m : nat, Pn -> P (S n)). A conclusdo como
esperado, diz que forall n : nat, P n.

A seguir faremos a prova de que a soma dos n primeiros ntiimeros impares é igual a n2. Inicialmente
precisamos expressar a "soma dos n primeiros nimeros impares'em Coq. Para isto, definiremos um so-
matério. Antes disto carregamos a biblioteca Lia, que vai nos ajudar com a simplificagdo de expressoes
aritméticas nos inteiros.
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Require Import Lia.

Fixpoint msum (n:nat) :=
match n with

| 0=>0

IS k => (msum k) + (2xk+1)
end.

A palavra reservada Fixpoint é utilizada para definir fun¢des recursivas. Note que > (2.0 — 1)
corresponde a msum n. Podemos fazer alguns testes com esta definigao:

Eval compute in (msum 1).

=1
: nat

O valor retornado é 1 porque que é igual ao primeiro nimero impar.

Eval compute in (msum 2).

=4
: nat

J

Aqui a resposta ¢é igual a 4 porque corresponde & soma dos dois primeiros niimeros impares, ou seja, 1+3.

Eval compute in (msum 3).

=9
: nat

\. J

O valor retornado corresponde a soma dos 3 primeiros niimeros impares: 14+3+5=9.

Eval compute in (msum 4).

= 16
: nat

Por fim, temos que a soma dos 4 primeiros niimeros impares é 1+3+45+7=16.

De acordo com estes testes, nossa definicao de somatorio estd funcionando corretamente, e portanto
podemos escrever o lema que queremos provar, a saber, que a soma dos n primeiros nimeros naturais é
igual a n*n:

Lemma msum_square: forall n, msum n = n*n.
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Faremos a mesma prova apresentada na arvore construida na secdo anterior. Iniciamos a prova por
indugdo em n com a tatica (ou comando) induction n.

Lemma msum_square: forall n, msum n = n*n.
Proof.
induction n.

2 goals (ID 11)

msum O = 0 * O

goal 2 (ID 14) is:
msum (S n) =S n * Sn

J

Temos 2 casos para analisar (2 goals): o primeiro corresponde a base da indugdo, e o segundo é o
passo indutivo.

O primeiro caso é trivial, e a tatica reflexivity é capaz de concluir que os lados esquerdo e direito
da igualdade sdo iguais a 0, uma vez que msum O ¢ igual a 0.

No segundo caso, temos como hipdtese de inducao que a soma dos k primeiros niimeros impares é
igual a kxk, e precisamos provar que a soma dos (S k) primeiros nimeros impares € igual a (S k)*(S K):

1 goal (ID 14)

k : nat
IHk : msum k = k * k

msum (S k) =S k * Sk

J

Podemos, por exemplo, aplicar a tatica simpl para simplificar a expressdo msum (S k), ou seja, para
aplicarmos a definicdo de msum. Agora podemos substituir o lado esquerdo da hipétese de inducao pelo
lado direito via o comando rewrite IHn. A expressdo resultante é uma igualdade envolvendo somas e
multiplicagoes de niimeros naturais:

1 goal (ID 24)

k : nat
IHk : msum k = k * k

k*xk+ (k+&+0)+1) =S (k+kx*xSk)

J

As simplificagoes algébricas necessérias para que possamos concluir que os lados esquerdo e direito
da igualdade coincidem sao feitas pela tética lia, e a prova completa, disponivel no arquivo pim.ﬂ ,
tem a seguinte forma:

Ohttp://flaviomoura.info/files/lca/pim.v. Os exercicios propostos na segio anterior também estdo disponiveis neste
arquivo.
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Lemma msum_square: forall n, msum n = n*n.
Proof.

induction n.

- reflexivity.

- simpl. rewrite IHn. lia.
Qed.

Agora vamos estabelecer a equivaléncia entre PIM e o PIG:

Exercicio 70. Complete a prova a seguir:

Lemma PIG: forall (P : nat -> Prop) (k : nat), P k ->
(forall n, n > >k -> P n ->P (S n)) ->
forall n : nat, n >= k -> P n.

Proof.

intros P k H1 IH n H2.

assert (H := nat_ind (fun n => n >= k -> P n)).
Admitted.

Observe que a prova do exercicio anterior utiliza o PIM via o comando nat_ind, e portanto temos
uma prova de PIG via PIM. No outro sentido, vamos enunciar PIM como um lema:

Exercicio 71. Complete a prova a sequir:

Lemma PIM : forall P: nat -> Prop,
(P 0) —>
(forall n, Pn -> P (S n)) —>
forall n, P n.
Proof.
intros P H IH n.
apply PIG with O.
Admitted.

Inducao Estrutural

Nesta segdo veremos que o principio de indugao matemética (PIM) visto anteriormente é um caso parti-
cular de um principio geral que estd associado a qualquer conjunto definido indutivamente. Vimos dois
tipos de regras utilizadas na construcdao de um conjunto definido indutivamente:

1. As regras nao recursivas, ou seja, aquelas que definem diretamente um elemento do conjunto defi-
nido indutivamente;

2. As regras recursivas, ou seja, aquelas que constroem novos elementos a partir de elementos ja cons-
truidos.

Como veremos no proximo exemplo, estas regras podem fazer uso de elementos de outros conjuntos
previamente definidos. Formalmente, se A1, Ao, ... sd@0 conjuntos entdo a estrutura geral das regras de
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um conjunto definido indutivamente B é como a seguir:

1. Inicialmente temos as regras nao recursivas que definem diretamente os elementos b1, ..., b,, de B:
a16A1 G;QEAQ...a;jleAjl a16A1 a2€A2...a,jm€Ajm
bl[al,...,ajl]EB bm[xl,...,mjm]EB

2. Em seguida, temos as regras recursivas que constroem novos elementos a partir de elementos ja

construidos:
a € Aqy... aj GAJ{ d17-~-7dk1 €B ap € Ay ... aj, EAjn dl,...,dkn €B
Cl[xlw~~7xjiad17-~-adk1]GB cn[al,...,ajn,dl,...,dkn]GB

Qualquer elemento de um conjunto definido indutivamente pode ser construido ap6s um nimero finito

de aplicagoes das regras que o definem (e somente com estas regras). Os elementos dy,ds, ..., dj, sdo di-
tos estruturalmente menores do que o elemento ¢;[a1,...,a;,,d1,. .., dy,]. Isto significa que os elementos
di,ds, ..., d, sdo subtermos préprios de ¢;laq,...,a;,,d1, ... dg,].

Podemos associar um principio de inducao a qualquer conjunto definido indutivamente. No contexto
genérico acima, teremos um caso base (base da indu¢ado) para cada regra nao recursiva, e um passo in-
dutivo para cada regra recursiva. O esquema simplificado (omitindo os pardmetros por falta de espago)
tem a seguinte forma:

casos base casos indutivos
P(bl)P(bm) (le ...dkl,P(dl),...,P(dkl) = P(Cl)) (le ...dkl,P(dl),...,P(dkn) = P(Cn))
Ve e B,P x

Retornando ao caso do conjunto dos niimeros naturais, temos um principio indutivo com apenas um
caso base e um caso indutivo:

PO Vk,P k= P (S k)
Vn,P n

O conjunto dos booleanos possui um principio indutivo com dois casos base, e nenhum caso indutivo:

P true P false
Vb, P b

A gramatica nos diz como as férmulas da LP podem ser construidas. Observe, em particular,
seus os construtores recursivos: por exemplo, a negagdo de uma férmula é construida a partir de outra
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férmula ja construida; a conjuncao, a disjuncao e a implicacdo sdo construidas a partir de duas férmulas
previamente construidas. Podemos derivar o principio de indugdo para o conjunto das férmulas da LP
de maneira andloga aos casos anteriores, ou seja, como um caso particular da generalizacao apresentada
acima. Como temos dois construtores nao recursivos (varidveis proposicionais e a constante L) e quatro
construtores recursivos (negacio, conjuncao, disjuncio e implicagdo), o principio indutivo correspondente
terd a seguinte forma, considerando uma propriedade @ qualquer das férmulas da LP:

Q@p) QL) (Mo,Qe=Q (—¢))  (Yo1,Q 1 AVp2,Q 02 = Q (p1 *x ¥2))
Vo,Q ¢

onde x € {A,V,—}. Chamamos o principio de indugdo construido a partir de uma gramadtica recursiva de
indugdo estrutural. Note que, para cada um dos conectivos bindrios (conjungédo, disjunc¢éo e implicacao)
temos duas hipoteses de indugao.

No exemplo a seguir, vamos mostrar que a gramatica acima possui redundancias, isto é, que existem
conectivos que podem ser escritos a partir de outros:

Exemplo 23. Prove, sem utilizar tabela de verdade, que para qualquer formula o, existe uma
formula @' equivalente a ¢ construida apenas com os conectivos V e —, e com os simbolos
PTOPOSICIONALS qUE OCOTTEM em .

Dizemos que duas formulas ¢ e Y da LP sdo equivalentes se @ <> v é uma tautologia. Provaremos

3

este exercicio por indugdo estrutural, isto é, inducao na estrutura de @:
o Se @ é uma varidvel proposicional ou a constante L entdo tome ¢’ = .

e Sep = —) entdo, por hipdtese de indugdo, existe uma férmula 1)’ equivalente a v construida
apenas com os conectivos V e —, e os simbolos proposicionais que ocorrem em 1. Neste
caso, basta tomar o' = =)', e estamos prontos.

o Se @ =1 Vha entdo, por hipdtese de indugdo, existem formulas i(i = 1,2), equivalentes
respectivamente a ¥;(i = 1,2), e construidas apenas com os conectivos V e —, e os simbolos
proposicionais que ocorrem em ;(i = 1,2). Neste caso, basta tomar ¢’ = ]Vl e estamos
prontos.

o Se ¢ = 1 Ny entdo, por hipdtese de indugdo, existem formulas Pi(i = 1,2), equi-
valentes respectivamente a ;(i = 1,2), e construidas apenas com os conectivos V e
—, e os stmbolos proposicionais que ocorrem em ;(i = 1,2). Pelo exercicio |2.1.6| sabe-
mos que 1y Ay - = (=) V—ibe). Entdo basta tomar ¢’ = —(—yV—h), e estamos prontos.

o Por fim, se ¢ = 1)1 — 1o entdo, por hipdtese de indugio, existem formulas ¥j(i = 1,2),
equivalentes respectivamente a ;(i = 1,2), e construidas apenas com 0s conectivos V e
=, e os sfmbolos proposicionais que ocorrem em 1;(i = 1,2). Pelo exercicio da lista
sabemos que 1 — o = (—p1)Vabe. Entdo basta tomar ¢’ = (=) Vbl e estamos prontos.

Agora ¢é a sua vez! Resolva o exercicios a seguir:
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Exercicio 72. Prove, sem utilizar tabela de verdade, que para qualquer férmula o, existe uma
formula ¢’ equivalente a @ construida apenas com o0s conectivos — e —, e com o0s simbolos
PTOPOSICIONALS qUE 0COTTEM em .

Exercicio 73. Prove, sem utilizar tabela de verdade, que para qualquer férmula o, existe uma
formula ' equivalente a @ construida apenas com os conectivos N\ e —, e com os simbolos
PTOPOSICIONALS qUE 0COTTEM em .

Considere a gramatica da LPO:

pu=pt,...,.t) [ LI (=) [ (pA@) [ (V)| (=) | Tup|Vap

o principio de indugdo correspondente é dado como a seguir:

(Vt1, .. tn, @ plt1,. ., tn)) (@ L) Vo, Qo= Q (mp))  (*)  (¥%)
Vo, Q ¢

onde
(x) éigual a (Vo1,Q @1 AV, Q 02 = Q (1% ¥2)), * € {A\,V, = };

(%) é igual a (Vz, p, Q o(x) = Q (R.p(x))), R € {3,V}.

Exercicio 74. Seja ¢ uma férmula da logica de predicados. Definimos a tradugdo negativa de
Gadel-Gentzen de o, denotada por ¢V , indutivamente por:

) se o é uma formula atdomica, ou a constante L
—(y™) sep =
o Aoy se p =1 AP
eV =9 (@) A-(d)) sep =01V
el = of se =1 = P2
Vo () se p =V
~(Yz=(9™)) se p =3

Construa uma prova intuicionista para o sequente a sequir: —|—|(<pN ) ks cpN
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Exercicio 75. Uma férmula da légica de predicados ¢ pertence ao fragmento negativo se ¢ pode
ser construida a partir da sequinte gramdtica, onde ty,ta, ..., t, (n > 0) sdo termos:

¢ = p(tr,ba, . tn) | L] (20) [ (@A D) | (¢ — @) | (Vad)

Prove na légica minimal que ——0 F,, 0 para qualquer formula 6 pertencente ao fragmento
negativo. Use indug¢do na estrutura de 6.

Nos proximos capitulos estudaremos diversos algoritmos que utilizam a estrutura de lista encadeada,
definida pela seguinte gramdtica [ ::= nil | a :: I, onde nil representa a lista vazia, e a :: | representa a
lista com primeiro elemento a e cauda [. Como esta gramatica possui um construtor nao recursivo, e um
construtor recursivo, teremos um principio de indug¢do com um caso base, e um passo indutivo:

P nil Vih,Pl= P (h:1)
VI, Pl

O comprimento de uma lista, isto é, o nimero de elementos que a lista possui, é definido recursiva-
mente por:

0| = 0, se | = nil
Tl 1+, sel=a:l

Uma operacdo importante que nos permite construir uma nova lista a partir de duas listas ja cons-
truidas é a concatenagdo. Podemos definir a concatenacao de duas listas por meio da seguinte fungao
recursiva:

ol — lo, se l; = nil
1= = a:(l'oly), sely=a:l

Por fim, o reverso de uma lista é definido recursivamente por:

rev(l) = l se | = nil
] (rev(!")o(a::nil), sel=a:1

Os exercicios a seguir expressam diversas propriedades envolvendo estas operagoes. Resolva cada um
deles utilizando inducao.

Exercicio 76. Prove que |l; ola| = |l1] + |l2|, quaisquer que sejam as listas 11, 15.

Exercicio 77. Prove que l o nil =1, qualquer que seja a lista I.

Exercicio 78. Prove que a concatenagio de listas é associativa, isto €, (1 oly)ol3z) =10 (laol3)
quaisquer que sejam as listas 1,15 e l3.
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Exercicio 79. Prove que |rev(l)| = |l|, qualquer que seja a lista I.

Exercicio 80. Prove que rev(ly oly) = (rev(ly)) o (rev(ly)), quaisquer que sejam as listas 1y, la.

Exercicio 81. Prove que rev(rev(l)) =1, qualquer que seja a lista L.

Outra estrutura de dados importante em Computacdo € a estrutura de arvores. O caso particular do
conjunto btree das drvores bindrias, isto é, as drvores cujos nés tém dois filhos, ou sdo folhas (ndo tém
filhos) pode ser definido indutivamente pelas seguintes regras:

t1 € btree ty € btree
e C biree o(t1,t2)

A gramadtica correspondente é dada por ¢ ::= e | o(t, t).

Assim, um né sem filhos representa uma drvore (caso nao recursivo), e t; e to sdo duas arvores bina-
rias entdo podemos construir uma nova arvore como na figura abaixo:

(¢]

/N

t1 to

Observe que a arvore

é escrita como o(e, @) na sintaxe da regra recursiva acima. Enquanto que

corresponde a o(o(e, o) e). Ou ainda,
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corresponde a o(e,o(e,e)).

O principio de indugao sobre biree terd um caso base, e um caso indutivo com duas hipéteses de
indugdo. Nesta representacio a raiz da drvore estd no topo, e as folhas ficam para baixo (como ser a
arvore estivesse de cabega para baixo), mas veremos outras situagoes em que a raiz fica na parte inferior,
e as folhas ficam no topo da &rvore (como ocorre na natureza). As duas representagdes sido utililizadas
em Computagdo, como veremos.

Podemos definir a altura de uma arvore binaria da seguinte forma:

0, set=e
h(t) = { 1+ max(h(t1), h(t2)), set=o(ti,t2)

O nimero de ndés de uma arvore bindria é dado por:

1, set=e
n(t) = { 14+n(t1) +n(t2)), set=o(t1,t2)

Exercicio 82. Mostre que n(t) < 2+ _ 1. para qualquer drvore bindria t.

Podemos flexibilizar um pouco a definicdo de arvore bindria e permitir que um né tenha, no maximo,
dois filhos. Neste caso, acrescentaremos mais uma regra a nossa definicao:

t € btree t1 € btree ty € btree
e C biree o(t) o(t1,t2)
A gramaética correspondente é dada por ¢ ::= e | o(t) | o(t, t).

Podemos estender esta definicdo para arvores cujos ndes possuem até k > 0 filhos, mas na prética
ficaremos restritos a k = 3 por conta da estrutura das regras do sistema de deducdo natural tanto na
l6gica proposicional quanto na légica de predicados. Como exemplo, provaremos o Teorema de Glivenko:

Exemplo 24. O teorema de Glivenko diz que se ' k. ¢ entdo I' -; == na ldgica proposicional,
ou seja, se @ tem uma prova cldssica a partir de I', entdo ——p tem uma prova intuicionista a
partir de I' na légica proposicional. Faremos a prova deste teorema por indugdo na derivagdo
T . ¢, isto €, inducdo na estrutura da drvore correspondente d derivacdo cldssica de ¢ a partir
de I'. Queremos provar I' =; ==, quais quer que sejam I' e p.
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Capitulo 3

Algoritmos

3.1 Introducao

Nesta se¢ao vamos utilizar a LPO no estudo de algoritmos. Mais especificamente, utilizaremos a LPO
para expressarmos propriedades dos algoritmos. Os computadores e seus algoritmos estdo presentes na
maioria das atividades quotidianas, utilizamos computadores para fazer compras, transacées bancérias,
etc. Os carros, avides e equipamentos hospitalares modernos também possuem diversos sistemas embar-
cados. A medida que estes equipamentos se tornam mais comuns em nosso dia a dia, aumenta também
o seu poder de processamento e de armazenamento. Diante desta realidade é natural perguntar: como
a logica (em geral), e a LPO em particular, pode ser 1til no estudo dos algoritmos? Porque precisamos
garantir que os algoritmos sdo corretos. Mas o que significa dizer que um algoritmo é correto? Intuitiva-
mente, significa que o algoritmo sempre fornece respostas corretas para qualquer entrada possivel. Por
exemplo, se AlgOrd é um algoritmo de ordenacdo de inteiros, entdo espera-se que para qualquer vetor
de inteiros A dado, AlgOrd(A) retorne uma permutagao de A que esteja ordenada. Isto significa que as
respostas dadas pelo algoritmo sdo corretas para todas as entradas possiveis, e que estas respostas sao
geradas em tempo finito. Como veremos, em alguns casos a prova de corre¢do é simples, mas em geral,
tanto definir a nogdo de corre¢do quanto provar a propriedade sdo tarefas complexas. Uma ferramenta
que sera utilizada frequentemente nas provas de correcao de algoritmos é a indugdo matematica estudada
no capitulo anterior.

3.1.1 Busca sequencial

Como primeiro exemplo, considere o problema de buscar um elemento em um vetor de nimeros naturais.
O pseudocddigo a seguir recebe como argumentos o vetor A[0..n — 1] contendo n niimeros naturais e o
natural z procurado, e faz a busca sequencial de x em A: se A possui uma ocorréncia de x entdo o al-
goritmo retorna a posicdo 0 < ¢ < n — 1 da primeira ocorréncia encontrada. Caso contrario, o algoritmo
retorna o valor -1.

1+ 0;

while i < n and Afi] # = do
| i it 1

end

if ¢ <n then
‘ return ¢;

else
‘ return -1

end

© 0 N o s W N

Algoritmo 1: SequentialSearch(A[0..n — 1], x)

63



Parece bastante intuitivo dizer que este algoritmo é correto, mas como provar isto? Inicialmente
temos que expressar a nogao de corre¢do como uma propriedade, e em seguida, precisamos provar esta
propriedade. Em programas contendo lagos utilizamos as invariantes de lagco, que sdo propriedades sa-
tisfeitas durante toda a execucdo de um lago. A prova de uma invariante de lago consiste em trés etapas,
e é andloga a uma prova indutiva:

1. Inicializagdo: Nesta etapa mostramos que a propriedade é satisfeita antes da primeira execucao
do laco. Esta etapa é equivalente a base da indugdo em uma prova indutiva;

2. Manutencgao: Esta é a etapa mais delicada da prova porque corresponde ao passo indutivo. Aqui
assumimos por hipdtese (de indugdo) que a invariante vale antes de uma iteragio arbitraria do lago
(depois da primeira) e mostramos que a invariante continua véalida antes da préxima iteragdo. Ou
seja, assumimos que a invariante vale antes da k-ésima iteracao (k > 0) e mostramos que ao final
desta iteragdo, isto é, antes da (k + 1)-ésima iteragdo, a invariante continua satisfeita;

3. Finalizagao: Nesta etapa concluimos que a invariante é satisfeita durante toda a execugao do lago,
e esta informacdo ¢ utilizada para estabelecer a corre¢dao do algoritmo.

Com estas informagdes, construiremos uma invariante para o lago while (linhas 2-4) que nos permita
concluir a correcao ao final da execucao do algoritmo. A construgdo da invariante costuma ser a etapa
mais dificil porque precisamos pensar em uma propriedade que seja verdadeira antes da execugdao do
lago (inicializagdo), permanega verdadeira durante toda a execugdo do lago (manutencio) e tal que sua
validade ao final da execugdo do lago nos permita concluir sua correcio (finalizagdo).

No caso da busca sequencial queremos mostrar que ao final da execucdo, o algoritmo SequentialSearch
retorna -1 se  ndo ocorre em A, e retorna 0 < i < n — 1 se a primeira ocorréncia de x é na posicao i
do vetor A. Precisamos adaptar esta propriedade de forma que possa ser utilizada ao longo da execugao
do algoritmo, e ndo apenas ao final de sua execugao. Sabemos que uma nova iteracdo do lago while s6
ocorrera se o elemento x néo foi ainda encontrado, pois caso contrdrio o algoritmo para. A partir destas
observacgoes, considere a seguinte invariante para o lago while do algoritmo SequentialSearch:

Antes da i-ésima iteracdo do lago while, o subvetor A[0..i — 1] ndo possui ocorréncias de x.

A prova de uma invariante é construida pelos 3 passos citados acima:

Demonstragdo. A prova é dividida em 3 passos:

e Inicializagdao: Precisamos mostrar que antes da primeira iteracao do laco while, o subvetor
A[0..i — 1] ndo possui ocorréncias de z. Este passo é trivial porque antes da primeira iteragio,
temos que ¢ = 0, e portanto o subvetor A[0..i — 1] é vazio.

e« Manutencao: Este é o passo que exige mais cuidado na prova. Observe que antes da primeira
iteracao o valor de 7 é 0. Considerando que as condigoes do laco sejam satisfeitas, ¢ serd incremen-
tado, e portanto antes da segunda iteragdo o valor de ¢ é 1, e assim sucessivamente. Logo, antes
da k-ésima iteragdo k > 1, o valor de i é k — 1 e podemos assumir por hipétese que o subvetor
AJ0..k — 2] ndo possui ocorréncias de z. Para que a préxima iteragdo ocorra, precisamos que k < n
e A[k — 1] # x. Nestas condigdes, temos que o subvetor A[0..k — 1] ndo possui ocorréncias de x
preservando assim, a invariante.
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» Finalizagdo: Ao final da execugdo do lago, a condigdo "i < n and A[i] = z (0 <4 < n)'ndo é mais
satisfeita, e portanto temos que i > n ou A[i] = (0 <4 < n). Se i > n entdo o vetor A ndo possui
ocorréncias de x e o algoritmo retorna -1 de acordo com a linha 5. Se A[i] =z (0 < i < n) entéo a
posicao ¢ é retornada, uma vez que o elemento procurado estd na posicao i do vetor A. Isto finaliza
a prova de corregdo do algoritmo SequentialSearch.

O

Agora vamos analisar a complexidade em tempo e espago deste algoritmo. Observe que a execucao
do algoritmo nao demanda espago adicional, ou seja, o espago utilizado para a sua execucao é o espaco
alocado para armazenar o vetor A e nada mais. Neste caso, dizemos que a complexidade em espaco
do algoritmo SequentialSearch é constante. Uma complexidade, seja em tempo ou espago, constante é
a melhor situacdo que podemos ter, ou seja, a mais eficiente possivel. As classes bésicas de eficiéncia
que utilizaremos para analisar algoritmos sdo listadas a seguir em ordem crescente de complexidade em
funcéo do tamanho n da entrada:

Classe | Nome

1 constante

logn logaritmica

n linear

n.logn | linearitmica

n? quadrética

n3 cuibica

nF polinomial (k > 1 e finito)
a” exponencial (a > 2)

n! fatorial

A andlise da complexidade de tempo do algoritmo SequentialSearch nio é tdo imediata quanto a
analise feita para a complexidade de espago, ainda que seja simples. Podemos comecar com a seguinte
pergunta: qual o custo de execugdo de cada linha do algoritmo SequentialSort? A linha 1 faz uma
atribuigdo, cujo custo nado depende do tamanho n do vetor A, e portanto é razoavel dizer que este custo
é constante, digamos ¢;, uma constante positiva. Observe que esta constante ndo depende do pardmetro
n, mas do computador e da linguagem de programagado. As linhas 2-4 constituem um lago cujo corpo
contém apenas uma atribui¢do. Ainda que o custo da linha 3 possa ser o mesmo da linha 1, vamos
denoté-lo pela constante positiva c3. Quantas vezes a linha 3 é executada? Isto depende tanto do vetor
A quanto da chave z. De fato, se z ocorre na primeira posicao de A, isto é, se A[0] é igual a x entdo a
condicao do lago é executada uma tnica vez, mas a linha 3 ndo é executada nenhuma vez independente
de existirem outras ocorréncias de z em A. Esta é a situacdo constitui o melhor caso possivel, e por isso
é chamada de andlise do melhor caso. Se A[0] # x e x ocorre na segunda posicdo de A entdo a linha 3 é
executada uma tnica vez, enquanto que a linha 2 é executada duas vezes. Em geral, observe que a linha
que define um lago é sempre executada uma vez a mais do que as linhas que compéem o seu corpo. Por
fim, se & nao ocorre no vetor A entao a linha 2 serd executada n + 1 vezes enquanto que a linha 3 serd
executada n vezes. Esta situacdo vai configurar a andlise do pior caso. Por fim, o condicional da linha
5 serd executado uma tnica vez a um custo constante, digamos cs5, e apenas uma das linhas 6 ou 8 sera
executada uma Unica vez. Juntando todas estas informagoes podemos entao dividir a anélise em 2 casos:

Andlise do melhor caso na busca sequencial

Como vimos anteriormente, o melhor caso ocorre quando o elemento procurado ocorre na primeira po-
sicdo do vetor A. Os custos associados por linha nesta situacio sdo apresentados na seguinte tabela:
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Linha | Custo Observacao
C1
C2
0 nao é executada
cs
Co
0 nao é executada
Total | ¢1 +¢co +¢5 + cg

CoO O Ut W N

Denotando por Ty(n) o custo no melhor caso (best case) para a busca sequencial considerando que
o vetor A possui n elementos, temos que Ty(n) = ¢1 + ¢3 + ¢5 + ¢6. Neste caso dizemos que o custo da
busca sequencial é constante em funcao do tamanho n da entrada.

Analise do pior caso na busca sequencial

Agora vamos compilar as informagoes discutidas anteriormente considerando que o laco da linha 2 é
executado o maior niimero de vezes possivel, o que acontece quando o elemento procurado nao ocorre no
vetor:

Linha | Custo
1 C1
2| co.(n+1)
3 Cc3.M
5 Cs
6|0
8 Cs
Total | ¢1 +co.(n+ 1)+ cgn+cs+cs

Denotando por T,,(n) o custo no pior caso (worst case) para a busca sequencial considerando que o
vetor A possui n elementos, temos que T,,(n) = ¢1 + ca.(n+ 1) 4+ c¢3.n + ¢5 + ¢s. Neste caso dizemos que
o custo da busca sequencial € linear em funcéo do tamanho n da entrada. Antes de refinarmos a anélise
e apresentarmos as definicdes precisas das andlises de melhor e pior caso, vejamos um outro exemplo
considerando agora o problema da ordenagio de um vetor.

3.1.2 O algoritmo de ordenagao por insercao (insertion sort)

Nesta se¢do estamos interessados em ordenar n > 0 ntimeros naturais em ordem crescente. Suponha
que estes nimeros estdo armazenados no vetor A[0..n — 1]. Entéo, ao final do processo queremos obter
uma permutacdo de A[0..n — 1], digamos A’[0..n — 1] tal que A’[i — 1] < A’[i], para todo 1 < i < n.
Estudaremos diversas formas distintas de abordar este problema nas proximas se¢bes, mas aqui vamos
iniciar com o algoritmo de ordenacdo por insercao (insertion sort), cujo pseudocddigo é dado a seguir:

1 for j=1ton—1do
2 | key < A[j];

8 | i1

4 while i >0 and A[i] > key do
5 Ali +1] « Ali];
6 i1

7 end

8 Al + 1] « key;
9 end

Algoritmo 2: InsertionSort(A[0..n — 1])
A primeira pergunta que precisamos responder é: este algoritmo é correto? Isto é, ele satisfaz as
especificacoes do problema que propoe resolver?
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A corregao do algoritmo de ordenacgao por insergao

Queremos ordenar os elementos de um vetor, assim esperamos que os elementos do vetor gerado apds
a execugao do algoritmo coincidam com os elementos do vetor original, e que o vetor resultante esteja
ordenado. Como vimos no exemplo anterior, em algoritmos iterativos utilizamos as invariantes de lago
para estabelecer a correcdo do algoritmo. Dada a dindmica do algoritmo InsertionSort, considere a se-
guinte invariante de lago:

Antes da j-ésima iteragdo do lago for (linhas 1-9), o subvetor A[0..j — 1] estd ordenado e contém os
mesmos elementos do vetor original A[0..j — 1].

Assim, se esta propriedade for valida ao final da execugdao do lago for, i.e. antes da n + 1-ésima
iteragdo, teremos que o vetor gerado consiste dos elementos do vetor original A[0..n — 1] ordenado. Isto
corresponde a dizer que InsertionSort é correto.

Como entdo provar esta invariante para InsertionSort? A prova é por indugdo no nimero de iteragoes
do lago for:

o Inicializacdo (Base da indugdo):
Antes da primeira iteracdo do lago for, temos que 7 = 1 (condigdo necesséria para iniciar o lago),
e portanto a invariante é trivial porque o subvetor unitario A[0] estd ordenado por defini¢ao.

o Manutencao (Passo indutivo):

Considere a k-ésima iteragao, isto é, j = k (1 < k < n). Temos como hipétese que "Antes da k-
ésima iteragdo do lago for o subvetor A[0..k — 1] é uma permutagio que estd ordenada do subvetor
original A[0..k — 1]."Assim, durante a k-ésima iteragdo, o lago while vai deslocar cada elemento
maior do que A[k], i.e. key, uma posicio para a direita até encontrar a posi¢do correta onde o
elemento A[k| deve ser inserido, de forma que neste momento o subvetor A[0..k] estd ordenado e
possui os mesmos elementos do subvetor A[0..k] original. A incrementarmos o valor de k para a
proxima iteragdo, a invariante é reestabelecida. Informalmente estamos dizendo que o lago while
encontra a posicdo correta para inserir A[j] (que estd armazenado na varidvel key). Provaremos
este fato com a ajuda de uma invariante para o lago while:

Antes de cada iteragdo do lago while, o subvetor A[i + 1..j] possui elementos que sdo maiores
ou iguais a key.

A prova é também por inducdo no ntimero de iteracées do laco while:

1. Inicializacdo: Antes da primeira iteragdo do while temos que i + 1 = j = k, e como
key = A[j] a invariante estd satisfeita.

2. Manutencao: Por hipdtese de indugdo temos que o subvetor A[i + 1..j] possui elementos
que sdo maiores ou iguais a key. Durante uma iteracdo do lago, o elemento A[i] é copiado na
posicao i + 1 do vetor A, e portanto a invariante continua valendo.

3. Finalizacao: Ao final da execucao do lago, temos que ¢ é, de fato, a posicdo correta para
inserir o elemento A[k] j& que todos os elementos do subvetor A[i+ 1..5] sGo maiores ou iguais
a key. E importante observar que a inser¢io do elemento Alk] na posigdo i ndo elimina ne-
nhum elemento do vetor original porque o elemento que estd na posi¢ao ¢ foi copiado para a
posicao i + 1, se o laco while foi executado pelo menos uma vez, ou ele é o proprio elemento
armazenado em key, quando o lago nao é executado.
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e Finalizacgao: Ao final da execucao do laco for, temos j = n, e portanto a invariante corresponde
a dizer que o vetor A[0..n — 1] obtido ao final da execugdo do algoritmo estd ordenado, e é uma
permutacdo do vetor original A[0..n — 1]. Assim, concluimos a prova da corregdo do algoritmo
InsertionSort.

Exercicio 83. Prove que o algoritmo BubbleSort a sequir é correto.

1 for i=0ton—2do

2 for j=0ton—2—1ido

3 if Alj+1] < A[j] then

4 | swap A[j] and A[j +1];
5 end

6 end

7 end

Algoritmo 3: BubbleSort(A[0..n — 1])

Exercicio 84. Prove que o algoritmo BubbleSort2 [§] a sequir é correto.

1 for i=0ton—-2do

2 for j=n—1 downtoi+ 1 do
3 if A[j] < A[j —1] then

4 | swap A[j] and A[j —1];
5 end

6 end

7 end

Algoritmo 4: BubbleSort2(A[0..n — 1])

Exercicio 85. Prove que o algoritmo SelectionSort a seguir € correto.

for i=0ton—2do

min < i;

for j=i+1ton—1do
if A[j] < A[min] then
‘ min < j;
end

end

swap Ali] and Almin];

end

© ® N e oA W N R

Algoritmo 5: SelectionSort(A[0..n — 1])

A complexidade do algoritmo de ordenagao por insercao

Agora faremos uma analise da complexidade do algoritmo de ordenacéo por insercao semelhante andloga
a feita para a busca sequencial. Certamente, ordenar um vetor com 1000 demanda mais tempo do que
ordenar apenas 3 elementos, assim é usual descrever o tempo de execugdo de um algoritmo em fungao
do tamanho da entrada que neste caso é o nimero n de elementos a serem ordenados. Novamente assu-
miremos que cada linha do pseudocddigo é executada em tempo constante, mas este tempo pode diferir
de uma linha para outra. Assim, denotaremos por ¢; a constante que corresponde ao tempo de execugao
da i-ésima linha do pseudocédigo. Vejamos, entao, o custo de execugao do algoritmo InsertionSort. O
lago for da linha 1 é executado n vezes, enquanto que o corpo do lago é executado n — 1 vezes, uma vez
para cada j = 1,...,n — 1. Denotaremos por ¢; o ntimero de vezes que o teste do laco while da linha 4
é executado, de forma que temos o seguinte custo por linha:

Portanto, o custo total, que denotaremos por T'(n) é dado por:
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Linha | Custo | Numero de execugbes | Custo total
1| n c1.n
2| e n—1 co.(n—1)
3| c3 n—1 cs.(n—1)
4| e iyt c1. 301
5| cs STt — 1) c5. Y0y (t; — 1)
6 | cs YTt~ 1) co- Y2 (t — 1)
8 | cs n—1 cg.(n—1)

T(n)=cin+ca.(n—1)+c3.(n—1) 4 ¢4. th + 05.Z(tj —1)+ cﬁ.Z(tj —1)4cs.(n—1)

Jj=2 Jj=2 Jj=2

Agora note que, mesmo para entradas de mesmo tamanho, o tempo de execugdo pode mudar. De fato,
um vetor que tenha mais elementos a serem reposicionados tera um custo maior para ser ordenado. Por-
tanto, a andlise do melhor caso se d4 quando o vetor ja estiver ordenado pois t; = 1, para todo 2 < j < n:

Ty(n) = cm+c(n—1)+cz.(n—1)4+cs.(n—1)+cs.(n—1)
= (a1+cet+czt+catcg)n—(ca+c3+ca+cs)

ou seja, uma funcao linear de n. Por outro lado, a analise do pior caso se d4 quando o vetor estiver
ordenado decrescentemente pois t; = j (por que?), e portanto

To(n) = crm+ (ca+es+cs).(n—1) + ca( 52 4 (65 4 ). (=250
ou seja, uma fungdo quadratica de n.

A forma de analise feita para InsertionSort acima, assim como para SequentialSearch na se¢ao anterior,
apresenta alguns problemas porque as constantes utilizadas podem mudar dependendo do computador,
da linguagem de programac¢ao ou mesmo do estilo de programacao utilizados. Uma maneira de ignorar
estas especificidades, e fazer uma analise que seja independente destes aspectos, consiste na utilizagao
de uma notagdo adequada, a notagdo assintdtica, que considera o comportamento de fungoes no limite,
isto é, para valores suficientemente grandes do pardmetro n. A ideia é que possamos pegar uma fungao
como Ty, (n) = c¢1 + ca.n + c3.(n — 1) 4+ ¢ + ¢s que expressa o custo no pior caso do algoritmo de busca
sequencial, e dizer que ela cresce como n, sem a necessidade de considerar as constantes. Faremos isto
considerando o conjunto das funcoes que sdo limitadas superiormente por um miultiplo constante de n.
Observe que podemos facilmente construir uma cota superior para a fungido Ty, (n) da seguinte forma
Tw(n) =c1+can+tes.(n—1)+cg+cg < cp.n+cantesn—cz+cgn+cgn < (c1+cat+est+ces+cs).n < cn
para qualquer constante ¢ > ¢1 4+ ¢a + ¢3 + ¢ + cg e n > 1. Neste caso, dizemos que a fungio Ty, (n)
é O(n), ou seja, que T, (n) é de ordem n. Formalmente, temos a seguinte definicdo para o conjunto
O(g(n)) que contém todas as fungdes que sdo da ordem de g(n):

Definicao 25. Seja g(n) uma funcio dos inteiros nao-negativos nos reais positivos. Entdo O(g(n)) é o
conjunto das fungoes (também dos inteiros nao-negativos nos reais positivos) tal que existem uma cons-
tante real ¢ > 0 e uma constante inteira ng > 0 satisfazendo a desigualdade f(n) < c-g(n),¥n > ng. Al-
ternativamente, O(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas ¢ e ng tais que 0 < f(n) < c-g(n),¥n >

TLQ.}

Observe que uma funcdo f(n) pode estar em O(g(n)) mesmo que f(n) > g(n),¥n. O ponto im-
portante é que f(n) tem que ser limitada por um miltiplo constante de g(n). A relagdo entre f(n) e
g(n) para valores pequenos de n também é desconsiderada. Intuitivamente, os termos de menor ordem
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de uma funcéo assintoticamente positiva podem ser ignorados na determinacdo da cota superior porque
sdo insignificantes para valores grandes do parametro n. Assim, quando n é grande qualquer porgao ou
fragdo do termo de maior ordem é suficiente para dominar os termos de menor ordem.

Normalmente, escrevemos T'(n) € O(n?) para dizer que T'(n) é O(n?) j& que O(n?) é um conjunto.
No entanto, é comum encontrarmos o uso da igualdade T'(n) = O(n?) ao invés de T'(n) € O(n?). A
conveniéncia do uso da igualdade sera vista posteriormente, mas o importante aqui é entender que esta
igualdade é unidirecional, e portanto ndao pode ser confundida com a igualdade tradicional. Por exemplo,

escrevemos T'(n) = O(n?), mas O(n?) = T'(n) ndo é correto. O nimero de fungdes anénimas em uma ex-
n

pressao € igual ao nimero de vezes que a notacao assintética aparece: por exemplo, na expressao Z O(i)

i=1
contém apenas uma fungdo anonima (a fungdo que tem pardmetro 4), e portanto esta expressdo nao é o
mesmo que O(1) + O(2) + ... 4+ O(n) (que ndo possui uma interpretagdo clara). A notacgdo assintética
também pode aparecer do lado esquerdo de uma equacdo: 2n? + O(n) = O(n?). Neste caso, indepen-
dentemente da forma como as fungoes anoénimas sao escolhidas do lado esquerdo da equacao, existe uma
forma de escolher func¢ées anoénimas do lado direito da equacao de forma que a equacédo se verifique. No
caso do exemplo acima, temos que para qualquer f(n) = O(n), existe uma funcio g(n) = O(n?) tal que
2n2 + f(n) = g(n),Vn.

Equacgdes também podem ser encadeadas como em 2n? + 3n + 1 = 2n% + O(n) = O(n?), e podem
ser interpretadas separadamente de acordo com as regras anteriores. Assim, a primeira equacio nos
diz que existe alguma funcdo f(n) = O(n) para a qual a equagdo se verifica para todo n. A segunda
equacdo nos diz que para toda fungdo g(n) = O(n), existe uma fungdo h(n) = O(n?) tal que a equacio se
verifica para todo n. Este encadeamento é transitivo, ou seja, podemos concluir que 2n?+3n+1 = O(n?).

O lema a seguir nos permite utilizar limites para utilizar a notacao assintética:

Lema 26. Se li_>m i;g:;; = ¢ < 00, incluindo o caso em que ¢ =0, entdo f(n) = O(g(n)).

Demonstracao. Exercicio.
O

Observe que a outra direcio do lema anterior nio vale: de fato, considere f(n) = n e g(n) = 2l
onde Ign é o logaritmo de n na base 2. Temos que f(n) = O(g(n)) porque f(n) =n = 28" < 2llenl+1 —

2.2llen] — 2.g(n),Vn. No entanto, o limite lim LAY nao existe, j4 que o quociente L) scila.
n—oo g(n) g(n)
Teorema 27. 1. Se lim f((n)) = ¢ < 00, onde ¢ é uma constante real positiva, entio f(n) = O(g(n))
n—oo g(n
e g(n) = O(f(n));
o fn) . _ ,
2. Se lim ——= =0 entdo f(n) = O(g(n)), mas g(n) # O(f(n));
n—oo g(n)
- fn) . _
3. Se lgm o) +oo entdo f(n) # O(g(n)), mas g(n) = O(f(n)).
Demonstracao. Exercicio.
O
No caso de InsertionSort, a analise do pior caso nos dé a funcao
Tw(n) = cn+(ca+ez+cg).(n—1)+ c;d@) + (e5 + c@.(%) que é O(n?).

Como exercicio, mostre em detalhes que a complexidade do pior caso de InsertionSort é O(n?).
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Assim, considerando as expressdes (ou polindmios) construidas(os) até agora, observamos que a classe
de complexidade é obtida considerando-se 0 mondmio de maior grau sem levar em conta o coeficiente.
Portanto, a construcdo do polinémio a partir do custo de cada linha do algoritmo nao é uma estratégia
eficiente porque no final consideraremos apenas a parcela mais significativa, ou seja, 0 mondémio de maior
grau. Vamos entao buscar diretamente a parte do algoritmo que nos dé este monoémio de maior grau.
Observando a Tabela[J] concluimos que o termo quadrético vem da linha 4, mais precisamente da compa-
ragdo A[i] > key que é executada em cada iteracdo do lago for. Entdo podemos fazer uma andlise bem
mais direta do que a feita anteriormente para chegarmos a mesma conclusdo. Como durante a i-ésima
iteracao do lago for, a linha 4 é executada i vezes, temos:

A andlise do melhor caso também pode ser feita da mesma forma considerando que a cada iteracéo
do lago for, a linha 4 é executada uma Unica vez:

Da mesma forma, na busca sequencial o custo linear do pior caso pode ser obtido calculando direta-
mente o nimero de comparacoes feitas na linha 2. A notacdo O nos d4 uma cota superior para o custo
de execucgao de algoritmos, mas ela também pode ser utilizada para estabelecer uma cota para a com-
plexidade de espago utilizado durante a execucao de um algoritmo. Tanto a busca sequencial quanto o
algoritmo de ordenagao por insercao nao necessitam de espaco adicional de armazenamento, e portanto,
em ambos os casos a complexidade é constante, ou seja, é igual a O(1). Dizemos que algoritmos de
ordenagdo que nao demandam espago adicional fazem a ordenagdo in place. Posteriormente estudaremos
algoritmos que necessitam de espago adicional. Na tabela abaixo, resumimos as andlises feitas até agora:

’ Algoritmo \ tempo (melhor caso) \ tempo (pior caso) \ espaco ‘
Sequential search | O(1) O(n) 0(1)
Insertion sort O(n) O(n?) o(1)

Uma ferramenta bastante til na anélise assint6tica é conhecida como regra do mdximo:

O(f(n) + g(n)) = O(maz(f(n),g(n))) (3.1)

Depois de alguns exercicios, e de apresentarmos mais alguns detalhes sobre a notagao assintdtica,
estudaremos um pouco da chamada andlise do caso médio. A andlise do melhor caso nos dé uma ideia
de situagoes especificas em que o algoritmo tem a melhor performance possivel, mas a andalise do melhor
€aso nao costuma ser muito informativa e normalmente nao é relevante. A analise do pior caso, por outro
lado, tem bastante relevancia e serd explorada exaustivamente nas proximas se¢des. Ela é importante
porque nos fornece o pior cenario possivel para o algoritmo. Com isto sabemos que o algoritmo nao
pode ter um comportamento menos eficiente do que o apresentado pela analise do pior caso. No entanto,
esta andlise pode ser excessivamente pessimista considerando uma situacao mais realista. Por exemplo,
pode ser que o pior cenario s6 ocorra para uma ou duas entradas especificas dentre uma infinidade de
possibilidades igualmente possiveis. A anélise do caso médio pode nos fornecer uma ideia da eficiéncia do
algoritmo considerando uma média dentre todos os tempos de execugdo possiveis, o que ndo corresponde
a média entre as andlises do melhor e pior casos.

Por fim, é importante ter em mente que a notagao assintética nos permite analisar a taxa de cres-
cimento, ou ordem de crescimento do tempo de execucao de um algoritmo, e portanto as simplificagoes
feitas na obtencao da cota superior nao devem ser esquecidas em situagoes praticas. Por exemplo, con-
sidere dois algoritmos A e B com complexidades, respectivamente, iguais a O(n?) e O(n3). Qual dos
dois algoritmos é mais eficiente? Para valores grandes de n certamente o algoritmo A é mais eficiente,

71



mas devemos levar em consideragao que no calculo destas classes de complexidade diversas constantes
foram ignoradas. Se soubéssemos, por exemplo, que o algoritmo A realiza 100.n? operacdes, enquanto
que o algoritmo B realiza 5.n operacdes para resolver o mesmo problema, entio agora sabemos que
para n < 20 o algoritmo B ¢é mais eficiente.

Exercicio 86. Complete a tabela abaizo considerando os pseudocddigos apresentados nos exercicios[7 e[9

] Algoritmo \ tempo (melhor caso) \ tempo (pior caso) \ espagco ‘
Sequential search | O(1) O(n) 0(1)
Insertion sort O(n) O(n?) o(1)

Bubble sort
Selection sort

Exercicio 87. Mostre que n = O(n?).
Exercicio 88. Mostre que 100n + 5 = O(n?).
Exercicio 89. Mostre que @ = 0(n?).
Exercicio 90. Mostre que n® # O(n?).

Exercicio 91. Sejam f(n),g(n) e h(n) fungoes dos inteiros ndo-negativos nos reais positivos. Mostre

que se f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(h(n)) entdo f(n) = O(h(n)).

Assim, como O(g(n)) estabelece uma cota superior para fungoes, o conjunto £2(g(n)) estabelece uma
cota inferior para as fungoes:

Definicao 28. Seja g(n) uma funcio dos inteiros ndo-negativos nos reais positivos. Entao (g(n)) é o
conjunto das fungoes (também dos inteiros nio-negativos nos reais positivos) tal que existem uma cons-
tante real ¢ > 0 e uma constante inteira ng > 0 satisfazendo a desigualdade c¢- g(n) < f(n),Vn > ng. Al-
ternativamente, Q(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas ¢ e ng tais que 0 < c-g(n) < f(n),¥vn >
no.}

Quando dizemos que o tempo de execugao de um algoritmo é Q(g(n)), queremos dizer que indepen-
dentemente da entrada de tamanho n, o tempo de execucdo desta entrada é pelo menos uma constante
multiplicada por g(n) para n suficientemente grande. Ou seja, estamos fornecendo uma cota inferior no
melhor caso. Por exemplo, no melhor caso, o algoritmo InsertionSort é Q(n), e portanto, o tempo de
execucdo do algoritmo InsertionSort estd entre Q(n) e O(n?). A definicio alternativa para o conjunto
Q(g(n)) em termos de limites é dada pelo lema a seguir:

Lema 29. Uma fungio f(n) = Q(g) se lim fgn)) > 0, incluindo o caso em que o limite € igual a co.
n—oo g(n

Demonstracao. Exercicio.
O

A forma mais precisa de expressar o comportamento assintético de um algoritmo é fornecendo cotas
superiores e inferiores ao mesmo tempo. No parigrafo anterior, apresentamos uma cota superior e uma
cota inferior para o algoritmo InsertionSort. No entanto, estas cotas sdo de classes diferentes, o conjunto
O(g(n)), definido a seguir, é utilizado quando ambas as cotas sdo da mesma classe.
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Definicdo 30. Seja g uma fungio dos inteiros ndo-negativos nos reais positivos. Entio ©(g(n)) € o
conjunto das fungoes (também dos inteiros ndo-negativos nos reais positivos) tal que existem constantes
reais positivas ¢y e ¢y, e uma constante inteira ng > 0 satisfazendo a desigualdade ¢1 - g(n) < f(n) <
c2-g(n),Vn > ng. Alternativamente, ©(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas c1,ca e ng tais que
0<eci-g(n) < f(n) <co-g(n),vn > mne.}

Como qualquer constante pode ser vista como um polinémio de grau 0, podemos representar fungoes
constantes como O(n"), ou simplesmente, ©(1). O lema a seguir apresenta uma caracterizacio do con-
junto ©(g(n)) em termos de limite:

f(n)

Lema 31. Uma fungio f(n) = ©(g(n)) se lim ﬁ = ¢, para alguma constante 0 < ¢ < 0.
n—oo g(n
Demonstracao. Exercicio.
O
Teorema 32. 1. Se lim f((n; = ¢ < 00, onde ¢ é uma constante real positiva, entdo f(n) = O(g(n));
n—oo g(n
o fn) " _ .
2. Se lim ——= =0 entdo f(n) = 0(g(n)), mas f(n) # O(g(n));
o fn) - _
3. Se lim = 400 entio f(n) = Q(g(n)), mas f(n) # O(g(n)).
n—o0 g(n)
Demonstracao. Exercicio.
O

n
Exercicio 92. Prove que Zik = @(nk+1) para qualquer inteiro k > 0 fixado.
i=1

Teorema 33. Dadas fungdes f(n) e g(n), temos que f(n) = O(g(n)) se, e somente se, f(n) = 0(g(n))
e f(n) = Q(g(n)).

Demonstracao. Exercicio.
Lema 34. 1. f(n) = O(g(n)) se, e somente se g(n) = Q(f(n));
2. Se f(n) = ©(g(n)) entdo g(n) = O(f(n));

3. © define uma relagao de equivaléncia sobre as fungées. Cada conjunto O(f(n)) é uma classe de
equivaléncia que chamamos de classe de complexidade;

4. Qf(n) + g(n)) = Qmax{f(n),g(n)});

9. O(f(n) + g(n)) = O(max{f(n), g(n)});

Definicao 35. Seja g(n) uma fungio dos inteiros ndo-negativos nos reais positivos. Definimos, o(g(n)) =
{f(n) : para qualquer constante positiva ¢, existe uma constante positiva ng tal que 0 < f(n) < c -
g(n),¥Yn > ng.}
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Lema 36. Uma fungio f(n) =o(g) se lim ——= =0.

Definicao 37. Seja g(n) uma fungio dos inteiros ndo-negativos nos reais positivos. Definimos, w(g(n)) =
{f(n) : para qualquer constante positiva c, existe uma constante positiva ng tal que 0 < c-g(n) < f(n),Vn >
Tlo.}

Lema 38. Uma fungio f(n) = w(g(n)) se lim “——= = oo, se este limite existir.

Lema 39. Se f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(h(n)) entao f(n) = O(h(n)), ou seja, a notagio O é transi-
tiva. Também sdo transitivos 2,00 e w.

Teorema 40. lgn = o(n®),VYa > 0. Ou seja, a fungdo logaritmo cresce mais lentamente do que qualquer
poténcia de n (incluindo poténcias fraciondrias)

Teorema 41. n* = o(2"),Vk > 0. Ou seja, poténcias de n crescem mais lentamente que a fungio ex-
ponencial 2. Mais ainda, poténcias de n crescem mais lentamente do que qualquer funcdo erponencial
c"c> 1.

2
Exercicio 93. Mostre que % —3n = 0O(n?).

Exercicio 94. Mostre que 6n® # ©(n?).

Exercicio 95. Sejam f(n), g(n) e h(n) fungées ndo-negativas tais que f(n) = O(h(n)) e g(n) = O(h(n)).
Prove que f(n) + g(n) = O(h(n)).

3.1.3 Analise do caso médio

Nas sessoes anteriores fizemos a analise do melhor caso e do pior caso para a busca sequencial, e para
o algoritmo de ordenacéo por insercao. Nesta secdo definiremos cada uma destas nogoes, assim como a
andlise do caso médio. A complexidade do pior caso consiste em considerar, dentre todas as entradas
possiveis de um dado tamanho, aquela ou aquelas entradas para as quais o algoritmo em consideragao
executa o maior nimero de passos possivel, ou seja, o maior niimero de operagoes basicas:

Definigao 42. Sejam D,, o conjunto das entradas de tamanho n para o algoritmo em questio, e I € D,,.
Seja t(I) o nimero de operagdes bdsicas executadas pelo algoritmo na entrada I. Definimos a fungio W,
que denota a complexidade do pior caso, por:

W(n) =max{t(I)| I € D,}

Analogamente, a complexidade do melhor caso é dada por:

Definicao 43. Sejam D,, o conjunto das entradas de tamanho n para o algoritmo em questdo, e I € D,,.
Seja t(I) o nidmero de operagoes basicas executadas pelo algoritmo na entrada I. Definimos a fungdo B,
que denota a complexidade do melhor caso, por:
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B(n) =min{¢t(I) | I € D,,}

Como comentamos anteriormente, a analise do melhor caso nao costuma ser muito informativa por-
que pode ocorrer de forma esporadica, e normalmente nao é relevante. Em outras palavras, a anélise do
melhor caso faz pouco sentido porque sempre é possivel construir um algoritmo que é rapido para uma
entrada particular. Por outro lado, a andlise do pior caso nos fornece uma cota superior para o tempo de
execucao do algoritmo que, por si s0, ja é bastante util. No entanto, esta analise pode ser excessivamente
pessimista: por exemplo, pode ser que o pior cendrio s6 ocorra para uma ou duas entradas especificas
dentre uma infinidade de possibilidades igualmente possiveis. A tentativa de fugir destes extremos nos
leva a andlise do caso médio, que pode nos fornecer uma ideia da eficiéncia do algoritmo considerando
uma média dentre todos os tempos de execucao possiveis. E importante observar que a anslise do caso
médio nao corresponde a média entre as andlises do melhor e pior casos. Formalmente, temos a seguinte
definigao:

Definigao 44. Sejam D,, o conjunto das entradas de tamanho n para o algoritmo em questdo, e I € D,,.
Seja t(I) o nidmero de operagées basicas executadas pelo algoritmo na entrada I, e p(I) a probabilidade
de ocorréncia da entrada I. Definimos a complexidade do caso médio por:

A(n) =Y p(1)-4(I)

IeD,

Portanto, a complexidade do caso médio consiste em uma espécie de média ponderada onde os pesos
sdo probabilidades. Antes de fazermos um exemplo, vamos fazer algumas consideracbes sobre a com-
plexidade do caso médio. Ainda que seja importante pelas razdes apontadas no paragrafo anterior, a
complexidade do caso médio nao é tao comum quanto a complexidade do pior caso. A principal razao é
que ela é em geral dificil de ser determinada. Sempre que possivel incluiremos a complexidade do caso
médio em nossas andlises, mas na maioria dos casos ficaremos restritos a andlise do pior caso. Como
primeiro exemplo de anélise do caso médio, vamos fazer esta andlise para o algoritmo de busca sequen-
cial. Para simplificar este primeiro exemplo, suponha que a chave procurada ocorra no vetor, e também
assumiremos que a chave pode ocorrer com mesma probabilidade em qualquer uma das n posi¢oes do
vetor A. Antes de prosseguirmos com este exemplo, vamos revisar algumas nogdes importantes de pro-
babilidade.

Definicao 45. Um experimento é deterministico quando repetido em condicoes semelhantes conduz a
resultados essencialmente idénticos. Jd os experimentos que quando repetidos sob as mesmas condicoes
produzem resultados geralmente diferentes sdo ditos aleatérios. Um espacgo amostral é um conjunto que
contém os resultados possiveis de um experimento aleatorio. Os elementos de um espago amostral sdo
chamados de eventos elementares, enquanto que subconjuntos do espago amostral séo chamados de even-
tos.

Por exemplo, considere o seguinte experimento aleatério: jogar um dado e observar o niimero mos-
trado na face de cima. O espago amostral deste experimento é o conjunto = {1,2,3,4,5,6}. Qualquer
um dos elementos deste conjunto é um evento elementar, enquanto que o subconjunto A = {2,4,6}
corresponde ao evento que acontece se o nimero mostrado na face de cima é par. Os experimentos
aleatérios que consideraremos aqui possuem as seguintes caracteristicas:

1. H4 um ntmero finito de eventos elementares, e a uniao de todos os eventos elementares é o espaco
amostral;
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2. Os eventos elementares sdo igualmente provaveis;
3. Todo evento é a uniao de eventos elementares.
Defini¢do 46. Definimos a probabilidade de um evento A, notagio p(A), como sendo o quociente
#(A)

p(A) = m

Como consequéncia desta definicdo temos as seguintes propriedades:
1. Para todo evento A, 0 < p(A) < 1;

2. p() = 1;

3. p(0) =0;

4. Se AN B = () entdo p(AU B) = p(A) + p(B).

Voltando para o exemplo da busca sequencial, observe que ao assumirmos que a probabilidade da
chave ocorrer em qualquer das n posi¢oes do vetor A, estamos dizendo que esta probabilidade é igual a %
O espago amostral que estamos considerando é o conjunto D,, das entradas de tamanho n. Denotaremos
por I; o evento correspondente ao caso em que a chave ocorre na j + 1-ésima (0 < j < n — 1) posicdo do
vetor A, e portanto a unido destes eventos é igual ao espago amostral:

L_J=

O ntmero de comparagoes realizadas para I; é t(I;) = j + 1, e portanto aplicando a definicdo da
complexidade do caso médio, onde p(I | succ) denota a probabilidade da entrada I para o caso de sucesso,
temos:

n—1 n—1 n

1 1. 1In(m+1) n+l

As(n) = Z p([|succ).t([)=2 p(L; | succ).t ZE (G+1) :Zﬁ 5 =5
1€D, J=0 7=0 j=1

Agora vejamos como a teoria da probabilidade pode nos ajudar a completar a analise do caso médio.
A definigdo a seguir apresenta as nogoes de esperanca e esperanca condicional a partir de varidveis ale-
atorias que sdo varidveis reais que dependem do evento elementar que ocorreu. Em outras palavras, é
uma func¢ao definida para eventos elementares, isto é, X : 2 — R. No caso da busca sequencial, a fun¢ao
t que recebe um evento elementar de I € D,, e retorna o nimero de comparagoes feitas é uma varidvel
aleatoéria. Ou seja, o nosso espaco amostral D,, contém as entradas de tamanho n, e cada possivel entrada
é um evento elementar.
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Definicdo 47. Seja f(e) uma varidvel aleatdria definida sobre um conjunto de eventos elementares
e € U. A esperanga de f, denotada por E(f), é definida por

H=> fle)ple
ecU

Normalmente, a esperanca de f é chamada de valor médio de f. A esperanca condicional de f dado um
evento S, denotada por E(f | S), é definida por

E(f18) =Y fle)ple|S)=>_ fle)-ple|S)

ecU e€sS

onde a ultima igualdade se justifica pelo fato de que a probabilidade condicional de qualquer evento que
ndo esteja em S € igual a 0.

Portanto a esperanga de ¢ (nimero de comparagoes) é igual a A,(n) calculado acima. Quando a chave
nao ocorre no vetor, n comparagoes sao feitas, e denotaremos esta informacao por Ay(n) =n. A analise
do caso médio da busca sequencial é feita juntando estas informagoes de acordo com a lei da esperanca
condicional enunciada a seguir:

Lema 48. Sejam f(e) e g(e) varidveis aleatdrias definidas sobre um conjunto de eventos elementares
e €U, e S um evento qualquer. Entao:

E(f+g)=E(f)+ E(9)
2. E(f) =p(9)-E(f|S)+p(=9).E(f|~S)

Voltando ao nosso exemplo, consideraremos dois eventos: succ que consiste das instancias de D,
(eventos elementares) que possuem a chave procurada, e = > que contém as instancias de D,, que nao
possuem a chave procurada. Assumindo que p(succ) = ¢, temos:

n+1
A(n) = p(suce).As(n) + p(—suce). Af(n) = ¢.( 5 )+ (1-—¢)n=n(1- g) + g
Assim, se a probabilidade da chave ocorrer no vetor for a mesma de nao ocorrer, i.e. se ¢ = = entao

A(n) = 3”“ = O(n), ou seja, a busca sequencial tem complexidade linear no caso médio.

O exemplo acima nos mostra como o conjunto D,,, das entradas de tamanho n, deve ser interpre-
tado. Ao invés de considerar todos os possiveis vetores de tamanho n, identificamos as propriedades das
entradas que afetam o comportamento do algoritmo. No exemplo, isto corresponde a considerar quando
a chave é um elemento do vetor, e em que posi¢oes ocorre. Um elemento I € D,, pode ser visto como
um conjunto (ou uma classe de equivaléncia) de todos os vetores e chaves que ocorrem em uma posigio
especifica do vetor, ou que nao ocorre no vetor. Entdo ¢(I) é o niimero de operagoes realizadas para
qualquer das entradas em I.

Exercicio 96. Considere o problema de busca em um wvetor ordenado. Como o algoritmo de busca
sequencial poderia ser melhorado para realizar a busca neste caso? Faca a andlise do pior caso e caso
médio para o seu algoritmo modificado.
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3.1.4 Casamento de padroes

Dados um texto ¢ (sequéncia de n caracteres) e uma palavra p (string) (sequéncia de m < n caracteres)
que chamaremos de padrdo, queremos encontrar a posigdo i da primeira ocorréncia de p em t (string
matching), ou retornar -1 caso nio existam ocorréncias de p em ¢t. Mais precisamente, ¢ corresponde a
posicao do caractere mais a esquerda da primeira ocorréncia de p em t tal que ¢; = po, ..., tir; = pj,

oy titm—1 = Pm—1-

Caso outras possiveis ocorréncias de p precisem ser encontradas, basta que o algoritmo continue até
que todo o texto seja percorrido. Um algoritmo forga-bruta para resolver este problema funciona da
seguinte forma: alinhe o primeiro caractere da palavra p com o primeiro caractere do texto t e inicie a
comparagao entre os caracteres correspondentes. Quando os caracteres coincidem, dizemos que houve
um casamento (matching), e prosseguimos para o caractere seguinte até, eventualmente parar depois
do casamento do ultimo caractere da palavra p. Quando durante este processo, um caractere do texto
diverge do caractere correspondente da palavra, dizemos que ocorreu um mismatching, e neste caso, pre-
cisamos deslocar a palavra uma posicao a direita da posi¢do atual, para entdo reiniciarmos o processo.
Observe que a ultima posicdo do texto ¢ a partir da qual ainda pode o casamento com a palavra p é
n —m ja que depois desta posicdo nao temos mais caracteres suficientes para casar com a palavra p. A
seguir, apresentamos o pseudocddigo que implementa esta ideia:

1 for i=0ton—mdo

2 j <0

3 | while j <m and P[j] =T[i + j] do
4 ‘ j—J+1

5 end

6 if j = m then

7 ‘ return ¢;

8 end

9

end
10 return —1;

Algoritmo 6: BFStringMatch(T[0..n — 1], P[0..m — 1])

Exercicio 97. Qual € a operacdo bdsica realizada por este algoritmo? Lembre-se que a operagdo bdsica
€ aquela que € mais relevante para a andlise do custo do algoritmo.

Exercicio 98. Qual é a complexidade deste algoritmo no melhor caso? Observe que o nimero de opera-
¢oes basicas a serem realizadas depende tanto do tamanho n do texto quanto do tamanho m da palavra,
e portanto esta andlise deve levar em conta os dois parametros.

Exercicio 99. Qual € a complexidade deste algoritmo no pior caso? Observe que o numero de operagoes
bdsicas a serem realizadas depende tanto do tamanho n do texto quanto do tamanho m da palavra, e
portanto esta andlise deve levar em conta os dois parametros.

3.2 Recursao

Recursao é um método para resolver problemas computacionais que depende das solu¢des de instancias
menores do mesmo problema[l2] Nesta secido estudaremos alguns algoritmos recursivos, e iniciaremos
pelas versoes recursivas da busca sequencial e da ordenagao por inser¢do. Como a utilizagdo da recursao
é muito natural no contexto funcional, isto é, da programacao funcional, apresentaremos os algoritmos
recursivos diretamente no assistente de provas Coq.
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3.2.1 Busca sequencial recursiva
Considere a seguinte fungdo recursiva:
FALSE, se [ = nil;

seq_search x l:= (¢ TRUE, sel=h:l'eh=u;
seq_search x ', sel=h:1l'eh#ux;

Prove que se x for um elemento de [ entdo seq search x | retorna TRUE, e retorna FALSE,
quando x nao ocorre em [.

A busca sequencial pode ser definida recursivamente como seq_search l x := seq_search_auzx l x 0,
onde:

Em Coq, temos:

Definition seq_search (1: list nat) (x: nat) := seq_search_aux 1 x 1.

Fixpoint seq_search_aux (1: list nat) (x pos: nat) :=
match 1 with

| nil => 0
| h::tl => if h =7 x then pos else seq_search_aux tl x (S pos)
end.

A fungdo recursiva seq_search é definida em termos da fungido auxiliar seq_search_aux que recebe
uma lista 1 de naturais, e os naturais x e pos como argumentos, e retorna 0 se 1 for a lista vazia. Ou
seja, estamos assumindo que a primeira posicao valida de uma lista é 1. Caso contrario, isto €, se 1 tem
a forma h::tl entdo comparamos o primeiro elemento da lista h com o elemento procurado x, e se eles
sdo iguais retornamos a posicao atual pos. Caso contrario, continuamos recursivamente a busca de x na
cauda t1 da lista original depois de atualizar a varidvel pos em uma unidade.

TODO A corregao do algoritmo de busca sequencial

TODO A complexidade do algoritmo de busca sequencial

3.2.2 TODO Busca binaria

A busca bindria é mais eficiente que a busca sequencial, mas este algoritmo assume que o vetor, onde a
busca sera realizada a busca, estd ordenado. O pseudocddigo da busca bindria em um vetor ordenado
de inteiros com n elementos é dado a seguir:
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if high < low then
‘ return -1;
end
mid = | (high + low)/2];
if key > A[mid] then
‘ return BinarySearch(A, mid + 1, high, key);
end
else
if key < A[mid] then
‘ return BinarySearch(A4, low, mid — 1, key);
end
else
‘ return mid;
end

© 00 N o ok W o=

[ S SO ST
B w N = o

end

[un
%]

Algoritmo 7: BinarySearch(A[l..n], low, high, key)

Exercicio 100. Faca a andlise da complexidade do melhor caso para este algoritmo.

Exercicio 101. Faca a andlise da complexidade do pior caso para este algoritmo.

A corregdo deste algoritmo pode ser estabelecida em duas etapas. A primeira dela consiste em
provar que se a chave key ndo ocorre no vetor A[l..n], entdo BinarySearch(A[l..n], 1, n, key) retorna o
valor -1, e a segunda consiste em provar que o algoritmo retorna a posi¢ao correta do elemento procurado.

Exercicio 102. Prove o lema a sequir:

Seja A[l..n] um vetor ordenado de inteiros distintos. Mostre que se a chave key ndo ocorre em
A[l..n], entdo BinarySearch(A[l..n],1,n, key) retorna o valor -1.

Dica: Indugio (forte) sobre o tamanho n do vetor.

Exercicio 103. Prove o lema a sequir:

Seja A[l..n] um vetor ordenado de inteiros distintos. Mostre que se a chave key ocorre em A[l..n],
entdo BinarySearch(A[l..n],1,n,key) retorna o valor mid tal que Almid] = key.

3.2.3 Ordenacao por insercao recursivo

Nesta se¢ao estudaremos o algoritmo de ordenagéo por insercao recursivo. A estrutura de dados utilizada
é a de listas, e para simplificar trabalharemos com ntmeros naturais, mas as ideias sdo as mesmas para
ordenarmos qualquer estrutura que possua uma ordem total. Vimos no capitulo anterior que as listas de
naturais possuem dois construtores: nil para representar a lista vazia, e o operador :: que nos permite
construir uma nova lista a partir de um ntimero natural e de uma lista. Assim, a lista unitaria contendo
apenas o natural 5 é representada por 5 :: nil, enquanto que a lista 1 :: (5 :: nil), ou simplesmente
1:: 52 mel, representa a lista que tem 1 como primeiro elemento, e a lista 5 :: nil como cauda.

A operacao que d4 nome ao algoritmo é a operagao de insercao porque a cada passo queremos inserir

um novo elemento em uma lista ji ordenada. Suponha, por exemplo, que queiramos inserir o nimero
3 na lista 1 :: 5 :: nil, isto é, o nosso objetivo final é obter a lista ordenada 1 :: 3 :: 5 :: nil. Para isto,
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precisamos inicialmente comparar o 3 com o primeiro elemento da lista, e o resultado desta comparacao
nos diz que o 3 deve ser inserido depois do 1, ou seja, em algum lugar da cauda da lista. Em seguida,
comparamos o 3 com o primeiro elemento da cauda, ou seja, com 5, e como 3 < 5, sabemos que ele deve
ser inserido antes do 5. Esta ideia estd implementada na funcao insere definida a seguir:

Definicdo 49. Sejam x um nidmero natural, e | uma lista de nimeros naturais. A fungdo (insere x )
que insere o natural x na lista | € definida recursivamente como a sequir:

x :: nil, se l =nil
insere r | = T, sel=hutlex<h

h:: (insere x tl), sel=h:=tlex>h

O algoritmo de ordenagéo por inser¢ao entao consiste em recursivamente, dada uma lista nao vazia
h :: tl, inserir o primeiro elemento h na versao ordenada da cauda tl. Ou seja, o algoritmo de ordenagao
por insercao que sera implementado pela fungdo de ord_insercao vai receber como argumento uma lista
l para ordenar. Se [ for a lista vazia nao ha nada a fazer, e caso contrario, recursivamente ordenamos a
cauda da lista para entao inserir o novo elemento:

Definicao 50. Seja | uma lista de nimeros naturais. A funcao ord_insercao € definida recursivamente
como a Sequir:
d i [— nil, se l = nil
ora_insercao t = { insere h (ord_insercao tl), sel=h :tl
Vejamos como este algoritmo funciona na pratica. Suponha que queiramos ordenar a lista 3 :: 2
1 :: nil. Ao fornecermos esta lista como argumento para a fun¢do ord_insercao, temos:

ord_insercao (3::2::1::nil) = def. ord_insercao)
insere 3 (ord_insercao (2 :: 1 :: nil)) = def. ord_insercao)
insere 3 (insere 2 (ord_insercao (1 :: nil))) = def. ord_insercao)
insere 3 (insere 2 (insere 1 (ord_insercao nil))) = (def. ord_insercao)

(i
©
insere 3 (insere 2 (insere 1 nil)) =
(i
(

Py

def. insere)
insere 3 (insere 2 (1 :: nil)) = def. insere)
insere 3 (1 :: (insere 2 nil)) = def. insere)
insere 3 (1::2::nil) = def. insere)
1:: (insere 3 (2 = nil)) = def. insere)
1::2:: (insere 3 nil) = def. insere)

1:2:3:nil
Veja que o algoritmo ordenou corretamente a lista 3 :: 2 :: 1 :: nil, mas serd que ele ordena correta-
mente qualquer lista de nliimeros naturais? Para responder esta pergunta, vamos analisar se o algoritmo
é correto ou nao.

A corregao do algoritmo de ordenagao por insergao

Nesta secao vamos provar que o algoritmo de ordenagdo por insercdo apresentado na secao anterior é
correto. Para isto precisaremos definir algumas nogoes que serao utilizadas também em outros algorit-
mos de ordenagdo. A primeira nogdo que precisamos definir formalmente é a de ordenagdo. Ou seja, o
que significa dizer que uma lista estda ordenada? A defini¢do a seguir apresenta o predicado sorted que
caracteriza a nocao de lista ordenada:

Definicao 51. Sejam x e y numeros naturais, e | uma lista de niumeros naturais. O predicado sorted,
que caracteriza o fato de uma lista estar ordenada, € definido por meio das sequintes regras de inferéncia:
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(sorted_nil) (sorted__one)

sorted nil sorted x :: nil

<y sorted y :: 1

(sorted__all)
sorted x iy il

A regra (sorted_nil) é um axioma que estabelece que a lista vazia estd ordenada. A regra (sorted_one)
também é um axioma que estabelece que listas unitdrias estdo ordenadas. A regra (sorted_all) possui
duas condigbes para que uma lista da forma x :: y :: [ esteja ordenada: = < y e a lista y :: | tem
que estar ordenada. Em outras palavras, a regra (sorted_all) diz que uma lista com pelo menos dois
elementos estd ordenada, se o primeiro elemento é menor ou igual ao segundo elemento, e a cauda da
lista (ou seja, a lista do segundo elemento em diante) estd ordenada. Note que as varidveis z, y e
a lista [ estdo implicitamente quantificadas universalmente na Definigdo Segundo esta defini¢do, a
lista (1 :: 2 :: 3 :: nil) estd ordenada. De fato, a prova deste fato é dada pela seguinte arvore de derivagao:

(sorted__one)
(sorted__all)
(sorted__all)

2<3 sorted (3 :: mil)
1<2 sorted (2 :: 3 :: nil)
sorted (1 ::2:: 3 nil)

Com esta definicdo em maos, podemos provar uma propriedade da fungao insere que ficou implicita:

Lema 52. Sejam x um numero natural, e | uma lista de numeros naturais. Se | estd ordenada entdo
(insere x 1) também estd ordenada.

Demonstragao. A prova é por inducdo na estrutura da lista [. Se [ for a lista vazia entdo (insere x [) é
a lista unitdria x :: nil que estd ordenada por definigdo (regra sorted_one). Se [ é da forma h :: tl entdo
temos dois casos a considerar:

o = < h: Neste caso, insere x (h :: tl) retorna a lista x :: h :: tl que estd ordenada ja que x < h e,
por hipétese, a lista h :: tl estd ordenada:

(hip.)

z<h sorted h :: tl
(sorted__all)

sorted x :: h :: tl

e x > h: Neste caso, = serd inserido na cauda tl, e por hipdtese de indugdo temos que a lista
(insere x tl) estd ordenada. Como a lista h :: tl estd ordenada, entdo h é menor ou igual a todo
elemento de tl. Logo h é menor ou igual que todo elemento da lista (insere x tl), e portanto a lista
h:: (insere x tl) estd ordenada.

O

Agora vamos refazer esta prova no Coq. Note que uma das grandes vantagens da utilizacdo de um
assistente de provas é justamente a possibilidade de verificagdo de que uma prova feita manualmente
estd, de fato, correta. Isto é muito importante em provas mais complexas onde erros podem passar
despercebidos. Iniciaremos definindo a funcdo insere em Coq. Fungbes recursivas sao definidas usando
a palavra reservada Fixpoint:
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Require Import List Arith.

Fixpoint insere x 1 :=
match 1 with
| nil => x::nil
| h::tl => if x <=7 h then x::1
else h :: (insere x tl)
end.

Na primeira linha importamos duas bibliotecas, a primeira chamada List nos permite usar a notacao
x::1 para representar uma lista com cabeca x e cauda 1. A segunda biblioteca, chamada Arith, nos
permite usar a comparacao booleana <=7. Observe que a definicdo acima é a mesma funcao da Definigao
ambas retornam a lista unitaria x::nil quando 1 ¢é a lista vazia, e quando 1 tem a forma h::tl, a
funcdo retorna x::1 quando x < h, e h:: (insere x tl), caso contrario. O predicado sorted é definido
em Coq utilizando a palavra reservada Inductive. Neste caso, cada regra da Defini¢do [51] aparece como
sendo um construtor da definicdo:

Inductive sorted: list nat -> Prop :=

| sorted_nil: sorted nil

| sorted_one: forall x, sorted (x::nil)

| sorted_all: forall x y 1, x <= y —-> sorted (y::1) -> sorted (x::y::1).

Agora estamos prontos para enunciar o Lema em Coq, e iniciar a prova fazendo indugdo na es-
trutura da lista 1. Observe que utilizamos o comando induction 1 as [|h tl] para utilizarmos os
mesmos nomes que aparecem na prova do Lema mas este detalhe ndo muda nada na estrutura da
prova. Poderiamos ter utilizado apenas o comando induction 1, e a unica diferenga é que o Coq utili-
zaria nomes de variaveis diferentes para se referir a cabega e cauda da lista 1.

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].

Temos entao dois casos a considerar:

2 goals (ID 37)

forall x : nat, sorted nil -> sorted (insere x nil)

goal 2 (ID 41) is:
forall x : nat, sorted (h :: tl) -> sorted (insere x (h :: tl))

O primeiro caso se da quando a lista 1 é a lista vazia. Entdo basta introduzirmos a variavel x e a hi-
potese sorted nil no contexto, e aplicarmos a defini¢cdo de insere via a tatica simpl para concluirmos
com a aplicagdo da regra sorted_one:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [lh t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.

O segundo caso se dd quando a lista 1 tem a forma (h::t1l). Apds introduzirmos a varidvel x e a
hipétese sorted (h::tl), precisamos provar que sorted (insere x (h::tl)):
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: nat, sorted tl -> sorted (insere x tl)

h : nat

tl list nat

IHt1 forall x

X : nat

H : sorted (h :: tl)

sorted (insere x (h :: tl))

Observe a hipotese de inducao IHt1 que foi gerada pelo principio de indugao aplicado a estrutura da
lista 1: ela tem exatamente a mesma forma do lema (ou seja, expressa a mesma propriedade) aplicada
a cauda tl da lista 1. De acordo com a prova que fizemos para o Lema neste ponto precisamos
comparar x e h para decidir o que fazer de acordo com a definicdo da funcdo insere. Podemos entao
aplicar a tatica simpl (de simplificagdo) para que a defini¢do de insere seja aplicada no objetivo atual:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).

Proof.

induction 1 as [|h t1].
- intros x H.

simpl.

apply sorted_one.
- intros x H.

simpl.

A janela de prova correspondente é:

: nat, sorted tl -> sorted (insere x tl)

h : nat

tl list nat

THt1 forall x

X : nat

H : sorted (h :: tl)

sorted (if x <=7 h then x :: h ::

tl else h ::

insere x tl)

Agora precisamos lidar com o condicional if para dividirmos a prova nos dois subcasos esperados.

Para isto, utilizamos a tatica destruct com (x <=7

h) como argumento:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).

Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.
- intros x H.
simpl.

destruct (x <=7 h) eqn:Hle.

Observe que a tatica destruct foi utilizada com dois argumentos: (x <=7

h) e egn:Hle. O pri-

meiro argumento divide a prova nos dois subcasos desejados, ou seja, x < h e x > h. J4 o argumento
eqn:Hle mantém a informagio dos casos que estdo sendo analisados no contexto, isto é, na janela de

prova:

2 goals (ID 61)

h : nat
tl : list nat
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IHtl : forall x : nat, sorted tl -> sorted (insere x tl)
X : nat

H : sorted (h :: tl)

Hle : (x <=7 h) = true

sorted (x :: h :: tl)

goal 2 (ID 62) is:
sorted (h :: insere x tl)

Se a informagdo da hipotese Hle ndo fosse relevante para a prova, poderiamos ter utilizado a téatica
destruct apenas com o argumento (x <=7 h). Mas observe que para provarmos sorted (x::h::tl)
precisamos, de acordo com a regra sorted_all, mostrar que x < h e que sorted (h::tl), e para isto
precisaremos das hipoteses Hle e H, respectivamente.

No primeiro subcaso precisamos provar sorted (x::h::tl), ou seja, que uma lista com pelo menos
dois elementos estd ordenada. Entao, aplicamos a regra sorted_all. Isto vai dividir a prova em dois
novos subcasos: no primeiro precisamos provar que x <= h, e no segundo, sorted (h::tl). O segundo
caso ¢ imediato da hipdtese H, entdo vamos focar no primeiro caso. Observe que x <= h é essencialmente
o que diz a hipdétese Hle: (x <=7 h) = true, mas escrito de outra forma. Estas diferentes formas de
escrever a mesma informacdo estdao relacionadas com a teoria por tras do Coq e fogem do escopo deste
livro. Entao o que precisamos fazer é descobrir como passar de uma notacao para outra. O Coq tem
diversos comandos de busca, dentre os quais estd o comando Search. Para resolver o nosso problema
precisamos encontrar lemas que envolvam a relagdo <=. Podemos fazer esta busca com o comando Search
le ou Search "_ <= _". Em ambos os casos, o Coq vai exibir uma janela com o resultado da busca. A
seguir aparecem trés dos resultado listados que estao relacionados com os operadores <= e <=7:

leb_complete: forall m n : nat, (m <=7 n) = true -> m <= n
leb_correct: forall mn : nat, m <= n -> (m <=7 n) = true
Nat.leb_le: forall nm : nat, (n <=? m) = true <-> n <=m

Note que o lema leb_correct nao serve para nossos propositos porque nao temos o operador <=
nas hipdteses, e sim na conclusdo. Mas tanto leb_complete quanto Nat.leb_le resolvem este caso, e
ambos podem ser aplicados tanto na conclusdo quanto na hipotese Hle. Por exemplo, para aplicar a
tatica leb_complete na conclusdo utilizamos o comando apply leb_complete. Abaixo temos a prova
com a aplicacdo do lema leb_complete na hipdtese Hle:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.
- intros x H.
simpl.
destruct (x <=7 h) eqn:Hle.
+ apply sorted_all.
* apply leb_complete in Hle.
assumption.
* assumption.

Retornando para a prova do lema insere_sorted, precisamos analisar o caso em que x > h. Veja
como esta condigdo aparece na hipétese Hle neste momento da prova:
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h : nat

tl list nat

IHtl : forall x : nat, sorted tl -> sorted (insere x tl)
X : nat

H : sorted (h :: tl)

Hle (x <=7 h) = false

sorted (h :: insere x tl)

Para utilizarmos aqui o mesmo argumento da prova do Lema precisaremos encontrar uma forma
de representar que um elemento é menor ou igual a todo elemento de uma lista, e relacionar este fato
com o predicado sorted. Para isto, definimos o predicado le_all, de forma que le_all x 1 representa
o fato de que x é menor ou igual a todo elemento de 1, da seguinte forma:

Definition le_all x 1 := forall y, Iny 1 -> x <= y.

Ou seja, x é menor ou igual a todo elemento de 1 se x <y, para todo y que seja elemento de 1. O
predicado In estd definido em Coq, de forma que In y 1 significa que y é um elemento de 1. A defini¢do
do predicado In pode ser vista com o comando Print In:

In =
fun A : Type =>
fix In (a : A) (1 : list A) {struct 1} : Prop :=

match 1 with

| nil => False

| b::m=>b=a\/Inanmn
end

forall A : Type, A -> list A -> Prop

A palavra reservada fix denota que In é uma fungdo recursiva (exatamente como fazemos com
Fixpoint). Assim, se a lista dada como segundo argumento em In a 1 for a lista vazia a fungdo
retorna False, ou seja, a ndo é um elemento de 1. Caso contrario, suponha que 1 tem a forma b: :m,
e neste caso verificamos se b=a ou entao recursivamente continuamos a busca pelo elemento a na cauda m.

Agora podemos enunciar o argumento que precisamos para completar a prova do lema insere_sorted,
ou seja, precisamos provar que se 1 é uma lista ordenada, e a é um natural menor ou igual a todo ele-
mento de 1 entao a lista (a::1) estd ordenada:

Lemma le_all_sorted: forall 1 a, le_all a 1 -> sorted 1 -> sorted (a::1).

Este lema pode ser provado por andlise de casos sobre a estrutura da lista 1, isto é, basta inspe-
cionarmos o que ocorre quando 1 é a lista vazia e quando é uma lista ndo vazia. Vocé pode estar se
perguntando: mas ndo é isto que fazemos em uma prova por indugdo? Sim, a diferenca é que na anélise
de casos nao precisamos da hipétese de inducdo. Enquanto uma prova por inducéo é feita com a tatica
induction, a andlise de casos é feita com a tatica case:

Lemma le_all_sorted: forall 1 a, le_all a 1 -> sorted 1 -> sorted (a::1).
Proof.

intro 1.

case 1.

Neste ponto a prova ¢é divida em dois subcasos, um quando 1 ¢é a lista vazia, e outro quando 1 é uma
lista nao vazia:
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2 goals (ID 42)

1l : list nat

forall a : nat, le_all a nil -> sorted nil -> sorted (a :: nil)

goal 2 (ID 43) is:
forall (n : nat) (10 : list nat) (a : nat),
le_all a (n :: 10) -> sorted (n :: 10) -> sorted (a :: n :: 10)

O restante desta prova serd deixado como exercicio, e como dica fica a sugestdo de dar uma olhada
no lema in_eq que pode ser util para completar a prova.

Exercicio 104. Complete a prova do lema le_all_sorted.

Agora podemos retomar a prova do lema insere_sorted e aplicar o lema le_all_sorted que aca-
bamos de provar. Isto vai dividir a prova em dois subcasos:

2 goals (ID 114)

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall x : nat, sorted tl -> sorted (insere x tl)
X : nat

H : sorted (h :: tl)

Hle : (x <=7 h) = false

le_all h (insere x tl)

goal 2 (ID 115) is:
sorted (insere x tl)

No primeiro subcaso precisamos provar que h é menor ou igual a todo elemento da lista (insere x t1),
e no segundo, que a lista (insere x tl) estd ordenada. Como provar le_all h (insere x t1)? Isto
é, como provar que h é menor ou igual a todo elemento da lista (insere x t1)? A hipdtese Hle diz,
usando a comparagdo booleana, que h < x. Adicionalmente, a hipétese H diz que a lista (h::tl) estd
ordenada, e portanto h tem que ser menor do que todo elemento em t1. Estes dois fatos nos permitem
concluir informalmente o que queremos, mas como fazer isto em Coq? A ideia é novamente enunciar um
lema auxiliar que serd provado separadamente:

Lemma le_all_insere: forall 1 x y, y <= x -> le_all y 1 -> le_all y (insere x 1).
Proof.
Admitted.

Olema le_all_insere expressa a propriedade que precisamos para continuar a prova do lema insere_sorted.
Ao invés de provarmos este lema agora, vamos usa-lo para ver se realmente conseguimos avangar na prova

de insere_sorted. Sua prova sé sera feita depois de verificarmos que o ele é realmente 1til. Esta é uma
estratégia importante no desenvolvimento de provas formais porque evita gastarmos energia na prova

de um lema que eventualmente precise ser modificado, ajustado ou mesmo eliminado em um momento
posterior. O comando Admitted é utilizado nesta situacao: permite que a utilizacdo do lema ainda que

ele ndo esteja provado. Ao aplicarmos o lema le_all_insere ao contexto atual, isto é, ao primeiro dos
objetivos gerados na aplicagdo do lema le_all_sorted, obtemos uma nova bifurcagao da prova:

87



h : nat

tl : list nat

IHtl : forall x : nat, sorted tl -> sorted (insere x tl)
X : nat

H : sorted (h :: tl)

Hle : (x <=7 h) = false

h <= x

goal 2 (ID 117) is:
le_all h tl1

O primeiro subobjetivo, a saber h <= x pode ser provado a partir da hipétese Hle:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.
- intros x H.
simpl.
destruct (x <=7 h) eqn:Hle.
+ apply sorted_all.
* apply leb_complete in Hle.
assumption.
* assumption.
+ apply le_all_sorted.
* apply le_all_insere.
** apply leb_complete_conv in Hle.
apply Nat.lt_le_incl in Hle.
assumption.

No segundo ramo da prova precisamos provar le_all h tl, ou seja, que h é menor ou igual a todo
elemento da lista t1. Precisamos entao de uma propriedade semelhante ao lema le_all_sorted, mas
na outra direcao:

Lemma sorted_le_all: forall 1 a, sorted (a::1) -> le_all a 1.
Proof.
Admitted.

Também deixaremos a prova deste lema para um momento posterior, mas ¢ importante estar seguro
de que todos os lemas deixados em aberto expressam propriedades corretas. Este é o caso do lema
sorted_le_all porque se a lista (a::1) estd ordenada entdo o primeiro elemento tem que ser menor
ou igual a todos os elementos da cauda. Este segundo ramo é concluido de forma imediata com a ajuda
deste lema:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.
- intros x H.
simpl.
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destruct (x <=7 h) eqn:Hle.
+ apply sorted_all.
* apply leb_complete in Hle.
assumption.
* assumption.
+ apply le_all_sorted.
* apply le_all_insere.

** apply leb_complete_conv in Hle.
apply Nat.lt_le_incl in Hle.
assumption.

** apply sorted_le_all.
assumption.

O segundo caso gerado na aplicagdo do lema le_all_sorted consiste na prova de que a lista (insere
x tl1) estd ordenada:

1 goal (ID 115)

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall x : nat, sorted tl —-> sorted (insere x tl)
X : nat

H : sorted (h :: tl)

Hle : (x <=7 h) = false

sorted (insere x tl)

Note que podemos obter sorted (insere x tl) da hipdtese de inducao IHt1 desde que a lista t1 esteja
ordenada, isto é, desde que tenhamos uma prova de sorted tl. Esta prova pode ser obtida da hipétese
H, pois se a lista (h::t1) estd ordenada entdo sua cauda tl também esté ordenada. Apesar deste fato
ser Obvio, precisamos provar mais este resultado auxiliar no Coq:

Lemma sorted_sublist: forall 1 a, sorted (a::1) -> sorted 1.

A prova deste lema pode ser feita via anélise de casos na estrutura da lista 1 e é deixada como exercicio:

Exercicio 105. Prove o lema sorted_sublist.

Agora podemos concluir a prova do lema insere_sorted:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.
- intros x H.
simpl.
destruct (x <=7 h) eqn:Hle.
+ apply sorted_all.
* apply leb_complete in Hle.
assumption.
* assumption.
+ apply le_all_sorted.
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* apply le_all_insere.

** apply leb_complete_conv in Hle.
apply Nat.lt_le_incl in Hle.
assumption.

** apply sorted_le_all.
assumption.

* apply IHtl.
apply sorted_sublist in H.
assumption.
Qed.

Agora que sabemos que os lemas le_all_insere e sorted_le_all sdo efetivamente tteis em nossa
formalizacdo, podemos prova-los.
Vamos iniciar com a prova do lema sorted_le_all, que é feita por inducdo na estrutura da lista 1:

Lemma sorted_le_all: forall 1 a, sorted (a::1) -> le_all a 1.
Proof.
induction 1.

Quando a lista 1 é a lista vazia (base da indugdo), precisamos provar que o natural a é menor ou igual
a todo elemento da lista vazia. Como a lista vazia ndo possui nenhum elemento, dizemos que este fato
é verdadeiro por vacuidade, isto é, porque nao existe nenhum elemento que o contradiz. Para ver como
este tipo de situacao ocorre em Coq, vamos abrir a definicdo de le_all com o comando unfold le_all:

Lemma sorted_le_all: forall 1 a, sorted (a::1) -> le_all a 1.
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros a H.
unfold le_all.

O comando unfold le_all simplesmente substitui a expressdao le_all a 1 pela expressao correspon-
dente a definicao de le_all:

1 goal (ID 79)

a : nat
H : sorted (a :: nil)

forall y : nat, In y nil -> a <=y

Depois de fazermos as introdugdes possiveis, temos a hipdtese In y nil. Como a lista vazia ndo possui
elementos, a tatica inversion nos permite concluir este ramo da prova.

Lemma sorted_le_all: forall 1 a, sorted (a::1) -> le_all a 1.
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros a H.
unfold le_all.
intros y Hnil.
inversion Hnil.

No passo indutivo, a lista 1 tem a forma h: :t1, e a janela de prova apds fazermos as introdugoes possiveis
é a seguinte:
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1 goal (ID 86)

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall a : nat, sorted (a :: tl) -> le_all a tl
a’ : nat

H : sorted (a’ :: h :: tl)

le_all a’ (h :: tl1)

Entao precisamos provar que a’ é menor ou igual a todo elemento da lista (h::tl). Dividiremos esta
tarefas em dois passos: primeiro mostraremos que a’ é menor ou igual a h, e depois que a’ é menor
ou igual a todo elemento da lista t1. Para isto vamos enunciar mais um lema auxiliar cuja prova seréd
deixada como exercicio:

Exercicio 106. Prove o lema a sequir utilizando andlise de casos na estrutura da lista 1:

Lemma le_le_all: forall 1 x y, y <= x -> le_all y 1 -> le_all y (x::1).

A aplicagao do lema le_le_all divide a prova nos dois subcasos descritos acima. A prova de que a’
< h pode ser obtida da hipdtese H porque a regra sorted_all diz que para uma lista com dois ou mais
elementos estar ordenada, o primeiro elemento precisa ser menor ou igual ao segundo. Entao utilizamos
a tatica inversion para que esta condigcdo seja gerada a partir da hipétese H:

Lemma sorted_le_all: forall 1 a, sorted (a::1) -> le_all a 1.
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros a H.
unfold le_all.
intros y Hnil.
inversion Hnil.
- intros a’ H.
apply le_le_all.
+ inversion H; subst.
assumption.

O segundo subcaso gerado consiste em provar le_all a’ tl. Para isto podemos utilizar a hipotese de
indugdo. Veja a janela de prova atual:

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall a : nat, sorted (a :: tl) -> le_all a tl
a’ : nat

H : sorted (a’ :: h :: tl)

le_all a’ tl

Com o comando apply IHtl aplicamos a hipotese de indugdo ao objetivo atual, e o novo objetivo a ser
provado passa a ser o antecedente da implicacdo que compde a hipétese de indugdo considerando que a
variavel universal a de IHt1 foi instanciada com a’:

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall a : nat, sorted (a :: tl) -> le_all a tl
a’ : nat
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H : sorted (a’ :: h :: tl)

sorted (a’ :: tl)

A prova de sorted (a’::tl) pode ser obtida a partir da hipétese H, se pudéssemos remover o segundo
elemento da lista (a’::h::t1l), mas como fazer isto? Exatamente, através de um lema auxiliar ja que a
extracdo do segundo elemento de uma lista ordenada nao decorre diretamente das definigbes que temos.
Esta tarefa fica como exercicio e pode ser feita por andlise de casos:

Exercicio 107. Complete a prova do lema sublist_sorted:

Lemma sublist_sorted: forall 1 al a2, sorted (al :: a2 :: 1) -> sorted (a1l :: 1).
Proof.
intro 1; case 1.

A dltima pendéncia em relacdo a prova do lema insere_sorted é o lema auxiliar le_all_insere
Esta prova serd deixada como exercicio ja que sua prova pode ser feita com a ajuda dos lemas auxiliares
ja apresentados, ou seja, nenhum lema auxiliar adicional é necessario.

Exercicio 108. Prove o lema a sequir utilizando indug¢ao na estrutura da lista 1:

Lemma le_all_insere: forall 1 x y, y <= x -> le_all y 1 -> le_all y (insere x 1).

Seguimos um longo caminho até completarmos uma versao formal (ou mecénica) da prova do Lema
Uma pergunta natural é: existe um caminho mais curto, ou em outras palavras, existe uma outra
prova possivel para este lema? A resposta é sim! A seguir apresentamos uma prova alternativa que nao
requer lemas auxiliares:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.
- intros x H.
simpl.
destruct (x <=7 h) eqn:Hle.
+ apply sorted_all.
* apply leb_complete in Hle.
assumption.
* assumption.
+ generalize dependent tl.
intro tl; case tl.
* intros IH H.

simpl.

apply sorted_all.

** apply leb_complete_conv in Hle.
apply Nat.lt_le_incl in Hle.
assumption.

** apply sorted_one.

* intros n 1 IH H.

simpl in *.

destruct (x <=7 n) eqn:H’.

** apply sorted_all.
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*** apply leb_complete_conv in Hle.
apply Nat.lt_le_incl in Hle.
assumption.

*** apply sorted_all.

*%**x apply leb_complete.
assumption.

**x* inversion H; subst.
assumption.
** inversion H; subst.

apply sorted_all.

**k* assumption.

*x*x* specialize (IH x).
apply IH in H4.
rewrite H’ in H4.
assumption.

Qed.

Vocé compreendeu o que esta prova faz de diferente? Como exercicio vamos fazer o inverso do que
foi feito com o Lema 52

Exercicio 109. Construa uma prova em linguagem natural que corresponda a estratégia utilizada na
prova em Coq acima.

Nosso préximo passo é provar que o algoritmo de ordenagdo por insercao efetivamente ordena qual-
quer lista de naturais dada como entrada:

Lema 53. O algoritmo de ordenag¢do por inser¢do da Definicao ao receber uma lista | de numeros
naturais como argumento retorna uma lista ordenada. Em outras palavras, a lista (ord_insercao l) estd
ordenada, para qualquer lista [.

Demonstragao. A prova é por indugdo na estrutura da lista [. Se [ é a lista vazia (base de induc¢ao)
entdo, por definicdo temos que ord_insercao nil = nil, e nao ha o que fazer porque a lista vazia estd
ordenada. No passo indutivo suponha que ! tem a forma h :: tl. Temos ord_insercao (h :: tl) =
insereh(ord__insercao tl), e por hipétese de indugao temos que a lista (ord_insercao tl). Entao, pelo
Lemaconcluimos que a lista insereh(ord__insercao tl) estd ordenada, e portanto ord_insercao (h :: tl)
estd ordenada.

O

Exercicio 110. Refaca a prova acima utilizando a estrutura de drvore. Em outras palavras, prove o
sequente - sorted(ord_insercao ).

Agora prove o Lemma [53] em Coq:

Exercicio 111. Lemma ord_insercao_ordena: forall 1, sorted (ord_insercao 1).

A segunda parte da prova da corre¢ao de um algoritmo de ordenacdo consiste em mostrar que o algo-
ritmo retorna uma lista que é uma permutacao da lista de entrada. Assim, um algoritmo de ordenagao
serd correto se, para qualquer lista [ dada como entrada, a saida for uma permutagdo de [ que esteja
ordenada. Ou seja, a resposta do algoritmo tem que ser uma lista que contém exatamente os mesmos
elementos da lista de entrada e que adicionalmente esteja ordenada.

Como entao definir a nocao de permutacao? Temos pelo menos duas opgdes. A primeira é simples-
mente contar o nimero de ocorréncias de cada elemento e ver que qualquer elemento tem que ocorrer o
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mesmo niimero de vezes nas duas listas para que uma seja uma permutagao da outra. De maneira mais
precisa, podemos definir o nimero de ocorréncias de x na lista [, notagdo num__oc x | da seguinte forma:

Definigao 54. Seja x um ndmero natural, e | uma lista de numeros naturais. Definimos recursivamente
o numero de ocorréncias de x em | por:

0, se l =nil
num_oc x|l = 1+num_ocxtl, sel=ux:tl
num__oc x tl, caso contrdrio.

O predicado perm, que define quando duas lista, digamos [ e I’ sdo permutagdes uma da outra.

Defini¢cao 55. Sejam [ e I’ listas de nimeros naturais. Definimos o predicado perm em fungdo de
num__oc por perm L' :=Vz,num_oc x | = num_oc x l'.

De acordo com esta defini¢ao, a lista I’ é uma permutacao da lista [ se o niimero de ocorréncias de
z em [ é igual ao niimero de ocorréncias de x em [I’. Nosso objetivo agora é mostrar que o algoritmo
de ordenacdo por inser¢do gera uma lista que é uma permutacdo da lista de entrada, ou seja, queremos
provar o seguinte teorema:

Teorema 56. Seja [ uma lista de nimeros naturais. O algoritmo de ordenagdo por inser¢do gera como
satda uma lista que é permutagio da lista de entrada, ou seja, o sequente b perm | (ord_insercao l) é
valido.

Demonstragao. A prova é por indugdo na estrutura da lista I. Quando [ é a lista vazia (base da in-
ducdo), temos que num_oc x (ord_insercao nil) = num_oc x nil para todo z, ou seja, nil é uma
permutacao de (ord_insercao nil). Suponha que [ tenha a forma h :: tl (passo indutivo). Precisa-
mos provar que (h :: tl) é uma permutagido da lista (ord_insercao (h :: tl)), que pela defini¢do de
ord_insercao é igual a (insere h (ord_insercao tl)). Por hipétese de inducdo temos que ¢l é uma
permutacao da lista (ord__insercao tl). Considerando que a funcdo (insere h (ord_insercao tl)) apenas
adiciona o elemento h & lista (ord_insercao tl), concluimos que a lista (h :: ¢l) é uma permutagdo da
lista insere h (ord_insercao tl), que por sua vez é igual a (ord_insercao (h :: tl)), como queriamos
demonstrar.

O

Como seria a representacao desta prova em forma de arvore? O primeiro passo é aplicar o principio
de indugao para listas:

(%)

(Refl)

def perm nil nil perm (h::tl) (insere h (ord_insercao tl)) def
(def) perm nil (ord_insercao nil) perm (h :: tl) (ord_insercao (h :: tl)) ((é ;l) "
perm 1 (ord_insercao 1) . em
A folha do ramo esquerdo, néo é nada mais do que a igualdade Y, num_ oc x nil = __oc x nil, e portanto

este ramo da prova estd completo pelo axioma da reflexividade da igualdade apresentado abaixo, onde ¢
é um termo qualquer:
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(h.i.)

perm tl (ord_insercao tl)

(def.)
(Ve)

Va,num_oc x tl = num__oc z (ord_insercao tl)

num__oc h tl =num__oc h (ord_insercao tl)

S(num_oc h tl) = S(num_oc h (ord_insercao tl))

(def.)
(def.)

num_oc h (h:: tl) = num_oc h (insere h (ord_insercao tl))

perm (h :: tl) (insere h (ord_insercao tl))
(%)

A continuagao da prova do ramo direito segue com a aplicagdo da definicdo de perm na leitura de baixo
para cima. Em seguida aplicamos a definicdo de num__oc, e adicionamos a fungdo sucessor em ambos os
lados da igualdade ja que h ocorre tanto do lado esquerdo quanto do lado direito. A regra utilizada acima
sem nome (quarta linha de baixo para cima) corresponde & uma propriedade algébrica que ndo precisa
ser detalhada aqui (injetividade da igualdade), mas é importante notar que a passagem da prova em
linguagem natural (que normalmente chamamos de prova informal) para a prova em forma de arvore j&
exige uma disciplina maior porque cada regra aplicada na arvore exige uma justificativa mais detalhada.
Por fim, aplicamos mais uma vez a definicdo de perm para chegarmos na hipétese de indugao.

Agora vamos formalizar esta prova em Coq. Como sabemos, a disciplina exigida é ainda maior do
que a que foi necessaria para a construcao da arvore de derivacdo. Iniciaremos com a definicdo da fungao
num__oc em Coq:

Fixpoint num_oc n 1 :=
match 1 with
| nil => 0
| b :: t1 =>
if n =7 h then S(num_oc n tl) else num_oc n tl
end.

Apés se certificar que esta definicdo faz exatamente o mesmo que a Definigao podemos construir a
versao em Coq da definicao

Definition perm 1 1’ := forall n:nat, num_oc n 1 = num_oc n 1’.

Agora vamos refazer a prova do Teorema em Coq. A prova é por inducdo na estrutura da lista 1,
e a base de indugdo, como na prova informal (e na drvore de derivacdo), é imediata. Basta abrirmos a
defini¢do com a tética unfold e aplicarmos o axioma da reflexividade da igualdade (tética reflexivity).

Theorem ord_insercao_perm: forall 1, perm 1 (ord_insercao 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- simpl.
unfold perm.
reflexivity.

No passo indutivo, precisamos aplicar a definicdo de perm para que tenhamos o objetivo em funcao de
num__oc, ou seja, precisamos aplicar a tdtica unfold. A janela de prova correspondente é mostrada a
seguir:

h : nat
tl : list nat
IHtl : forall n : nat, num_oc n tl = num_oc n (ord_insercao tl)

forall n : nat,
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num_oc n (h :: tl) = num_oc n (insere h (ord_insercao tl)) ‘

Aqui é possivel ver um problema na drvore de dedugéo acima. A aplicagdo da definicdo de perm (na
primeira linha de baixo para cima) estd errada! De fato, a defini¢cio de perm é feita sobre uma varidvel
quantificada universalmente, enquanto que na arvore acima esta variavel estd instanciada como h, ou
seja, é um caso particular da definicdo e portanto ndo serve como prova. Esta situacdo simples, mas
serve para mostrar como uma formalizacdo pode ajudar a corrigir erros de uma prova informal. A nossa
estratégia serd completar primeiro a prova em Coq, e a partir dai refazer a arvore de deducdo. Apods
introduzirmos a variavel universal n, precisamos comparar n com h para saber se o contador precisa ou
nado ser incrementado. Podemos, depois de intro n, usar a tatica simpl para aplicar a defini¢cdo de
num_oc e gerar condicional que vai nos permitir dividir a prova em dois casos:

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall n : nat, num_oc n tl = num_oc n (ord_insercao tl)
n : nat

(if n =7 h then S (num_oc n tl) else num_oc n tl) =
num_oc n (insere h (ord_insercao tl))

Com o comando destruct (n =7 h) eqn:H. dividimos a prova em dois casos e guardamos a infor-
macao do caso em andamento na hipdtese H. O primeiro caso é quando n é igual a h, e corresponde ao
caso analisado em nossa arvore de deducgao. No entanto, a arvore nao analisou o caso em que n e h sdo
distintos. Utilizaremos o lema beq_nat_true para transformar a comparacido booleana em igualdade
sintética, e assim substituir (tdtica subst) todas as ocorréncias de n por h:

Theorem ord_insercao_perm: forall 1, perm 1 (ord_insercao 1).
Proof.
induction 1 as [|h tl1].
- simpl.
unfold perm.
reflexivity.
- simpl.
unfold perm in *.
intro n.
simpl.
destruct (n =7 h) eqn:H.
+ apply beq_nat_true in H.
subst.

E a janela de prova correspondente é a seguinte:

h : nat
tl : list nat
IHtl : forall n : nat, num_oc n tl

num_oc n (ord_insercao tl)

S (num_oc h tl1) = num_oc h (insere h (ord_insercao tl))

Agora precisamos que o Coq transformar num_oc h (insere h (ord_insercao tl)) em S (num_oc h
(ord_insercao tl)). No entanto, esta transformacao nao é trivial do ponto de vista formal porque
nao sabemos de antemao a posi¢do da lista (ord_insercao tl) em que h serd inserido. Ou seja, esta
transformagdo nao pode ser obtida de forma imediata das definigoes de num_oc e insere. Portanto,
precisamos de um lema auxiliar que facga isto:

Lemma num_oc_insere: forall 1 x, num_oc x (insere x 1) = S (num_oc x 1).
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A prova deste lema serd deixada como exercicio, e pode ser feita por inducdo na estrutura da lista 1.

Exercicio 112. Prove o lema num_oc_insere.

Como o lema num_oc_insere é uma igualdade entdo utilizamos a tatica rewrite, e depois disto
fechamos este ramo da prova com a hipétese de inducao:

Theorem ord_insercao_perm: forall 1, perm 1 (ord_insercao 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- simpl.
unfold perm.
reflexivity.
- simpl.
unfold perm in *.
intro n.
simpl.
destruct (n =7 h) eqn:H.
+ apply beq_nat_true in H.
subst.
rewrite num_oc_insere.
rewrite IHtl.
reflexivity.

Por fim, podemos analisar o caso que faltou na nossa arvore de derivagao, a saber, o caso em que n
é diferente de h:

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall n : nat, num_oc n tl = num_oc n (ord_insercao tl)
n : nat

H : (n =7 h) = false

num_oc n tl = num_oc n (insere h (ord_insercao tl))

Este ramo pode ser provado facilmente, desde que consigamos transformar num_oc n (insere h (ord_insercao
t1)) em num_oc n (ord_insercao tl), o que é verdade ja que n é diferente de h. Novamente precisa-
remos de um resultado auxiliar cuja prova serd deixada como exercicio:

Lemma num_oc_insere_diff: forall 1 x y, (x =7 y) = false -> num_oc x (insere y 1) = num_oc x 1.

Exercicio 113. Prove o lema num_oc_insere_diff.

Com este lema e a hipotese de indugao conseguimos completar a prova:

Theorem perm_ord_insercao: forall 1, perm 1 (ord_insercao 1).

Proof.
induction 1 as [|h t1].
- simpl.
unfold perm.
reflexivity.
- simpl.
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unfold perm in *.

intro n.

simpl.

destruct (n =7 h) eqn:H.

+ apply beq_nat_true in H.
subst.
rewrite num_oc_insere.
rewrite IHtl.
reflexivity.

+ rewrite num_oc_insere_diff.
* apply IHtl.
* assumption.

Qed.

Agora podemos corrigir o ramo da arvore de dedugdo que corresponde ao passo indutivo. Note que
a aplicagdo da defini¢do de perm (primeira regra de baixo para cima) gera uma férmula quantificada
universalmente.

(h.i.)

Yz, num_oc x tl = num_oc x (ord_insercao tl)

perm tl (ord_insercao tl)

(def.)
(Ve)

num_oc h tl = num__oc h (ord_insercao tl)

S(num_oc h tl) = S(num_oc h (ord_insercao tl))

(h== - -
num_oc h (h:: tl) = num_oc h (insere h (ord_insercao tl)) ()
: - (h=2xVh+#ux)
num_oc x (h:: tl) = num_oc x (insere h (ord_insercao tl)) (def.)
perm (h :: tl) (insere h (ord_insercao tl)) -
(%)
: (h.i.)
perm tl (ord_insercao tl) def
Va,num_oc x tl = num_oc x (ord_insercao tl) ((; ))
num_oc x tl = num__oc x (ord_insercao tl) ¢
(h # @)

num_oc x (h:: tl) = num_oc x (insere h (ord_insercao tl))
()

Os lemas ord_insercao_ordena e ord_insercaoperm juntos caracterizam a corregdo do algoritmo
de ordenacéo por inser¢do. Em Coq, temos:

Theorem ord_insercao_correcao: forall 1, sorted (ord_insercao 1) /\ perm 1 (ord_insercao 1).
Proof.

intro 1. split.

- apply ord_insercao_ordena.

- apply ord_insercao_perm.
Qed.

Para finalizar esta secdo, mostre que perm é uma relacdo de equivaléncia sobre a estrutura de listas,

isto é, mostre que perm é reflexiva, simétrica e transitiva.

Exercicio 114. Mostre que o predicado perm da Defini¢do é uma relacio de equivaléncia sobre a
estrutura de listas, isto €, mostre:

1. perm 1 1, para qualquer lista 1 (reflexividade)
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2. Se perm 11" entdo perm ' I, quaisquer que sejam as listas | e ' (simetria)

3. Seperm 11l e perm ' I" entdo perm 11", quaisquer que sejam as listas I, I' e 1" (transitividade)

4. Refaca suas provas no Cog:

Lemma perm_refl: forall 1, perm 1 1.
Lemma perm_sym: forall 1 1’, perm 1 1’ -> perm 1’ 1.
Lemma perm_trans: forall 1 1’ 1’’, perm 1 1’ -> perm 1’ 1’’ -> perm 1 1°°.

Existem formas distintas de definirmos o mesmo conceito, ou seja, existem formas distintas de es-
crever a mesma coisa. A consequéncia é um conjunto de provas diferentes que podem ser mais simples
ou mais complexas. No contexto de provas informais, a mudanc¢a de uma definicdo pode nao ter muito
impacto, mas o contexto formal é muito mais sensivel a este tipo de mudanca. Além disto, a mudanga ou
mesmo um ajuste em uma defini¢do ou teorema durante uma formalizacdo normalmente implica em ter
que refazer todas as provas que dependem daquela mudanca. Por isto, um bom planejamento é funda-
mental antes de iniciar uma formalizacdo. Para exemplificar como defini¢oes distintas podem impactar
em uma formalizacdo, apresentaremos uma definicdo indutiva da nogao de permutacao de listas.

Defini¢ao 57. Sejam x e y niumeros naturais, el, I’ el” listas de nimeros naturais. O predicado bindrio
permutation é definido pelas regras de inferéncia seguintes:

- —— (permutation__nil)
permutation nil nil

permutation 1 I’

tats ki
permutation (x :: 1) (x ::1") (permutation_skip)

tatt
permutation (y = x 1) (x my i) (permutation_swap)

permutation [ I’ permutation ' 1”

vermutation 117 (permutation__trans)

Vocé pode estar se perguntando se as defini¢oes perm e permutation sao equivalentes. A resposta é
sim, e a conclusdo desta segdo serd justamente a prova desta equivaléncia. Isto significa que a utilizagao
de uma ou outra nao fard diferenca do ponto de vista pratico, mas pode fazer em relacao a simplicidade
ou complexidade das provas envolvidas. Vamos mostrar que o algoritmo de ordenacao por insercao gera
como saida uma lista que é uma permutacio da lista de entrada segundo esta nova definicdo. Como a
definicdo de permutation é feita via regras de inferéncia, é mais natural que a prova seja feita na forma
de arvore:

Lema 58. Seja l uma lista de nimeros naturais. Entdo o sequente b permutation 1 (ord_insercao )
¢ vdlido.

Demonstracao. A prova é por inducdo na estrutura da lista [. A base de inducéo é simples:
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(permutation__nil)

(def.)

permutation nil nil

permutation nil (ord_insercao nil)

Agora suponha que [ tenha a forma h :: tl. Queremos construir uma prova para o sequente - permutation (h ::
tl) (ord_insercao (h :: tl)). O primeiro passo é aplicar a defini¢do de ord__insercao:

(%)

permutation (h :: tl) (insere h (ord_insercao tl))

def.
permutation (h :: tl) (ord_insercao (h :: tl)) (def.)

O

E neste ponto precisamos de um resultado auxiliar porque nenhuma das regras pode ser aplicada ja
que ndo sabemos quem é(sdo) o(s) primeiro(s) elemento(s) da lista (insere h (ord_insercao tl)). Na
verdade, a utilizagdo da regra permutation_trans é possivel, mas precisariamos de uma lista interme-
didria que nos permitisse avancar na prova. Vamos seguir o caminho do resultado auxiliar e provar a
propriedade que corresponde ao objetivo atual:

Lema 59. Sejam x um ndmero natural, | e l' listas de nimeros naturais. Se (permutation 1 1') entdo
permutation (a :: 1) (insere a l'). Ou seja, se l' é uma permutacio de l entdo (insere a l') é uma
permutacdo de (a ::1).

A prova deste lema é, sem duvida a prova mais bonita que apresentaremos aqui, mas antes observe
que com ele concluimos de forma imediata a prova do Lema [58

(h.i.)

permutation (h :: tl) (insere h (ord_insercao tl))
(%)

Observe que a aplicagdo do Lema 70 foi feita instanciando a com h, [ com tl, e I’ com (ord_insercao tl).

permutation tl (ord_insercao tl)

(LEmMA T70)

Como exercicio, reproduza esta prova em Coq:

Exercicio 115. Theorem ord_insercao_permutation: forall 1, permutation 1 (ord_insercao 1).

Agora vamos fazer a prova do Lema

Demonstraggo. Observe que o lema consiste em uma implicagdo: temos como hipdtese (permutation 1 1)
e queremos provar permutation (a :: 1) (insere a l’). Adicionalmente, o predicado permutation é in-
dutivo (assim como os niimeros naturais), e portanto podemos fazer a prova por induc¢do na hipdtese
(permutation 1 1"). Isto significa que teremos um caso para cada regra da Defini¢do

1. O primeiro caso é o da regra (permutation_nil): para que a hipdtese (permutation I I’) tenha
sido gerada por esta regra é preciso que tanto [ quanto [’ sejam a lista vazia. Nesta situagao, o que
queremos provar é permutation (a :: nil) (insere a nil). Esta prova pode ser feita como a seguir:

- —— (permutation_ nil)
permutation nil nil

(permutation__skip)

(def.)

permutation (a ::nil) (a :: nil)

permutation (a :: nil) (insere a nil)
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2. A segunda regra é (permutation__skip), e para que a hipStese (permutation I 1') tenha sido gerada
por esta regra é preciso que as listas [ e I’ tenha a mesma cabega. Assim, considerando que [ (resp.
I') tenha a forma h :: ¢l (resp. h :: tl’) temos como hipé6tese permutation tl tl’ (que corresponde ao
antecedente da regra neste caso), e temos que provar permutation (a :: h :: tl) (insere a (h :: tl')).
Adicionalmente, temos como hipdtese de indugdo permutation (a :: tl) (insere a tl'). Iniciamos a
prova aplicando a definicdo de insere que divide a prova em dois subcasos: o da esquerda se da
quando a < h, e o da direita quando a > h.

hip.
(hip.) permutation tl tl’

permutation (h :: tl) (h:tl)
permutation (a :: h::tl) (a:: h o tl) (%)
permutation (a :: h:: tl) (insere a (h :: tl'))

(permutation__skip)

(permutation__skip)

(def.)

No caso em que a > h usamos a regra da transitividade com a lista (h :: a :: ¢l) para poder
permutar a e h no primeiro argumento de permutation (lista da esquerda), e entdo poder aplicar
(permutation__skip) para concluir com a hipétese de indugao.

(h.i.)

permutation (a :: tl) (insere a tl')

A
permutation (a :: h::tl) (h:a::tl) permutation (h::a::tl) (h:: (insere a tl'))

permutation (a :: h:: tl) (h:: (insere a tl'))

(%)

onde

o A corresponde a regra (permutation__swap);
o & corresponde a regra (permutation_skip);

e V corresponde a regra (permutation_trans).

3. A terceira regra é (permutation__swap), e para que a hipStese (permutation [ I') tenha sido gerada
por esta regra é preciso que as listas [ e I’ tenham a forma x :: y :: tl e y :: x :: tl, respectivamente.
Neste caso, precisamos provar permutation (a :: x :: y :: tl) (insere a (y :: x :: tl)). Note que nédo
existe hipdtese de indugdo neste caso porque a regra (permutation_swap) (assim como a regra
(permutation_nil)) é um axioma. O ponto chave aqui é utilizar a transitividade de permutation
com a lista (a 1y x: tl):

permutation (x ::y:tl) (y::x )

permutation (a = x :y:tl) (ay oz tl) (%)

permutation (a :: x ::y :: tl) (insere a (y == x :: tl))

onde

o A corresponde a regra (permutation__swap);
o & corresponde a regra (permutation__skip);

e V corresponde a regra (permutation_trans).
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e o ramo da direita é como a seguir:

?

permutation (a ::y = x :: tl) (insere a (y :: x :: tl))
(%)
Este ponto da prova é semelhante ao que ocorreu no caso 2, e foi resolvido com a hipétese de

inducao. Mas neste caso nao temos hipétese de indugao, ja que a regra permutation__swap é um
axioma! Nossa alternativa serd utilizar um novo resultado auxiliar:

Lema 60. Seja x um nidmero natural, e | wma lista de naturais. Entao permutation (x ::
1) (insere x ).

Este lema nos permite fechar o ramo de prova atual de forma imediata. Ele pode ser provado por
inducdo na estrutura da lista [, e serd deixado como exercicio.

L 72
permutation (a ::y:: x :: tl) (insere a (y :: x :: tl)) (Lema 72)

(%)

4. A quarta e Gltima regra é (permutation_trans), e considerando que a hipdtese (permutation 1)
tenha sido gerada por esta regra, temos por hipdtese que (permutation [ 10) e (permutation 10 ')
para alguma lista [0. Além disto, temos duas hipéteses de indugao:

(a) Se permutation 1 10 entdo permutation (a :: 1) (insere a 10);

(b) Se permutation 10 " entdo permutation (a :: 10) (insere a l’).

A prova de permutation (a ::1) (insere a l') é como a seguir:

(hip.)

permutation [ 10 ()

permutation (a :: 1) (a :: 10) permutation (a :: 10) (insere a l')

permutation (a :: 1) (insere a l’)

onde

« & corresponde a regra (permutation_ skip);

o V corresponde a regra (permutation_trans).

E o ramo da direita é concluido com a hipétese de indugao:

(hip.) (h.i.)

permutation 10 I’ permutation 10 I" — permutation (a :: 10) (insere a ) (50
—re

()

Exercicio 116. Prove o Lema[60 em papel e ldpis, e em sequida reproduza a sua prova no Cog.
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Lemma permutation_insere: forall 1 a, permutation (a :: 1) (insere a 1).

Exercicio 117. Prove o Lema[59 no Cog.

Lemma permutation_insere_diff: forall 1 1’ a, permutation 1 1’ ->
permutation (a :: 1) (insere a 1°).

Exercicio 118. Mostre que o predicado permutatio da Defini¢io[57 é uma relagio de equivaléncia sobre
a estrutura de listas, isto €, mostre:

1. permutation 1 1, para qualquer lista 1 (reflexividade)
2. Se permutation I I entdo permutation ' |, quaisquer que sejam as listas | e l' (simetria)

3. Se permutation 1 I e permutation I’ 1" entdo permutation 1 1", quaisquer que sejam as listas ,
I el” (transitividade)

4. Refaca suas provas no Cog:

Lemma permutation_refl: forall 1, permutation 1 1.
Lemma permutation_sym: forall 1 1’, permutation 1 1’ -> permutation 1’ 1.

Lemma permutation_trans: forall 1 1’ 1’’, permutation 1 1’ ->
permutation 1’ 1’’ -> permutation 1 1°°.

Temos duas provas distintas de que o algoritmo de ordenacdo por insercao gera uma permutacao da
lista de entrada, mas veja que a prova foi muito mais simples e elegante com a Definigao Em geral,
definigoes indutivas facilitam o processo de construgdo de provas porque podemos usar o principio de
indugdo para estas definigoes. Concluiremos esta se¢do com a prova de que as defini¢des [55] e [57] sdo

equivalentes, isto é, perm [ I’ se, e somente se, permutation | I’ quaisquer que sejam as listas [ e I’. Esta
prova sera dividida em duas etapas, isto é, em dois teoremas:

Teorema 61. Sejam | e l’ duas listas de niimeros naturais. Se permutation |1’ entdo perm [ 1.
Teorema 62. Sejam | e l’ duas listas de nimeros naturais. Se perm |1’ entdo permutation | l'.

A prova do Teorema [61] segue a mesma estrutura da prova do Lema isto é, indugdo na hipotese
(permutation 1 1') e serd deixado como exercicio:

Exercicio 119. Prove o Teorema [l
Exercicio 120. Prove o Teorema[61] em Cog:
Lemma permutation_to_perm: forall 1 1’, permutation 1 1’ -> perm 1 1°.

A prova do Teorema [62) ¢ mais desafiadora porque a defini¢do perm nao é indutiva, e portanto, nao
podemos utilizar a mesma estratégia do lema anterior.
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Demonstracdo. A prova é por indugao na estrutura da lista 1. Na base de inducéo, precisamos provar
que, se perm nil I’ entao permutation nil I’. A ideia é concluir da hipétese perm nil I’ que I’ é a lista
vazia, e dai, fecharmos este ramo da prova com a regra (permutation_nil). Para isto vamos utilizar o
seguinte lema auxiliar, cuja prova é deixada como exercicio:

Lema 63. Seja | uma lista de nimeros naturais. Se perm nil | entdo | = nil.
Exercicio 121. Prove o Lema[63, e em sequida refaga esta prova em Cog.

Lemma perm_nil: forall 1, perm nil 1 -> 1 = nil.

No passo indutivo, vamos supor que [ tem a forma (h :: tl). Entdo precisamos provar que, se
perm (h :: tl) I’ entdo permutation (h :: tl) I'. Como I’ é uma lista arbitraria, precisamos analisar sua
estrutura. Se !’ for a lista vazia entdo a hipétese perm (h :: tl) nil corresponde ao absurdo, e concluimos
este ramo da prova ji que podemos provar qualquer coisa a partir do absurdo (regra da explosdo).
Agora suponha que !’ tem a forma h' :: tl’. Entdo temos que provar que, se perm (h :: tl) (b’ :: tl')
entdo permutation (h :: tl) (b :: tl’), e como hipdtese de indugdo temos que se (perm tl 10) entdo
(permutation tl 10), qualquer que seja a lista [0. Agora podemos comparar h e h’, pois se eles forem
iguais entdo podemos concluir este ramo da prova com a regra (permutation_ skip) e com a hipdtese
de indugdo. Se h # h' entdo, pela hipdtese perm (h :: tl) (R’ :: #l’), sabemos que h ocorre na lista
tl', ou seja, existem listas {1 e I2 tais que tI’ = 1 + +(h :: [2), onde ++ representa a operacao de
concatenagao de listas. Podemos usar esta igualdade para substituir ¢/’ na implicacdo que temos que
provar: perm (h :: tl) (B 2 11 4+ +(h :: 12)) entdo permutation (h = tl) (B 11 4+ +(h = 12)). Agora
podemos remover h destas listas, e concluir a prova utilizando a hipétese de indugao.

O

Repetir esta prova em Coq exige alguns detalhes adicionais que aparecem nos exercicios a seguir. Por
exemplo, o lema perm_cons_num_oc do exercicio a seguir nos fornece uma forma de dizer que n ocorre
na lista 17:

Exercicio 122. Lemma perm_cons_num_oc: forall n 1 1’, perm (n :: 1) 1’ ->
exists x, num_oc n 1’ =S x.

O exercicio a seguir, nos permite reescrever a lista 1 sabendo que o elemento x ocorre pelo menos
uma vez em 1:

Exercicio 123. Lemma num_occ_cons: forall 1 x n, num oc x 1 = S n —>
exists 11 12, 1 = 11 ++ x :: 12 /\ num_oc x (11 ++ 12) = n.

A reorganizacdo de elementos em uma lista pode ser feita com um lema como o do exercicio a seguir:
Exercicio 124. Lemma permutation_app_cons: forall 11 12 a,
permutation (a :: 11 ++ 12) (11 ++ a :: 12).

Utilizando estes exercicios como dica, refaga a prova do Teorema [62| em Coq:

Exercicio 125. Theorem perm_to_permutation: forall 1 1’, perm 1 1’ ->
permutation 1 1°.
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A complexidade do algoritmo de ordenagao por insercao

Em algoritmos de ordenagao sobre listas, o tamanho da entrada consiste no tamanho da lista a ser orde-
nada. Vamos iniciar nossa andlise com a fungdo insere x [ (Defini¢do . A operacéao bésica no caso do
algoritmo de ordenagao por insercdo é a comparagao entre chaves. Note que quando [ ¢é a lista vazia, a
lista unitaria x :: nil é retornada, e nenhuma comparacao é feita. Quando [ é uma lista da forma h :: ¢
entdo comparamos x com h, e quando x < h a lista = :: h :: tl é retornada e o algoritmo termina. Por
outro lado, se x > h, o algoritmo continua buscando recursivamente a posicdo correta para inserir .
Denotaremos por Ti,sere © [ a funcdo que computa o ntimero de operagoes bésicas realizadas pela funcao
insere para inserir o elemento x na lista I:

0, se | = nil
Tinsere Tl = 1, sel=h:utlex<h

1+ (Tinsere c tl), sel=h:utlex >h

Normalmente estamos interessados na andlise do pior caso, e a funcdo acima ndo computa necessa-
riamente o nimero de comparagoes do pior caso para inserir um elemento qualquer em uma lista com
n elementos. De fato, considerando n = 3, temos que Tj,sere 1 2 2 3 1 4 2 nil = 1, enquanto que
Tinsere 4 1 ::2 23 :: nil = 3. Assim, para inserirmos um elemento em uma lista com n elementos, no
pior caso, precisamos comparar o elemento a ser inserido com todos os elementos da lista. A fungao
T re(n) modela esta situagdo ao receber o natural n como argumento (que corresponde ao tamanho
da lista a ser ordenada) e faz o niimero méximo de comparagdes possiveis:

. _[o sen=0
Tinsere(n) - { 1+ Tw (n — 1)7 sen >0

msere
Assim, se a lista ndo possui elementos, nenhuma comparagao é feita (n = 0), e caso contrério, uma

comparagdo é feita para cada elemento da lista (n > 0). Observe que o niimero de comparacoes feitas
pela funcdo T} .., .(n) ndo pode ser maior do que o tamanho da lista:

msere

Exercicio 126. Prove que T .. ..(n) = n, para todo n.

Assim, a relacdo entre as fungoes Ty, sere € Ti2

o sere € dada pelo lema a seguir:

Exercicio 127. Sejam x um nidmero natural, e l uma lista de niumeros naturais. Prove que Tinsere 1 <
T (1)), onde |l| denota o tamanho da lista l.

Os dois tltimos exercicios nos permitem concluir que Tjpsere @ I < |I], ou seja, que a fungdo insere
tem complexidade linear. Vamos formalizar este resultado em Coq. A funcéo recursiva T _insere é
definida por:

Fixpoint T_insere (x: nat) (1: list nat) : nat :=
match 1 with

| nil => 0
| h :: tl => if (x <=7 h) then 1 else S (T_insere x tl)
end.

Como exercicio, prove que a funcdo T_insere tem complexidade linear:

Exercicio 128. Lemma T_insere_linear: forall 1 x, T_insere x 1 <= length 1.

Qual é o ntimero de comparacoes realizadas pelo algoritmo de ordenacao por insercao, isto é, pela
funcao ord_insercao, para ordenar uma lista [? Vamos denotar por T;4() a funcao que faz esta contagem.
Se [ for a lista vazia entdo nenhuma comparagéo é feita, ou seja, Tjs(nil) = 0. Se I = h :: tl entdo é feita
uma chamada a funcao insere, além da chamada recursiva a funcao ord_insercao:

Tio(l) = 0, se [ = nil
AT Tis(#) 4 Tinsere b (ord_insercao tl), sel=h::tl
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Observe que, Tjs(1 22 23 mnil) =2, T35(3 0 21 imil) =3, Tis(1 220304 nil) =3 e
Tis(4::3::2::1::nil) = 6, ete. Portanto o niimero de comparagdes pode ser diferente para listas de
mesmo tamanho, o que é esperado pelas chamadas feitas a fungdo insere. Como entao definir a fungdo
T (n) que nos d4 um limite superior para o nimero de comparagoes feitas pelo algoritmo de ordenagdo
por insercao para uma lista qualquer de tamanho n. Em outras palavras, qual a complexidade do pior
caso para o algoritmo de ordenagdo por insercao? Sabemos que quando n = 0, nenhuma comparagao
é feita. Quando n > 0, o algoritmo é aplicado recursivamente na cauda da lista, isto é, em uma lista
de tamanho n — 1, e é feita uma chamada a funcdo insere cuja complexidade ja conhecemos. Isto nos
permite escrever a fungdo T (n) como a seguir:

wry ) 0, sen =20
Tis (n) N { zzg(n - 1) + T‘iqusere(n - 1)7 sen >0
que pode ser simplificada como a seguir, j4 que T2 (n) =n:
wr | 0, sen=20
Tin) = { Yin—1)+(n—1), sen>0
Podemos usar o método da substituicdo para encontrarmos uma solugdo para esta recorréncia, e em se-
guida utilizar indugdo para verificarmos se a solugao esta correta. Pelo método da substituicdo, podemos
ir aplicando a defini¢do da recorréncia, assumindo que n > 0:
Tii(n) = Tig(n—1)+(n—1)
= T¥n-2)+(n—-2)+(n—1)
= T¥nm-3)+(n—-3)+(n—2)+(n—-1)
Podemos continuar este processo de substituigdo até chegarmos em T2 (1) que é igual a 0:
To(n) = T¥n—1)+(m—1)
= T¥n—-2)+(n—-2)+(n—-1)
= TP n—-3)+(n—-3)+(n—-2)+(n—1)
= ... Para finalizar, precisamos utilizar indu-
TP +1+2+...+n=-3)+(n—2)+(n—1)
0+142+...4n=-3)+(n—-2)+(n—-1)
Z?:—lli _ n(n2—1)
¢do em n para provar que T¥ (n) =
TY(n) =T%(n—1)+ (n —1). A hipétese de indugdo, nos da que T (n — 1) = w, e portanto,

i w hi. (n—1)(n—2 n(n—1
T2(n) = T(n — 1) + (n—1) = == 4 (p -y = 2z,

w. Se n = 0, o resultado é trivial. Se n > 0 entao, por definicao,

Agora prove este lema em Coq:

Exercicio 129. Fixpoint T_is_w (n: nat) : nat :=
match n with

| 0 =>0
| Sk => (T_is_w k) + (T_insere_w k)
end.

Lemma T_ord_insercao_w_teste: forall n, T_is_w (S n) =n * (S n)/2.

Nossa conclusao, portanto, é que o algoritmo de ordenagdo por insercao recursivo é correto, e sua
complexidade no pior caso é quadratica, assim como na versao nao-recursiva. Na proxima secdo estu-
daremos um algoritmo mais eficiente do que a ordenagao por inser¢do, mas antes vejamos um exercicio
cldssico envolvendo recursao: a funcao de Fibonacci.

Exercicio 130. A funcdo de Fibonacci é definida pela relagdo de recorréncia
F0)=0

F(1)=1
F(n)=F(n—-1)+ F(n—2)

106



Seja F uma fungdo geradora definida por
o0
F(z) =Y F(i)
i=0
Siga 0s sequintes passos para resolver a relacdo de recorréncia da funcao de Fibonacci.

1. Demonstre que

z z 1 1 1

.7:(2’)21_2_22 = (1_(;52)(1_(52) :%(1—¢z_m)a
d
onde 1+\/5 s 1-v5
b=—%— ¢ o=
2. Demonstre que
') 1 ) . )
F) =Y (¢ — §)s

3. Prove que F(i) = ¢'/\/5 para i > 0, aprozimado ao inteiro mais préximo.
4. Demonstre que F(i +2) > ¢', para i > 0.

5. Conclua que F(n) = ©(¢"); i.e., a fungao de Fibonacci é de complexidade exponencial.

3.2.4 O algoritmo mergesort (versao com merge iterativo)

Algoritmos recursivos desempenham um papel fundamental em Computagdo. O algoritmo de ordena-
¢do mergesort € um exemplo de algoritmo recursivo, que se caracteriza por dividir o problema original
em subproblemas que, por sua vez, sdo resolvidos recursivamente. As solugbes dos subproblema sdo
entdo combinadas para gerar uma solu¢do para o problema original. Este paradigma de projeto de al-
goritmo é conhecido com divisdo e conquista. Este algoritmo foi inventado por J. von Newmann em 1945.

O algoritmo mergesort é um algoritmo de ordenagao que utiliza a técnica de divisdo e conquista, que
consiste das seguintes etapas:

1. Divisdo: O algoritmo divide a lista (ou vetor) ! recebida como argumento ao meio, obtendo as
listas Iy e lo;

2. Conquista: O algoritmo é aplicado recursivamente as listas [; e lo gerando, respectivamente, as
listas ordenadas I} e l};

3. Combinacao: O algoritmo combina as listas I} e I} através da funcdo merge que entdo gera a
saida do algoritmo.
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Por exemplo, ao receber a lista (4 :: 2 :: 1 :: 3 i nil), este algoritmo inicialmente divide esta lista
em duas sublistas, a saber (4 :: 2 :: nil) e (1 :: 3 2 nil). O algoritmo é aplicado recursivamente as
duas sublistas para ordend-las, e ao final deste processo, teremos duas listas ordenadas (2 :: 4 :: nil) e
(1 :: 3 :: nil). Estas listas sdo, entdo, combinadas para gerar a lista de saida (1 :: 2 :: 3 :: 4 = nil).

if p < r then
q=2"];
mergesort(4, p, q);

1
2
3
4 mergesort(A, g + 1,7);
5
6

merge(A, p, q,7);
end
Algoritmo 8: mergesort(A4, p,r)
A etapa de combinar dois vetores ordenados (algoritmo merge) é a etapa principal do algoritmo mer-
gesort. O procedimento merge(A,p, q,r) descrito a seguir recebe como argumentos o vetor A, e os indices
p,qer tais que p < ¢ < r. O procedimento assume que os subvetores A[p..q] e Alg+1..r] estao ordenados.

1 =q—p+1; // Qtd. de elementos em A[p..q|
2 Ng =71 —gq; // Qtd. de elementos em Afg+ 1..7]
3 let L[1..ny + 1] and R[1..nz + 1] be new arrays;

4 for i =1 ton; do

s | Ll =Alp+i—1];

6 end

7 for j =1 to ne do

s | Rljl = Alg+jl

9 end

10 Ling + 1] = oo

11 R[ng + 1] = o0;

12 1=1;

13 j = 1;

14 for k =p tor do

15 if L[i] < R[j] then
16 Alk] = Lli];

17 =14 1;

18 end

19 else

20 Alk] = R[j];

21 j=7+1

22 end

23 end

Algoritmo 9: merge(A,p,q,r)

Exercicio 131. Prove que o algoritmo merge € correto.
Exercicio 132. Prove que o algoritmo mergesort € correto.
Exercicio 133. Faca a andlise assintética do algoritmo merge.

Exercicio 134. Faca a andlise assintética do algoritmo mergesort.

3.2.5 O algoritmo mergesort (versdo com merge recursivo)

A seguir apresentamos uma descri¢do do algoritmo mergesort diretamente em Coq:
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Function mergesort (1: list nat) {measure length 1}:=
match 1 with
| nil => nil
| h::nil => 1
[ h::tl =>
let n := length(l) / 2 in
let 11 := firstn n 1 in
let 12 := skipn n 1 in
let sorted_l1 := mergesort(ll) in
let sorted_12 := mergesort(1l2) in
merge (sorted_l1, sorted_12)
end.

A definigao é baseada na estrutura da lista 1, de forma que se 1 for a lista vazia ou uma lista unitaria,
o algoritmo retorna a prépria lista 1. Caso contrario 1 é dividida nas listas 11 (contendo os elementos
da primeira metade de 1), e 12 (contendo os elementos restantes de 1). Recursivamente, as listas 11 e
12 sao ordenada para depois serem combinadas pela funcao merge:

Function merge (p: list nat * list nat) {measure len p} :=
match p with

| (nil, 12) => 12

| (11, nil) => 11

| ((hdl :: t11) as 11, (hd2 :: t1l2) as 12) =>

if hdl <=7 hd2 then hdl :: merge (tl1l, 12)

else hd2 :: merge (11, tl12)
end.

A funcgdo merge recebe um par de listas ordenadas, e recursivamente gera uma lista ordenada con-
tendo todos os elementos das listas dadas como argumento.
Exercicio 135. Prove que o algoritmo merge € correto.
Exercicio 136. Prove que o algoritmo mergesort € correto.
Exercicio 137. Faca a andlise assintética do algoritmo merge.

Exercicio 138. Faca a andlise assintética do algoritmo mergesort.

Agora provaremos a corre¢do do algoritmo mergesort no Coq. Inicialmente mostrar que a funcao
merge retorna uma lista ordenada, caso cada uma das listas do par dado como argumento também este-
jam ordenadas:

Exercicio 139. Lemma merge_sorts: forall p, (sorted (fst p) /\ sorted (snd p)) ->
sorted (merge p).

Em seguida, podemos provar que a fungdo mergesort efetivamente ordena e que gera uma permuta-
¢ao de qualquer lista recebida como argumento:

Exercicio 140. Theorem mergesort_sorts: forall 1, sorted (mergesort 1).

Exercicio 141. Theorem mergesort_is_perm: forall 1, perm 1 (mergesort 1).
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Observe que podemos utilizar tanto perm como permutation no exercicio anterior, ji que estas defi-
nigdes sdo equivalentes. Feito isto, temos o teorema da corregdo do algoritmo mergesort:

Theorem mergesort_is_correct: forall 1, perm 1 (mergesort 1) /\ sorted (mergesort 1).
Proof.

intro. split.

- apply mergesort_is_perm.

- apply mergesort_sorts.

Qed.

Assim, como fizemos para o algoritmo de ordenagdo por insercao, analisaremos a complexidade do
algoritmo mergesort considerando o ntimero de comparagoes realizadas pelo algoritmo durante o pro-
cesso de ordenacao. Para a funcao merge, chamaremos de T_merge a funcdo que faz esta contagem:

Function T_merge (p: list nat * list nat) {measure len p} : nat :=

match p with

| (nil, 12)

| (11, nil)

| ((hdl :: t11) as 11, (hd2 :: tl1l2) as 12) =>
if hdl <=7 hd2 then S(T_merge (tl1l, 12))
else S(T_merge (11, t12))

end.

>0
>0

Quando alguma das listas do par é a lista vazia, nenhuma comparacao é feita, e portanto a fungao
T_merge retorna 0. Caso contrario, o contador é incrementado e uma nova chamada de T_merge ¢ feita.
No exercicio a seguir, prove que a fungdo merge tem complexidade linear:

Exercicio 142. Lemma T_merge_is_linear: forall 11 12,
T_merge (11,12) <= (length 11 + length 12).

Agora vamos contar o nimero de comparagdes feitas pela fungdo mergesort. Quando a lista 1 tem
no maximo um elemento, nenhuma comparacao é feita. Quando 1 tem pelo menos dois elementos, a lista
é divida em duas listas 11 e 12 e recursivamente contamos as comparacoes necessarias para ordena-las
e também o nimero de comparagoes necessarias para juntar as versoes ordenadas de 11 e 12. Esta
contagem estd implementada na funcdo T_mergesort a seguir:

Function T_mergesort (1: list nat) {measure length 1} : nat :=
match 1 with

| nil => 0

| hd :: nil => 0

| hd :: t1 =>
let n := length(l) / 2 in
let 11 := firstn n 1 in

let 12 := skipn n 1 in

T_mergesort(11) + T_mergesort(l2) + T_merge (mergesort 11, mergesort 12)
end.

Por fim, resolva o exercicio a seguir que mostra que a complexidade do algoritmo mergesort é O(log, n),
onde n é o tamanho da lista a ser ordenada.
Exercicio 143. Theorem T_mergesort_complexity: forall 1 k,

length 1 = 27k -> T_mergesort 1 <= k * 27k.
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3.2.6 Equacgoes de recorréncia

Nesta se¢do estudaremos as equagdes de recorréncia utilizadas no paradigma de divisdo de conquista [20]:

Definicdo 64. Seja f(n) uma fungio nao-negativa definida no conjunto dos nimeros naturais. Dizemos
que f(n) é eventualmente nao-decrescente se existir um nidmero inteiro ng tal que f(n) é nao-decrescente
no intervalo [ng,00), ou seja,

f(n1) < f(na),¥ng > ny > no.

Deﬁnigéo 65. Seja f(n) uma fungdo nao-negativa definida no conjunto dos nimeros naturais. Dizemos
que f(n) € suave se for eventualmente nao-decrescente e

f(2n) =06(f(n))

Teorema 66. Sejam f(n) uma funcio suave, e ¢ e ng constantes positivas. Se f(2n) < c.f(n),Vn > ng
entio f(2Fn) < cF.f(n),vn>ng ek > 1.

Teorema 67. Seja f(n) uma fungio suave. Entdo para qualquer b > 2 fizado,

f(b.n) = ©(f(n))

O teorema a seguir é conhecido como regra da suavizag¢do

Teorema 68. Seja T(n) uma fungdo eventualmente ndo-decrescente, e f(n) uma fungio suave. Se
T(n) = O(f(n)) para valores de n que sao poténcias de b (b > 2), entdo

T(n) =O(f(n)),vn.

A regra da suavizag@o nos permite expandir a informacao sobre a ordem de crescimento estabelecida
para T(n) de um subconjunto de valores (poténcias de b) para o dominio inteiro. O teorema a seguir é
um resultado muito util nesta direcdo conhecido como teorema mestre:

Teorema 69. Seja T'(n) uma fungio eventualmente ndo-decrescente que satisfaz a recorréncia
T(n) =a.T(n/b)+ f(n), paran=">0"k=1,23,...
T(l)=c

ondea>1,b>2ec>0. Se f(n)=0(n?), onde d >0, entdo
O(n°er %), sea > b?
T(n) =< O(nlgn), sea=>b?
O(n?), se a < b?
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Demonstragao. Considere que f(n) = n®. Aplicando o método da substituigdo para a recorréncia do
teorema, obtemos:

k

T*) = a"[T(1) + ) f(¥)/d]

J=1

Como a” = a°8 ™ = nl°8» @ podemos reescrever a equacdo acima como:

log, n
T(n) = n'*®.[T(1) + Z f@)/a]
e para f(n) = n?, temos:
log, n log, n
T(n) =n'= " [T(1)+ Y (¥)!/a!] = 0% [T(1) + Y (v*/a)]
j=1 j=1

A soma acima forma uma série geométrica, e portanto:

log, d a log, n __
> (/a) = (bd/a)(b(/bd)/cj_ll, se b? # a.

j=1
logy, n
Quando b? # a, temos que Z (bd/a)j = log, n. Agora basta analisarmos cada um dos casos: a < b?,
j=1
a>blea=0be
O

Apresentaremos agora uma versdo um pouco mais geral do teorema mestre[8]. Consideraremos como
anteriormente uma recorréncia da forma:

T(n) =a.T(n/b) + f(n)

ona>1eb>1sido constantes, e f(n) é uma fungdo assintoticamente positiva.

Teorema 70. Sejam a > 1 e b > 2 constantes, f(n) uma funcgio assintoticamente positiva, e T'(n) defi-
nida nos inteiros nao-negativos pela recorréncia T'(n) = a.T(n/b) + f(n), onde n/b deve ser interpretado
como |n/b] ou [n/b]. Entdo T(n) tem as sequintes cotas assintdticas:

1. Se f(n) = O(n'°8 =€) para alguma constante € > 0, entdo T(n) = O(nl°&);
2. Se f(n) = ©(n'°8+ %), entio T(n) = O(n'°8 2. 1gn);

3. Se f(n) = Q(n'°® 2*€) para alguma constante € > 0, e se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma constante
¢ < 1, entdo para todo n suficientemente grande, temos que T'(n) = ©(f(n)).
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A prova serd dividida em trés lemas, onde inicialmente consideraremos que n é poténcia de b.

Lema 71. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fung¢do ndo-negativa definida para poténcias de b.
Defina T'(n) para poténcias de b pela recorréncia:

[ eq), sen =1
T(n) = { a.T(n/b)+ f(n), sen=2>""

onde v € um inteiro positivo. Entao

log, n—1

T(n)=0m =+ > a.f(n/b).

Jj=0

Demonstracdo. Analise a arvore de recorréncia da equacao dada.
O

Em termos da arvore de recorréncia, os trés casos do teorema mestre correspondem aos casos onde o
custo total da arvore é:

1. dominado pelo custo das folhas;
2. uniformemente distribuido ao longo da arvore;
3. dominado pelo custo da raiz.

Lema 72. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fung¢do ndo-negativa definida para poténcias de b.
A fungio g(n) definida para poténcias de b por:

log, n—1

gln)y =Y o f(n/b").
j=0
tem as sequintes cotas assintoticas para poténcias de b:
1. Se f(n) = O(n'°8 =€) para alguma constante € > 0, entdo g(n) = O(n'°#»);

2. Se f(n) = O(n'°® ), entdo g(n) = O(n'°& . Ign);

3. Se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma constante ¢ < 1 e para todo n suficientemente grande, entdo

g9(n) = O(f(n)).
Demonstracao. Exercicio.

Exercicio 144. Resolva as segquintes relagdes de recorréncia:
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10.

11.

12.

15.

1.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

.T(1) =1, T(n)=3T(n/2) +n? n>2

T(1) =1, T(n) = 2T(n/2) +n, n > 2
T(1) € ©(1), T(n) = 3T(n/3 +5) +n/2
T(1)=1,T(n)=2T(n—1)+1,n>2
T(1) € ©(1), T(n) = 9T(n/3) +n

T(1) € ©(1), T(n) = T(2n/3) + 1

T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) + 1

T(1) € O(1), T(n) = 2T(n/4) + /n
T(1) € ©(1), T(n) = 2T (n/4) + v/nlg’n
T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) +n

T(1) € ©(1), T(n) = 2T (n/4) + n?

T(1) € ©(1), T(n) = 3T (n/2) + nin(n)
T(1) € ©(1), T(n) = 3T (n/4) + nin(n)
T(1) € O(1), T(n) = 2T(n/2) + nin(n)
T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/2) + n/In(n)
T(1) € (1), T(n) =T(n—1)+1/n
T(1) € ©(1), T(n) = T(n — 1) + In(n)
T(1) € ©(1), T(n) = VaT(yn) +n
T(n) = 8T(n/2) + O (n?)

T(n) = 8T(n/2) + O(1)

T(n) =7T(n/2) + 6(n?)
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