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Finalizando a discussao da aula anterior, vamos apresentar uma prova da corre¢ao da busca sequencial
dada pelo pseudocodigo a seguir:
i < 0;
while i <n and Ali] # = do
‘ 11+ 1;
end
if i <n then
‘ return ¢;

else
| return -1

end
Algoritmo 1: SequentialSearch(A[0..n — 1], x)

A corregao de SequentialSearch sera estabelecida por meio do seguinte teorema:

Teorema 1. Se x ocorre em A[0..n — 1] entdo o algoritmo SequentialSearch(A[0..n — 1], z) retorna o indice
1 (0 <i<n-—1) correspondente a um indice de A que contém o elemento x, e retorna -1 quando x nao
ocorre em A[0..n — 1].

Prova. A prova sera feita por meio da seguinte invariante (proposta durante a aula):

Antes da i-ésima iteracdo, o subvetor A[0.. — 1] ndo possui ocorréncias do elemento x.

Inicializagao. Antes de 0-ésima iteracdo (primeira itera¢do), temos que i = 0 e portanto a invariante é
verdadeira uma vez que o vetor A[0..i — 1] é vazio neste caso.

Manutengao. Assuma que antes da k-ésima (0 < k < n — 1) iteracao, o subvetor A[0..k — 1] ndo possui
ocorréncias do elemento x. Durante a k-ésima iteragao o elemento x serd comparado com A[k], e temos dois
casos:

1. Alk] # x: Neste caso, concluimos que o subvetor A[0..k] ndo possui ocorréncias do elemento z, e a
invariante permanece verdadeira antes da k + 1-ésima iteragao;

2. Alk] = x: Neste caso, o la¢o termina, e ¢ ndo é mais incrementado, e portanto a invariante permanece
verdadeira durante toda a execucdo do laco. Adicionalmente, neste caso o algoritmo retorna o indice
k.

Terminagao. Ao final da execugao do lago temos que i > n ou Afi] = z, i.e. a negagao da condicao do lago
while. Novamente, temos 2 casos a considerar:

1. i £ n: Neste caso, temos que ¢ = n e portanto a invariante nos garante que o (sub)vetor A[0..i — 1] =
AJ0..n — 1] nao possui ocorréncias do elemento z e o algoritmo retorna -1 (linha 8);

2. Ali] = x: Neste caso, o algoritmo retorna o indice i (linha 6) que corresponde a uma posigao de A que
contém o elemento z. Mais ainda, como a invariante nos garante que o subvetor A[0..i — 1] ndo possui
ocorréncias do elemento x, temos que i corresponde ao menor indice de A que contém z.
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Exercicio 2. Considere o sequinte pseudocddigo para a busca sequencial, onde A[0..n—1] € um vetor qualquer:
14+ —1;
for j=0ton—1do
if A[j] =z then
EEREEE
end
end

return 1
Algoritmo 2: SeqSearch(A[0..n — 1], z)

Responda:
1. Este algoritmo é correto? Em caso, afirmativo fagca a prova, e em caso negativo, justifique sua resposta.
2. Faca a andlise assintdtica deste algoritmo.

Em vetores ordenados podemos utilizar a busca binéria:

if high < low then
‘ return -1;
end
mid = | (high + low)/2];
if key > A[mid] then
‘ return BinarySearch(A, mid + 1, high, key);
end
else
if key < A[mid] then
‘ return BinarySearch(A4, low, mid — 1, key);
end
else
‘ return maid,
end

end
Algoritmo 3: BinarySearch(A, low, high, key)

1. Prove que BinarySearch é correto.

2. Faga a anélise assintotica de BinarySearch.

Para a préxima aula, estude o material a seguir e o Capitulo 4 de [I].

O algoritmo de ordenagao mergesort é um exemplo de algoritmo recursivo, que se caracteriza por dividir
o problema original em subproblemas que, por sua vez, sao resolvidos recursivamente. As solucoes dos
subproblema sao entao combinadas para gerar uma solucao para o problema original. Este paradigma de
projeto de algoritmo é conhecido com divisao e conquista. Este algoritmo foi inventado por J. von Newmann
em 1945.

if p <r then
q=%"];

mergesort(A, p, q);
mergesort(A, g + 1,7);
merge(A, p, q,7);
end
Algoritmo 4: mergesort(A,p,r)



A etapa de combinar dois vetores ordenados (algoritmo merge) é a etapa principal do algoritmo mergesort.
O procedimento merge(A, p,q,r) descrito a seguir recebe como argumentos o vetor A, e os indices p,q e r
tais que p < g < r. O procedimento assume que os subvetores A[p..q] e Alg+ 1..r] estdo ordenados.

nn=q—p+1; // Qtd. de elementos em A[p..q]
Ng=1—q; // Qtd. de elementos em Afg+ 1..r]
let L[1..ny + 1] and R[1..ny + 1] be new arrays;

for i =1 tony; do

| Ll = Alp+i—1J;

end

for j =1 to ny do
| R[j] = Alg +j;
end

Ling + 1] = o0
Rlng + 1] = o0

1 =1;

J=1

for k =p tor do

if L[{] < R[j] then
Alk] = L[i];
=14 1;

end

else
Alk] = R[jl;
J=J7+1L

end

end

Algoritmo 5: merge(A,p,q,7)
Exercicio 3. Prove que o algoritmo merge € correto.
Exercicio 4. Prove que o algoritmo mergesort é correto.
Exercicio 5. Faca a andlise assintotica do algoritmo merge.
Exercicio 6. Faca a andlise assintotica do algoritmo mergesort.
Nesta segdo estudaremos as equagdes de recorréncia utilizadas no paradigma de divisao de conquista [3]:

Definicao 7. Seja f(n) uma fungdo nao-negativa definida no conjunto dos nimeros naturais. Dizemos que
f(n) € eventualmente nao-decrescente se existir um nimero inteiro ng tal que f(n) é nao-decrescente no
intervalo [ng,o0), ou seja,

f(nl) S f(ng),Vng > nq Z no.

Defini¢ao 8. Seja f(n) uma fungao nao-negativa definida no conjunto dos nimeros naturais. Dizemos que
f(n) € suave se for eventualmente nao-decrescente e

f(2n) =6(f(n))

Teorema 9. Sejam f(n) uma fungdo suave, e ¢ e ng constantes positivas. Se f(2n) < c.f(n),Vn > ng entdo
f(2Fn) < cF.f(n),¥n>ng ek > 1.

Teorema 10. Seja f(n) uma fungdo suave. Entao para qualquer b > 2 fizado,

f(bn) = O(f(n))



O teorema a seguir é conhecido como regra da suavizagao

Teorema 11. Seja T'(n) uma fungdo eventualmente nao-decrescente, e f(n) uma fungdo suave. Se T'(n) =
O(f(n)) para valores de n que sao poténcias de b (b > 2), entdo

T(n) = ©(f(n)), V.

A regra da suavizagdo nos permite expandir a informagdo sobre a ordem de crescimento estabelecida
para T(n) de um subconjunto de valores (poténcias de b) para o dominio inteiro. O teorema a seguir ¢ um
resultado muito 1til nesta direcao conhecido como teorema mestre:

Teorema 12. Seja T'(n) uma fungao eventualmente nao-decrescente que satisfaz a recorréncia
T(n) =a.T(n/b) + f(n), paran=>bFk=1,23,...
T(l)=c
ondea>1,b>2ec>0. Se f(n) =0(n?), onde d > 0, entdo

O(n'oer ), sea > b?

T(n) =< O(nlgn), sea=>l
0(n?), sea < bl
Prova. Considere que f(n) = n%. Aplicando o método da substituicio para a recorréncia do teorema,
obtemos: .
T(") = d"[T(1) + Y f(b7)/a’]
j=1

Como a* = al°8 ™ = nl°8s ¢ podemos reescrever a equacdo acima como:

log, n

T(n) =n®[T(1) + Z F¥)/a’]

e para f(n) = n¢, temos:

log, n log;, n
T(n) = n'“[T(1) + Z (") /a’] = n'oE [T (1) + Z (b/a)]

A soma acima forma uma série geométrica, e portanto:

log, d a log, n __
> (t/a)y = (bd/a)(b(/bd)/a)_ll, se b? £ a.

j=1
log, n
Quando b% # a, temos que Z (bd/a)j = log, n. Agora basta analisarmos cada um dos casos: a < b?,
j=1
a>blea=0be O

Apresentaremos agora uma versdo um pouco mais geral do teorema mestre[2]. Consideraremos como
anteriormente uma recorréncia da forma:

T(n) = a.T(n/b) + f(n)
ona>1eb>1sado constantes, e f(n) ¢ uma fungio assintoticamente positiva.

Teorema 13. Sejam a > 1 e b > 2 constantes, f(n) uma fungdo assintoticamente positiva, e T'(n) definida
nos inteiros nao-negativos pela recorréncia T(n) = a.T(n/b) + f(n), onde n/b deve ser interpretado como
[n/b] ou [n/b]. Entio T'(n) tem as seguintes cotas assintdticas:



1. Se f(n) = O(n'°8*=€) para alguma constante € > 0, entdo T(n) = O(n'°#»2);
2. Se f(n) = O(n'°®r ), entio T'(n) = O(n'°2 . 1gn);

3. Se f(n) = Q(n'°& %€ para alguma constante € > 0, e se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma constante
¢ < 1, entao para todo n suficientemente grande, temos que T'(n) = ©(f(n)).

A prova sera dividida em trés lemas, onde inicialmente consideraremos que n é poténcia de b.

Lema 14. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fun¢do ndo-negativa definida para poténcias de b.
Defina T'(n) para poténcias de b pela recorréncia:

[ e(1), sen=1;
T(n) = { a.T(n/b)+ f(n), sen =70

onde v € um inteiro positivo. Entao

log, n—1
T(n) = O =) + 3 ol f(n/V).
§=0
Prova. Analise a arvore de recorréncia da equagao dada. O

Em termos da arvore de recorréncia, os trés casos do teorema mestre correspondem aos casos onde o
custo total da arvore é:

1. dominado pelo custo das folhas;
2. uniformemente distribuido ao longo da arvore;
3. dominado pelo custo da raiz.

Lema 15. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fun¢do nao-negativa definida para poténcias de b. A
fungdo g(n) definida para poténcias de b por:

log, n—1

gn)= > d.f(n/V).

§=0
tem as sequintes cotas assintdticas para poténcias de b:
1. Se f(n) = O(n'°8 =€) para alguma constante € > 0, entdo g(n) = O(n'°&>);
2. Se f(n) = O(n'°8» %), entio g(n) = O(n'°8 . 1gn);

3. Se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma constante ¢ < 1 e para todo n suficientemente grande, entao g(n) =
).

O(f(n)
Prova. Exercicio. O
Exercicio 16. Resolva as sequintes relacoes de recorréncia:

1. T(1) =1, T(n) =3T(n/2) + n? n>2

S



6. T(1) € ©(1), T(n) = T(2n/3) + 1

7. T(1) € O(1), T(n) = 2T(n/4) + 1

8. T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) + v/n

9. T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) + /nlg’n
10. T(1) € O(1), T(n) = 2T(n/4) +n
11. T(1) € O(1), T(n) = 2T(n/4) + n?
12. T(1) € O(1), T(n) = 3T(n/2) + nin(n)
13. T(1) € O(1), T(n) = 3T(n/4) + nin(n)
14. T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/2) + nin(n)
15. T(1) € O(1), T(n) = 2T(n/2) + n/in(n)
16. T(1) € ©(1), T(n) = T(n— 1) + 1/n
17. T(1) € O(1), T(n) = T(n — 1) + In(n)
18. T(1) € O(1), T(n) = VaT(Vn) +n
19. T(n) = 8T(n/2) + O(n?)
20. T(n) = 8T(n/2) + ©(1)
21. T(n) = 7T (n/2) + O(n?)

Referéncias

[1] T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, and C. Stein. Introduction to Algorithms, Third Edition.
The MIT Press, 3rd edition, 2009.

[2] Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, and Clifford Stein. Introduction to
Algorithms. MIT Press, Cambridge, MA, USA, fourth edition, April 2022.

[3] A. V. Levitin. Introduction to the Design and Analysis of Algorithms, Third Edition. Addison-Wesley
Longman Publishing Co., Inc., Boston, MA, USA, 2012.



