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Nas ultimas aulas, resolvemos algumas relagoes de recorréncia que expressam o comportamento de
algoritmo recursivos. O primeiro método utilizado consiste no método da substitui¢cao que é composto de
duas etapas:

1. Adivinhar/chutar uma solugao;
2. Usar inducao matemaética para provar que o chute esta correto.

A primeira etapa pode passar a ideia de que o chute é feito de forma arbitraria e sem critérios, mas isto
obviamente nao faz sentido. Observe que nao precisamos encontrar uma solugdo exata, mas apenas uma
cota para a recorréncia em questao, o que em geral é mais facil. Por exemplo, considere a seguinte relacao
de recorréncia

T(n) = 2T(n-1)+c¢
T(1) = 1 (1)

onde ¢ é¢ uma constante. Inicialmente, podemos iterar a recorréncia até que possamos visualizar a forma (ou
padréo) da solugao:
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= 2.2T(n—2)4+c)+c
= 22T(n—2)+2.c+c
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... (aqui podemos inferir um padrao)
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Agora podemos utilizar indug@o para verificar que a solugdo encontrada é correta. A indugdo é sobre
n > 1. A base da indugdo (n = 1 nos da que T(1) = (¢ +1).2'"1 —¢c = c+ 1 — ¢ = 1 que coincide
com a condigdo de contorno dada em (1). No passo indutivo (n > 1), temos T'(n) = 2.T(n — 1) + ¢ £
2.((c+1)2" 2 —¢)+c=2.(c+1).2" 2 -2.c+c=(c+1).2"1 — ¢ como queriamos concluir. Esta solucio
nos permite concluir que T'(n) = 0(2").
Uma questao que surgiu na aula passada foi sobre a recorréncia T'(1) = ©(1),T(n) = 3T (n/3+5)+n/2, e
0 que argumentamos é o aumento em 5 nao deveria alterar o comportamento assintético da recorréncia dada
em relagao a recorréncia T'(1) = ©(1),T(n) = 3T (n/3) + n/2. Podemos verificar esta afirmagdo da seguinte
forma: podemos utilizar o Teorema Mestre para obtermos uma solugao da recorréncia T'(1) = O(1),T(n) =



3T(n/3)+n/2, e utilizar esta solu¢ao como chute para T'(1) = ©(1),T(n) = 3T (n/3+5) +n/2 via o método
da substituicao.
Vimos duas versoes do Teorema Mestre. A primeira pode ser encontrada em [3]:

Teorema 1. Seja T'(n) uma fung¢ao eventualmente nao-decrescente que satisfaz a recorréncia
T(n)=aT(n/b)+ f(n), paran=>bF k=123 ...
T(l)=c
ondea>1,b>2ec>0. Se f(n) =0(n?), onde d >0, entio

O(n'er ), sea > bl
T(n)=1{ O(ndlgn), sea=1>b?
O(n?), se a < b?

E a segunda versdo, um pouco mais geral, esta disponivel em [I]:

Teorema 2. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fung¢ao assintoticamente positiva, e T(n) definida
nos inteiros nao-negativos pela recorréncia T(n) = a.T(n/b) + f(n), onde n/b deve ser interpretado como
[n/b] ou [n/b]. Entdo T(n) tem as sequintes cotas assintdticas:

1. Se f(n) = O(n'°& =) para alguma constante € > 0, entio T(n) = O(nl°& 2);
2. Se f(n) = O(n'°® ), entio T'(n) = O(n'°8 . 1gn);

3. Se f(n) = Q(n'°%2%€) para alguma constante € > 0, e se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma constante
¢ < 1, entao para todo n suficientemente grande, temos que T(n) = ©(f(n)).

Em ambos os casos, obtemos T'(n) = ©(n.lgn) como solugdo da recorréncia T(1) = O(1), T'(n) =
3T(n/3) + n/2. Utilizaremos esta solugdo para encontrarmos um chute e, via o método da substituigdo,
mostraremos que este chute é solu¢ao da recorréncia T'(1) = ©(1),T(n) = 3T(n/3 + 5) + n/2. Para
que possamos utilizar indugao, precisamos remover a notagao assintdtica da solugao. Um outro aspecto
importante é que o método da substituigao é bastante eficiente para estabelecer tanto cota superior quanto
inferior de uma recorréncia, mas normalmente ndo € uma boa ideia estabelecer ambas as cotas simultaneamente.

Exercicio 3. Mostre que a recorréncia T(1) = ©(1), T'(n) = 3T(n/3 + 5) + n/2 tem solugdo T(n) =
O(n.lgn).

Assim, o método da substituicdo pode ser visto como uma forma para provar cotas assintoticas de uma
recorréncia por inducao. A escolha de um chute, quando nao for obtido iterativamente como no primeiro
exemplo, exige diversos cuidados. Para maiores detalhes, recomendamos a leitura da Segéo 4.3 de [I] e/ou
da nova edicao [2].

Uma outra questao interessante que surgiu na aula passada inclui alguns casos de recorréncias onde o
Teorema Mestre nao se aplica. A recorréncia T'(n) = 2T'(n/2) + n.lgn aparentemente cai no caso 3 do
Teorema Mestre porque n.lgn é assintoticamente limitada inferiormente por n = n'¢2. Mas o problema é
que ela nio polinomialmente maior: de fato, para que o caso 3 aplicasse precisariamos que n.lgn = Q(n!+€)
para algum € > 0. Ou seja, n.lgn > c.n!t® = lgn > c.n® mas esta altima desigualdade nio vale para
nenhum ¢ > 0. Para mostrar este fato, prove o teorema a seguir (disponibilizado como exercicios no pdf das
aulas 5 e 6 (http://flaviomoura.info/files/paa-2023-1-aulas05e06.pdf)):

Teorema 4. lgn = o(n®),Va > 0. Ou seja, a fungao logaritmo cresce mais lentamente do que qualquer
poténcia de n (incluindo poténcias fraciondrias)

onde

Definicao 5. Seja g(n) uma funcao dos inteiros nao-negativos nos reais positivos. Definimos, o(g(n)) =

{f(n) : para qualquer constante positiva ¢, eriste uma constante positiva ng tal que 0 < f(n) < c-g(n),Vn >
no.}


http://flaviomoura.info/files/paa-2023-1-aulas05e06.pdf

Outro exercicio interessante consiste em mostrar que qualquer polinémio cresce mais lentamente do que
qualquer fungéo exponencial:

Teorema 6. n* = o(2"),Vk > 0. Ou seja, poténcias de n crescem mais lentamente que a funcdo exponencial
2". Mais ainda, poténcias de n crescem mais lentamente do que qualquer fun¢do exponencial ¢, c > 1.
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