Projeto e Analise de Algoritmos

Flavio L. C. de Moura
11 de maio de 2023

Os algoritmos de ordenacao estudados até aqui sao baseados na comparagao de chaves, ou seja, a operacao
basica destes algoritmos é a comparacao entre elementos do vetor ou lista que se quer ordenar|I]. Neste
contexto, vimos que Insertion Sort e Quicksort tém, no pior caso, complexidade de tempo quadréatica, i.e.,
estao em O(n?). JA Merge sort é capaz de, no pior caso, ordenar um vetor com n elementos em tempo
O(n.1lgn). A duvida que surge naturalmente agora é: seria possivel construir um algoritmo baseado na
comparacao de chaves que consiga ordenar um vetor com n elementos, no pior caso, realizando menos do que
c.n.lgn comparagoes (para alguma constante positiva ¢? Ou seja, seria possivel melhorar a cota O(n.lgn)
no pior caso?

Para responder a esta pergunta, assumiremos que os n elementos x1, s, ...,z, a serem ordenados sao
distintos. Além disto, o processo de ordenagao serd modelado por drvores de decisao, que sao arvores binarias
completas que representam as comparagoes realizadas entre elementos por um algoritmo de ordenagao
particular em uma entrada de tamanho dado. Assim, para construirmos a arvore de decisdo para um
algoritmo A (baseado na comparagdo de chaves) que recebe como entrada um vetor com n elementos
distintos, anotaremos seus nos internos com i : j, para 1 < 4,5 < n, e cada folha com a permutacao
(r(1),7(2),...,m(n)). A execugdo do algoritmo corresponde a um caminho da raiz até uma folha. Cada no
interno corresponde a comparagao a; < a; (a rigor a; < a; ja que os elementos sdo distintos), e a subarvore
a esquerda indica as comparagoes subsequentes. A subérvore & direita indica as comparagoes subsequentes
quando a; > a;, e uma folha indica que o algoritmo ordenou o vetor de forma que ar(1) < ar2) < ... < Gr(n)-
Como qualquer algoritmo de ordenacao correto tem que ser capaz de produzir todas as permutacoes de uma
entrada, cada uma das n! possiveis permutacoes do vetor de tamanho n dado com entrada tem que aparecer
como uma folha. O caminho mais longo da raiz de uma arvore de decisao até uma folha representa o nimero
de comparagbes no pior caso do algoritmo em consideragao. Ou seja, o niimero de comparagdes no pior
caso de um algoritmo corresponde a altura de sua arvore de decisdo. A cota inferior da altura de todas as
possiveis arvores de decisao sera entao a cota inferior, no pior caso, para qualquer algoritmo de ordenacao
baseado na comparacao de chaves.

Teorema 1. Qualquer algoritmo baseado na comparagdo de chaves requer Q(n.lgn) comparagées no pior
caso.

Prova. Precisamos determinar a altura de uma érvore de decisao onde cada permutagao do vetor de entrada
aparega como uma folha. Considere a arvore de decisao de altura h contendo [ folhas de um algoritmo para
ordenar n elementos distintos. Como cada uma das n! permutagoes do vetor de entrada aparece como uma
folha, temos que n! < [, e como uma arvore binaria de altura h nao possui mais do que 2" folhas, temos que
n! <1< 2" Portanto h > lg(n!) = Q(n.1gn). O

Exercicio 2. Sejam | o nimero de folhas em wma drvore bindria, e h sua altura. Prove que | < 2",
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