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e Segue o enunciado do Teorema Mestre:

Teorema 1. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fungio assintoticamente positiva, e T'(n)
definida mos inteiros nao-negativos pela recorréncia:

T(n) =a.T(n/b) + f(n)
onde n/b deve ser interpretado como |n/b] ou [n/b]. Entao T(n) tem as sequintes cotas assintdticas:

1. Se f(n) = O(n'°8»2=€) para alguma constante € > 0, entdo T'(n) = O(n'°8s ).

2. Se f(n) = ©(n'°®: ), entio T(n) = O(n'& 2. 1gn).

3. Se f(n) = Q(n'°8 %) para alguma constante € > 0, e se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma
constante ¢ < 1, entdao para todo n suficientemente grande, temos que T'(n) = O(f(n)).

Resolva as seguintes questoes:

1. (2.5 pontos) Sejam f(n) e g(n) fungdes ndo-negativas tais que g(n) = O(f(n)). Prove, utilizando
as definigoes de notagdo assintotica, que f(n) 4+ g(n) = O(f(n)).

Solugao. Por hipétese, temos que
g9(n) = O(f(n)) (1)

€ queremos mostrar que

f(n) +g(n) = O(f(n)) (2)

ou seja, precisamos encontrar constantes positivas ¢y, co € ng tais que

c1, f(n) < f(n) +g(n) < ca.f(n),¥n > no

Da hipétese, sabemos que existem constantes positivas ¢’ e n’ tais que

g(n) < d.f(n),vn >n' (3)

e portanto,

F(m) + g(n) < (L+¢).f(n),¥n > 0.

Ou seja, f(n)+g(n) = O(f(n)). Adicionalmente, f(n)+g(n) > f(n),Vn, e assim, podemos tomar
co=1,co=1+c eng=n. ]



2. (2.5 pontos) Considere o problema dos elementos tnicos, que checa se todos os n elementos de um
vetor de tamanho sao distintos:

1 fori=0ton—2do

2 forj=i+1ton—1do
3 if Ali] = A[j] then

4 ‘ return false

5 end

6 end

7 end
8 return true
Algoritmo 1: EUnicos(A[0..n — 1])

Faga a anélise assintotica deste algoritmo, e justifique sua resposta.

Solugao. Seja T(n) o ntmero de comparagdes executadas por este algoritmo (linha 3). O
namero de comparagdes ¢ interrompido assim que dois elementos iguais sd@o encontrados (linha
4), e portanto, no melhor caso apenas uma comparagio é feita: por exemplo, quando os dois

primeiros elementos do vetor A sdo iguais. Neste caso, T'(n) = ©(1). No pior caso, temos
n—2 n—1 n—2
. (n—1)n . .
T = 1= —-1—-4)=——"7"— L T = 2 lgorit é
(n) Z Z Z(n i) 5 ogo T(n) = ©(n?), ou seja, o algoritmo &
1=0 j=i+1 1=0
quadrético no tamanho da entrada. ([

3. Considere um algoritmo recursivo hipotético que resolve uma classe de problemas da seguinte forma:

(a) A instancia do problema de tamanho n recebida como entrada é dividida em 4 subproblemas
de tamanho n/2, que sdo por sua vez resolvidas recursivamente;

(b) As solugdes dos 4 subproblemas sio combinadas em tempo n?.lgn, para que seja possivel
formar uma solugao do problema original.

Responda os itens a seguir:

(a) (1.0 ponto) Escreva a recorréncia que modela a complexidade deste algoritmo.
Solugao.
T(n) =4.T(n/2) +n%lgn

(b) Determine a complexidade assintotica deste algoritmo hipotético de acordo com os seguintes
passos:

i. (1.5 pontos) O Teorema Mestre pode ser utilizado para resolver a recorréncia do item
anterior? Justifique sua resposta.
Solucgao. O teorema mestre nao se aplica a esta recorréncia. De fato, o caso 3 seria
o candidato para resolver esta recorréncia, mas para isto precisamos que n?.lgn =
Q(n'84te) = Q(n?*€) para alguma constante ¢ > 0, e isto ndo ocorre: de fato, para
que n?.lgn = Q(n**€) precisam existir constantes positivas ¢y e ng tais que n%.lgn >
co.n?T¢,¥n > ng o que equivale a lgn > cg.n,¥n > ng, o que é um absurdo ja que
lgn = o(n¢) para todo € > 0. Alternativamente, podemos simplesmente dizer que n?.lgn
nao é polinomialmente maior do que n2.
Ainda que desnecessario mostrar ja que o caso 3 nao aplica, mas considerando que a
situagao apresentada no paragrafo anterior nao tenha sido observada, note que a condigao
de regularidade do caso 3 também nao ¢ satisfeita; de fato, para que 4.(n/2)%.1g(n/2) <
c.n?.lgn para alguma constante ¢ < 1 e n suficientemente grande, teriamos que

n?.((lgn) —1) <en’lgn =
(lgn) —1<eclgn =

lgn < 1= (para n suficientemente grande)

o que é um absurdo, ja que lgn é uma funcao crescente, e portanto nao pode ser limitada
por uma constante. O



ii. (2.5 pontos) Qual é a a complexidade assintotica deste algoritmo hipotético? Justifique

sua resposta.
Solugao. Vamos resolver esta recorréncia pelo método da substituigao. Para isto, vamos
assumir que n = 2% para algum k positivo, e que T'(1) = 0. Assim,

T(n) = 4.T(n/2)+n%lgn
= 42.T(n/2%) 4+ n2%.(1g(n/2) +1gn)
= 43.T(n/2%) +n?.(1g(n/2%) +1g(n/2) +1gn)

= AT +02 (3 le(n/2)

= =0

k.(k—1
Ao W)
= n(1g’(n) - e

2 1g?(n)+lgn
) 2 .

Podemos utilizar indugéo (forte) para verificarmos que a expressdo acima é, de fato,
solucao da recorréncia original:

T(n) = 4.T(n/2)+n%lgn
. 2/n n
g (my2 GG | 2 ey
-1 ((lgn)*l);Jr(lgn)fl Jrnz lgn
2

n?.(g” n+lgn)
5 .
Logo T'(n) = ©(n2.1g* n).
Alternativamente, podemos calcular cada uma das cotas separadamente utilizando indugao

(forte). Inicialmente, mostraremos que T'(n) < n?.1g®n, para n suficientemente grande.
Temos,

T(n) = 4.T(n/2)+n%lgn
h.i.
< 4((3)%1g%(3) +nPlgn
= n2.1g2(%))+n2 lgn
= n2(g’n—21gn+1)+nlgn
= n2lg?n—n2((gn)—1)
< n2.lg*n, paran > 2
Portanto, T'(n) = O(n?.1g* n).
Para a cota inferior, mostraremos que T'(n) > % lg n, para n suficientemente grande.
Temos,
T(n) = 4.T(n/2)+n%lgn
h.i. n
> 4((72)2 lg( ) +n2lgn
2
%z.ng(%) +n2 lgn
= ”2—2(12271—21gn+1)+n2 lgn
= 5 lg2 n+ 4
> ”7 lg“n
Logo, T(n) = Q(n?.1g> n), e portanto T'(n) = O(n?.1g%n). O



