Projeto e Analise de Algoritmos

Flavio L. C. de Moura*

1 O algoritmo quicksort

O algoritmo Quicksort, assim como merge sort, utiliza o paradigma de divisdo e conquista para ordenar
um vetor A[l..n]. As etapas para ordenar um subvetor Alp..r] (1 <p <r <n) sdo as seguintes:

1. Dividir: Esta etapa consiste em particionar o vetor A[p..r] em dois subvetores (possivelmente
vazios) A[p..q — 1] e A[g+ 1..r] tais que cada elemento do vetor A[p..q — 1] é menor ou igual a Alg],
que por sua vez também é menor ou igual do que cada elemento do vetor A[g + 1..r]. Esta etapa
também computa o indice ¢ do particionamento.

2. Conquistar: Esta etapa consiste em recursivamente ordenar os subvetores A[p..gq—1] e A[g+1..r].

Assim, a ideia do algoritmo pode ser apresentada a partir do pseudocodigo a seguir:
Algorithm 1: Quicksort(A4, p,r)
1 if p <r then
2 g = Partition(A, p, r);
3 Quicksort(A, p,q — 1);
4 Quicksort(A, g + 1,7);
5 end

A ordenacao do vetor A[l..n] é, entdo, obtida pela chamada Quicksort(A4,1,n). O particionamento
do vetor consiste na principal etapa do algoritmo Quicksort:
Algorithm 2: Partition(A, p, )
z = Alr];
1 =p—1;
for j=ptor—1do
if A[j] < then
=14 1;
exchange A[i] com A[j];

end
end
exchange A[i + 1] with A[r];
return ¢ + 1;
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Exercicio 1.1. Prove a seguinte invariante de laco, e conclua que o algoritmo Partition € correto:

Antes de cada iteragao do lago for (linhas 3-8), para todo k, temos:
1. Se p <k <1, entao A[k] < x;

2. Sei+1<k<j—1, entao Alk] > z;

3. Se k =r, entao Alk] = z.
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O ntimero de comparagoes (linha 4) feitas por Partition em um vetor com n elementos é ©(n). Qual
seria, entao, o tempo de execugao de Quicksort?

O tempo de execugao T'(n) de Quicksort, no pior caso, para entradas de tamanho n ocorre quando o
particionamento gera um vetor vazio, e outro com n — 1 elementos. Neste caso dizemos que o particio-
namento é desbalanceado. Se assumirmos que este desbalanceamento ocorre em cada chamada recursiva,
podemos modelar o processo pela seguinte equagao de recorréncia:

Tw(n) =Ty(n —1) + T,,(0) + O(n)

Como néo ha trabalho a fazer em um vetor vazio, temos que T'(0) = O(1), e portanto a recorréncia
acima pode ser reescrita como:
Tw(n) = Tw(n —1) +6(n) (1)

Como exercicio, mostre que T, (n) = ©(n?), e observe que esta situagao ocorre, por exemplo, quando
o vetor dado como argumento ja esté ordenado.

Por outro lado, quando o particionamento é balanceado temos o melhor caso para Quicksort. Agora,
o particionamento divide o problema original em dois subproblemas sendo um de tamanho | % |, e outro

2
de tamanho [ — 1], o que nos dé a recorréncia:

n
2

Se ignorarmos as fungoes de aproximagao e a subtracgao por 1, temos a recorréncia:

Ty(n) = T([5) + T([§ — 1)) + O(n)

Ty(n) = 2.Tb(g) +0(n)

que, pelo Teorema Mestre, tem solugdo Tp(n) = O(n.lgn).

Assim, o tempo de execucao de Quicksort depende se o particionamento esta balanceado ou nao: Em
caso afirmativo, Quicksort é assintoticamente tao rapido quanto mergesort, mas se o particionamento
nao estiver balanceado, Quicksort tem o mesmo comportamento assintotico de Insertion sort no pior
caso.

O que ocorre se o particionamento é sempre da ordem de 9-1, i.e. 90% dos elementos sdo menores ou
iguais ao pivo, e apenas 10% sdo maiores do que o pivd? (Exercicio!) A resposta desta pergunta sugere
que a complexidade do caso médio para Quicksort estd mais proxima do melhor caso do que do pior caso.

Exercicio 1.2. Mostre que a complexidade de Quicksort, no melhor caso, é Q(nlgn).

Exercicio 1.3. Mostre que o algoritmo Quicksort é correto.

2 Cota inferior para algoritmos baseados na comparagao de cha-
ves

Os algoritmos de ordenagao estudados até aqui sao baseados na comparacao de chaves, ou seja, a operagao
basica destes algoritmos é a comparagao entre elementos do vetor (ou lista) que se quer ordenar. Neste
contexto, vimos que Insertion Sort e Quicksort tém, no pior caso, complexidade de tempo quadratica,
i.e. estdo em O(n?). Ja Merge sort é capaz de, no pior caso, ordenar um vetor com n elementos em tempo
O(n.lgn). A davida que surge naturalmente agora é: seria possivel construir um algoritmo baseado na
comparacao de chaves que consiga ordenar um vetor com n elementos, no pior caso, realizando menos
do que c.n.lgn comparagoes para alguma constante positiva ¢? Ou seja, seria possivel melhorar a cota
O(n.lgn) no pior caso?

Para responder a esta pergunta, assumiremos que os n elementos x1,xs,...,T, a serem ordenados
sao distintos. Além disto, o processo de ordenagao sera modelado por drvores de decisdo, que sao arvores
(binarias) completas que representam as comparagoes realizadas entre elementos por um algoritmo de
ordenacdo particular em uma entrada de tamanho dado. Assim, para construirmos a arvore de decisao
para um algoritmo A (baseado na comparagdo de chaves) que recebe como entrada um vetor com n
elementos distintos, anotaremos seus nés internos com ¢ : j, para 1 < 7,5 < n, e cada folha com a
permutacao (mw(1),m(2),...,m(n)). A execucdo do algoritmo corresponde a um caminho da raiz até uma
folha. Cada no interno corresponde a comparacao a; < a; (a rigor a; < a; ja que os elementos sao



distintos), e a subarvore a esquerda indica as comparagdes subsequentes. A subarvore a direita indica
as comparacoes subsequentes quando a; > a;, e uma folha indica que o algoritmo ordenou o vetor de
forma que ar(1) < az@2) < ... < ar(y). Como qualquer algoritmo de ordenagao correto tem que ser capaz
de produzir qualquer uma das permutacgoes de uma entrada, cada uma das n! possiveis permutagoes do
vetor de tamanho n dado com entrada tem que aparecer como uma folha. O caminho mais longo da raiz
de uma arvore de decis@o até uma folha representa o niimero de comparagoes no pior caso do algoritmo
em consideracao. Ou seja, o nimero de comparagoes no pior caso de um algoritmo corresponde a altura
de sua arvore de decis@ao. A cota inferior da altura de todas as possiveis arvores de decisao seré entao a
cota inferior, no pior caso, para qualquer algoritmo de ordenacao baseado na comparagao de chaves.

Teorema 2.1. Qualquer algoritmo baseado na comparagao de chaves requer Q(n.lgn) comparagées no
pior caso.

Demonstragdo. Precisamos determinar a altura de uma arvore de decisao onde cada permutagao do vetor
de entrada aparece como uma folha. Considere a arvore de decisdo de altura h contendo [ folhas de um
algoritmo para ordenar n elementos distintos. Como cada uma das n! permutagoes do vetor de entrada
aparece como uma folha, temos que n! < [, e como uma arvore binaria de altura h nao possui mais do
que 2" folhas, temos que n! <1 < 2". Portanto h > Ig(n!) = Q(n.lgn). O

Exercicio 2.2. Sejam | o nimero de folhas em uma drvore bindria, e h sua altura. Prove que | < 2".

Exercicio 2.3. Prove que lg(n!) = O(n.lgn).
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