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1 Equagoes de Recorréncia

Iniciaremos o estudo das equagoes de recorréncia fazendo a anélise da complexidade do algoritmo de
ordenacgao por inser¢ao recursivo. A funcao auxiliar ins x [ é utilizada para inserir o elemento = na lista

l:

Defini¢ao 1.1. Sejam x um nidmero natural, e l uma lista de nimeros naturais. A funcao (ins x 1),
que insere o natural x na lista 1, € definida recursivamente como a sequir:
x ::nil, se l =mnil
nsxl= T, sel=hutlex<h
h:(insztl), sel=h:=tlex>h

Definiremos o algoritmo de ordenagao por insergao pela fungao recursiva is (insertion sort) que recebe
uma lista [ como argumento:

Definigao 1.2. Seja | uma lista de nimeros naturais. A funcdo is é definida recursivamente como a
sequir:

ol — nil, sel =nil
“CEE ins b (istl), sel=h:tl

Se [ for a lista vazia nao ha nada a fazer, e caso contrério, recursivamente ordenamos a cauda da
lista para entdo inserir o novo elemento. Ou seja, dada uma lista nao vazia h :: tl, a fungdo is insere o
primeiro elemento h na versao ordenada da cauda tl.

Vamos iniciar nossa analise pela funcdo ins x | (Definigdo . A operagao basica no caso do
algoritmo de ordenagao por insergao é a comparagao entre chaves. Note que quando [ é a lista vazia,
a lista unitaria = :: nil é retornada, e nenhuma comparagao é feita. Quando ! é uma lista da forma
h :: tl entao comparamos x com h, e quando x < h, ou seja, apés uma comparagao, a lista x :: h :: tl é
retornada e o algoritmo termina. Por outro lado, se > h, ou seja, ap6s uma comparagao, o algoritmo
continua buscando recursivamente a posi¢ao correta para inserir x. Denotaremos por Tj,s = [ a fungao
que computa o nimero exato de operacoes béasicas realizadas pela fungao ins para inserir o elemento x
na lista [:

0, se | = nil

Tins x 1= 1, sel=h:tlex<h

1+ (Tins z tl), sel=hutlex>h

Observe que esta funcao pode retornar valores distintos para listas de mesmo tamanho. De fato,
temos que Tjps 1 (2::3:: 4 nil) = 1, enquanto que Tjps 4 (1::2 2 3 nil) = 3. Normalmente estamos
interessados na analise do pior caso, porque ela nos fornece uma cota superior para o custo do algoritmo,
isto é, para o nimero de comparagcoes realizadas durante a sua execugao. Para calcularmos o niimero de
comparagoes no pior caso, definiremos a func¢do T2 .(n) que retorna o nimero méaximo de comparagoes

ms
realizadas pelo algoritmo ¢s ao receber como entrada uma lista contendo n > 0 elementos:

0 sen =20
,Tﬁzs (n) = ’ w
1+T% (n—1), sen>0
Assim, se n = 0 (lista vazia) entdo nenhuma comparacdo ¢é feita, e se n > 0 ent@o o elemento a ser
inserido é comparado com o primeiro elemento da lista, e recursivamente, computamos o custo T2 (n—1)

ms
para fazer a insercao na cauda da lista original.
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Exercicio 1.3. Prove que T} .(n) = n, para todo n > 0.

Assim, a relacao entre as funcgoes Tj,s € T°

s € dada pelo lema a seguir:

Exercicio 1.4. Sejam x um numero natural, e l wma lista de nimeros naturais. Prove que Tips x 1 <
T2 (]l]), onde |l| denota o tamanho da lista l.

Os dois tltimos exercicios nos permitem concluir que Tj,s x I < |I], ou seja, que a fungdo ins tem
complexidade linear no pior caso: T2 (n) = O(n)
Agora faremos uma analise semelhante para a fungio is. A fungdo recursiva T;5(l) a seguir, retorna
o namero de comparagoes realizadas pelo algoritmo is para ordenar a lista I:
To(l) = 0, se [ = nil
Tis(tl) + Tins h (is tl), sel=h:tl
Observe que, Tjs(1 2223 nil) =2, T;s(3 22 1 mil) =3, Tis(1 22234 ::nil) =3e
Tis(4 ::3::2:: 1 nil) = 6, ete. Portanto o nimero de comparagdes pode ser diferente para listas de
mesmo tamanho, o que é esperado pelas chamadas feitas a fungdo ins. Como entao definir a fungao
T (n) que nos da um limite superior para o nimero de comparacoes feitas pelo algoritmo de ordenagao
por insercao para uma lista qualquer de tamanho n? Em outras palavras, qual a complexidade do pior
caso para o algoritmo de ordenacao por inser¢ao? Sabemos que quando n = 0, nenhuma comparagao é
feita. Quando n > 0, o algoritmo é aplicado recursivamente na cauda da lista, isto é, em uma lista de
tamanho n — 1, e é feita uma chamada & func@o ins cuja complexidade ja conhecemos. Isto nos permite
escrever a fungdo 77Y(n) como a seguir:
wr | 0, sen =0
Tialn) = { To(n—1)+ T2, (n—1), sen>0

que pode ser simplificada como a seguir, ja que T2 (n) = n:

w ] 0, sen =0 , S
TY(n) = { Tom—1)+(n—1), sen>0 Podemos usar o método da substitui¢ao para encon-

trarmos uma solucdo para esta recorréncia, e em seguida utilizar inducao para verificarmos se a solugao
esta correta. Pelo método da substitui¢ao, podemos ir aplicando a definicdo da recorréncia, assumindo
que n > 0:

Tign) = Tgn—=1)+(n-1)
Tii(n=2)+(n—=2)+(n—-1)
Tii(n=3)+(n—=3)+(n-2)+(n—1)

Podemos continuar este processo de substituigao até chegarmos em T (1) que é igual a 0:
TEm) = TEn—=1)+(n-1)
= Tgn=2)+Mn-2)+(m-1)

T =3)+(n—=3)+(n—-2)+(n-1)

TH1)+1+424+...+(n—=3)+(n—-2)+(n—1)

0+14+2+...4n=3)+(n—-2)+(n—-1)

Zln:—llZ _ n(nzfl)

Para finalizar, precisamos utilizar indu¢do em n para provar que 7% (n) = "("271). Sen=0,0

resultado é trivial. Se n > 0 entao, por definicdo, T*(n) = T} (n—1)4(n—1). A hipotese de indugao, nos

daque TP (n—1) = 7("_1)2("_2) e portanto, T (n) = T (n—1)+(n—1) hut 7(71_1)2("_2) +(n—-1) = 7”(”2_1).
Nossa conclusio, portanto, ¢ que o algoritmo de ordenagio por insergao recursivo ¢ correto, e sua

complexidade no pior caso é quadrética, assim como na versiao nao-recursiva: T (n) = O(n?).

Exercicio 1.5. Resolva as sequintes relagoes de recorréncia:
1. TH)=1,Tn)=2T(n—1)+1,n>2
2.T1)eo©), TN)=T(Nh—-1)+1/n
3. T(1)eO(), T(n)=T(n—1)+In(n)

Vejamos um outro exemplo, o algoritmo mergesort:
O algoritmo de ordenacao mergesort é um exemplo de algoritmo recursivo, que se caracteriza por
dividir o problema original em subproblemas que, por sua vez, sao resolvidos recursivamente. As solugoes



dos subproblema sao entao combinadas para gerar uma solugao para o problema original. Este paradigma
de projeto de algoritmo é conhecido com divisao e conquista. Este algoritmo foi inventado por J. von
Newmann em 1945.

Algorithm 1: mergesort(A, p, r)

1 if p <r then
p+r

2 | g=5"];

3 mergesort(A, p, q);

4 mergesort(A, g+ 1,7);
5 merge(A4,p,q,T);

6 end

Denotaremos por T,,s(n) a fungdo que retorna o namero de comparagoes realizadas pelo algoritmo
mergesort ao receber como entrada um vetor contendo n elementos, ou seja, r — p + 1 = n que pode ser
definida recursivamente como a seguir:

Tpa(n) = { 2.Ts(n/2) + Trerge(n), sen>1

0, caso contrario.

Observe que esta recorréncia depende do custo da fungao auxiliar merge que é responsavel por com-
binar os subvetores ordenados. De fato, o algoritmo merge consiste na etapa principal do algoritmo
mergesort. O procedimento merge(A,p,q,r) descrito a seguir recebe como argumentos o vetor A, e os
indices p, ¢ e r tais que p < g < r. O procedimento assume que os subvetores A[p..q] e A[q + 1..r] estéo
ordenados.

Algorithm 2: merge(A4,p,q,r)

1 =q—p+1; // Qtd. de elementos em A[p..q|
2Ny =7—q; // Qtd. de elementos em Alg+ 1..7]
3 let L[1..ny + 1] and R[1..ny + 1] be new arrays;
4 fori=1 tony do

5 | Lli]=Alp+i—1];
6 end

7 for j =1 to ny do

s | R[j]=Alg+J];
9 end

10 L[ny +1] = oo;

11 R[ng + 1] = oo;

12 1 =1;

13 j =1;

14 for k =p to r do

15 if L[i] < R[j] then
16 Alk] = L[i];

17 1 =1+ 1;

18 end

19 else

20 Alk] = RI[j];

21 J=J7+1L

22 end

23 end

As comparagoes realizadas pelo algoritmo merge ocorrem na linha 15 do pseudocddigo acima. O
niumero de comparacoes é definido pelo lago for da linha 14, ou seja, sao realizadas r — p+ 1 comparagoes
na linha 15. Se n =r — p+ 1 entdo Tperge(n) = n. Podemos entdo reescrever a recorréncia anterior da
seguinte forma:

Tpa(n) = 2.Tms(n/2)+n, sen>1 N
0, caso contrario.

Aqui podemos utilizar novamente o método da substituicdo para resolver esta recorréncia. As contas

podem ser simplificadas ao resolvermos para o caso em que n é uma poténcia de 2, ou seja, n = 2F (k > 0).

Exercicio 1.6. Prove que Ty,s(n) = O(n.lgn), quando n = 2* (k > 0).



A seguir, mostraremos que a solugao apresentada no exercicio anterior continua verdadeira para
qualquer valor de n, e nao apenas para poténcias de 2.
Nesta secao estudaremos as equagoes de recorréncia utilizadas no paradigma de divisao de conquista

21:

Definicao 1.7. Seja f(n) uma fung¢io nao-negativa definida no conjunto dos nimeros naturais. Dizemos
que f(n) é eventualmente ndo-decrescente se existir um nidmero inteiro ng tal que f(n) € nao-decrescente
no intervalo [ng, 00), ou seja,

f(nl) < f(ng),Vng > ny > ng.

Defini¢ao 1.8. Seja f(n) uma fun¢ao nao-negativa definida no conjunto dos niimeros naturais. Dizemos
que f(n) € suave se for eventualmente nao-decrescente e

f(2n) =06(f(n))

Teorema 1.9. Sejam f(n) uma fungio suave, e c e ng constantes positivas. Se f(2n) < c.f(n),Vn > ng
entio f(2Fn) < cF.f(n),vn>ng ek > 1.

Teorema 1.10. Seja f(n) uma fungdo suave. Entdo para qualquer b > 2 fizado,

f(b.n) = O©(f(n))
O teorema a seguir é conhecido como regra da suaviza¢ao

Teorema 1.11. Seja T(n) uma fungdo eventualmente nao-decrescente, e f(n) uma fung¢ao suave. Se
T(n) = O(f(n)) para valores de n que sdo poténcias de b (b > 2), entdo

T(n) = O(f(n)), Vn.

A regra da suavizag@ao nos permite expandir a informagao sobre a ordem de crescimento estabelecida
para T'(n) de um subconjunto de valores (poténcias de b) para o dominio inteiro. O teorema a seguir é
um resultado muito util nesta diregao conhecido como teorema mestre:

Teorema 1.12. Seja T'(n) uma fungdo eventualmente nao-decrescente que satisfaz a recorréncia
T(n)=aT(n/b)+ f(n), paran=>bF k=123 ...
T(l)=c
ondea>1,b>2ec>0. Se f(n) = @(nd), onde d > 0, entao

O(ner ) sea > bl
T(n) =< O(nllgn), sea=1"b?
0(n?), se a < b?

Demonstragdo. Considere que f(n) = n?. Aplicando o método da substituicdo para a recorréncia do

teorema, obtemos:
k

T*) = a"[T(1) + ) f(¥)/d]

Jj=1
Como a” = a'°8 ™ = nl°8v 2 podemos reescrever a equacdo acima como:

log, n

T(n) =n'*®.[T(1) + Z F)/d]

e para f(n) = n, temos:

log, n log, n
T(n) = ' [T(1) + Z (b7)¢/a’] = nloE 2 [T(1) + Z (b"/a)’]

A soma acima forma uma série geométrica, e portanto:



log, n d a logyn __
> @t/a) = (v /“)%)_11’ se b? £ a.

j=1
log, n
Quando b? # a, temos que Z (b%/a)? =log, n. Agora basta analisarmos cada um dos casos: a < b?,
j=1
a>bea=0bl O

Apresentaremos agora uma versao um pouco mais geral do teorema mestre[l]. Consideraremos como
anteriormente uma recorréncia da forma:

T(n) =a.T(n/b) + f(n)
ona>1eb>1sado constantes, e f(n) ¢ uma fungio assintoticamente positiva.

Teorema 1.13. Sejam a > 1 e b > 2 constantes, f(n) uma fun¢do assintoticamente positiva, e T(n) de-
finida nos inteiros nao-negativos pela recorréncia T'(n) = a.T(n/b)+ f(n), onde n/b deve ser interpretado
como |n/b] ou [n/b]. Entao T(n) tem as sequintes cotas assintdticas:

1. Se f(n) = O(n'°8 =€) para alguma constante € > 0, entdo T(n) = O(n'°#»2);
2. Se f(n) = ©(n'°8+ %), entio T(n) = O(n'°%» 2. 1g n);

3. Se f(n) = Q(n'°8 9*€) para alguma constante € > 0, e se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma constante
¢ < 1, entao para todo n suficientemente grande, temos que T(n) = ©(f(n)).

A prova sera dividida em trés lemas, onde inicialmente consideraremos que n é poténcia de b.

Lema 1.14. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fung¢ao nao-negativa definida para poténcias de
b. Defina T'(n) para poténcias de b pela recorréncia:

[ eq), sen =1;
T(n) = { a.T(n/b) + f(n), sen=~=

onde 1 € um inteiro positivo. Entao

log, n—1
T(n)=0@m ) + > . f(n/b)).
§=0
Demonstracao. Analise a arvore de recorréncia da equacgao dada. O

Em termos da arvore de recorréncia, os trés casos do teorema mestre correspondem aos casos onde o
custo total da arvore é:

1. dominado pelo custo das folhas;
2. uniformemente distribuido ao longo da arvore;
3. dominado pelo custo da raiz.

Lema 1.15. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fung¢ao nao-negativa definida para poténcias de
b. A funcao g(n) definida para poténcias de b por:

log, n—1

gy =Y d.f(n/V).

j=0
tem as sequintes cotas assintoticas para poténcias de b:
1. Se f(n) = O(n'°® 2=¢) para alguma constante € > 0, entio g(n) = O(n'°e *);

2. Se f(n) = O(n'°® ), entio g(n) = O(n'°e . Ign);



3. Se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma constante ¢ < 1 e para todo n suficientemente grande, entdo

g(n) =O(f(n)).
Demonstragao. Exercicio. O
Exercicio 1.16. Resolva as sequintes relagoes de recorréncia:

1. T(1) =1, T(n) =3T(n/2) +n?, n>2

(

2. T(1)=1, T(n) =2T(n/2) +n, n>2

3. T(1) € ©(1), T(n) = 3T (n/3+5) + n/2

4. T(1)=1,T(n)=2T(n—1)+1, n>2

5. T(1) € ©(1), T(n) = 9T(n/3) + n

6. T(1) € ©(1), T(n) =T(2n/3) + 1

7. T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) + 1

8 T(1) € O(1), T(n) = 2T(n/4) + v/n

9. T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) + /nlg’n
10. T(1) € ©(1), T(n) = 2T (n/4) + n
11. T(1) € ©(1), T(n) = 2T (n/4) + n?
12. T(1) € ©(1), T(n) = 3T(n/2) + nin(n)
13. T(1) € O(1), T(n) = 3T(n/4) + nin(n)
14. T(1) € ©(1), T(n) = 2T (n/2) + nin(n)
15. T(1) € O(1), T(n) = 2T'(n/2) + n/In(n)
16. T(1) € ©(1), T(n) =T(n—1)+1/n
17. T(1) € ©(1), T(n) = T(n — 1) 4 In(n)
18. T(1) € ©(1), T(n) = /nT(v/n) +n
19. T(n) = 8T(n/2) + O(n?)
20. T(n) = 8T(n/2) + O(1)
21. T(n) = 7T(n/2) + ©(n?)
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