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1 Programacao Dinamica

A metodologia conhecida como programagao dindmica foi inventada pelo matematico americano Richard
Bellman por volta de 1950 como um método genérico para otimizar processos de decisdo. Assim, a
palavra programacao estd mais relacionada com a ideia de planejamento, e nao com programagao de
computadores. Depois de se estabelecer como uma importante técnica em Matemética Aplicada, a
programacao dindmica passou a ser utilizada como uma estratégia de ’dividir e conquistar’ juntamente
com uma tabela [3], pois ao invés de resolver os subproblemas recursivamente, os mesmos sao resolvidos
sequencialmente e as solugoes sao armazenadas em uma tabela. Desta forma, esta metodologia é utilizada
para resolver problemas subdividindo-os em subproblemas como na estratégia de dividir e conquistar, mas
com uma diferenga fundamental: os subproblemas se sobrepoem, e para evitar que o mesmo subproblema
seja calculado mais de uma vez, os resultados sao armazenados em uma tabela.

1.1 Numeros de Fibonacci

Considere o problema de computar o n-ésimo ntimero de Fibonacci:

0, sen=20
F,=< 1, sen=1 (1)
FTL—1+F7L—27 sen>1
Uma implementagao direta da defini¢do acima nos permite analisar a complexidade T'(n) necessaria
para computar o n-ésimo ntimero de Fibonacci pela seguinte equacao de recorréncia:

Tn)=T(n-1)+T(n—-2)+6(1)

que tem solugdo exponencial, i.e. T(n) = O(2"). De fato, Vn > 1,T(n) = Tn—1)+T(n—-2) =
2T(n—-2)<T(n) <2T(n—1). De acordo com a paridade de n, temos os seguintes casos:

1. népar: 2" /2 =27/271 = 2n/2717(2) < T(n) < 27~ 1T(1) = 27!
2. n é impar: \/ﬁn_l =2ln/2l7(1) < T(n) <27 1T(1) = 27!

Consequentemente, T'(n) = O(2") e T(n) = Q(v/2"), ou seja, T'(n) é limitada tanto inferiormente
quanto superiormente por fungoes de classe de complexidade exponencial.
Mais precisamente, temos que T'(n) = ©(¢"), onde ¢ = 1+T‘/5 Este resultado é coerente com os
limites anteriores pois v2 < ¢ = % < 2.
Note que o problema neste caso é que cada subproblema foi calculado diversas vezes. A ideia para
resolver este problema de forma mais eficiente é evitar refazer computacgoes ja feitas anteriormente:
Algorithm 1: fib(n)
1 i) =4, if 0 < 25
2 for i =2 ton do
s | fli] = fli — 1] + fli — 2]
4
5

end
return f[n]
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No pseudocddigo acima, a linha 1 é executada em tempo constante, o for das linhas 2-4 é executado
n — 1 vezes, de forma que o tempo de execugao deste algoritmo é linear!

Os problemas que podem ser resolvidos usando programacao dindmica normalmente estao relaciona-
dos com otimizacdo. No exemplo anterior, encontramos uma forma de minimizar o niimero de somas
necessérias para calcular fib(n). Para que esta metodologia possa ser aplicada é importante que o prob-
lema a ser resolvido satisfaca o principio da subestrutura étima: as solugdes 6timas do problema contém
as solugoes 6timas dos subproblemas.

1.2 O problema do corte das hastes

Consideremos um outro problema de otimizagao: o problema do corte das hastes [I]. Suponha que uma
empresa deseja cortar hastes de forma a maximizar o valor total obtido pela venda dos pedagos cortados.
Assumiremos os seguintes fatos:

1. O corte nao tem custo;
2. As hastes sdo cortadas em pedagos cujos comprimentos sdo nimeros inteiros.

3. O prego de uma haste de comprimento ¢ > 1 é igual a p;.

O problema do corte das hastes pode, entao, ser apresentado da seguinte forma: Dados uma haste de
comprimento n e uma tabela de precos p; para a haste de comprimento 1 < ¢ < n, determine a melhor
forma de cortar a haste de comprimento n de forma a obter o valor maximo da venda dos pedagos
resultantes do corte.

De quantas formas distintas podemos cortar uma haste de comprimento n? Note que temos n — 1
possiveis pontos de corte em uma haste de comprimento n.

Suponha que uma solugao 6tima divide a haste em 1 < k < n pedagos. Assim, n =iy +io + ...+ i,
onde i; denota o comprimento do j-ésimo pedaco da haste. O valor a ser obtido a partir da venda destes
k pedagos é v(n) = p;, + pi, + ... + pi\,- Nosso objetivo é determinar k de forma que v(n) seja maximo.
A recursao que corresponde ao valor méximo a ser obtido é dada por:

v(n) = max{pn,v(1) +v(n —1),v(2) + v(n —2),...,v(n — 1)+ v(1)}

Podemos simplificar esta recursao observando que a divisao da haste consiste em fazer o primeiro corte
obtendo um pedago de comprimento ¢ que nao serd mais dividido, e um segundo pedaco de comprimento
n — i que ainda seré dividido de forma a maximizar o valor a ser obtido:

v(n) = max {pi +v(n—i)} (2)

O pseudocddigo a seguir implementa a computacao correspondente a recursao .

Algorithm 2: corte-haste(p, n)

1 if n =0 then
2 ‘ return 0;

3 end

4 ¢ = —00;

5 fori=1 ton do
6

7

8

‘ q = max{q, p[i|+ corte-haste(p,n —)};
end
return g;

O tempo T'(n) de execugao deste algoritmo é dado por

Tm):1+§iTU)
§=0

que tem solucao exponencial. Isto nao é surpreendente porque o algoritmo corte-haste considera todas
as 2"~ ! possiveis formas de cortar uma haste de comprimento n.



Utilizando programagao dindmica, cada subproblema sera resolvido apenas uma vez:

Algorithm 3: corte-hasteDP(p,n)

1 let r[0..n] be a new array;

2 r[0] = 0;

3 for j =1 ton do

4 q = —00;

5 fori=1 toj do

o | | ¢=max{gp[i]+r[j -1}
7 end

s | rbil=¢

9 end
10 return r[nl;

O tempo T'(n) de execugao deste algoritmo é determinado pelo ntumero de vezes que o for das linhas
5-7 é executado:

e portanto o algoritmo é quadratico no tamanho da entrada.

1.3 Multiplicagcao de uma cadeia de matrizes.

Consideremos agora um outro problema: Multiplicagao de uma cadeia de matrizes. Queremos computar
o produto A; - Ay -...- A, de forma a executar o menor nimero possivel de multiplica¢oes. Utilizaremos
o algoritmo padrao para multiplicacao de duas matrizes:

Algorithm 4: mult-matrix(A, B)

1 if A.columns # B.rows then

2 ‘ error “incompatible dimensions”

3 end

4 else

5 let C be a new A.rows X B.columns matrix;
6 for i =1 to A.rows do

7 for j =1 to B.columns do

8 cij = 0;

9 for k=1 to A.columns do
10 ‘ Cij = Cij + aik.bkj

11 end

12 end

13 end
14 return C
15 end

O numero exato de multiplicagdes T'(n) realizadas pelo algoritmo acima corresponde ao nimero de
vezes que a linha 10 é executada: Suponha que as dimensoes das matrizes A e B sejam, respectivamente
iguais a p X g e ¢ X r, ou seja, a matriz A possui p linhas e ¢ colunas, enquanto que a matriz B possui ¢
linhas e r colunas. Entao o total de multiplicacoes é dado por:

p s q P s p
DD D1=d > a=) (ra)=pgr
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 i=1

Em particular, se n = p = ¢ = r entdo T'(n) = n3.

Assim, para multiplicarmos duas matrizes de dimensées respectivamente iguais a 10 x 4 e 4 x 20,
realizaremos 10.4.20 = 800 multiplicagbes. Suponha que estejamos interessados em multiplicar as ma-
trizes A, B e C (nesta ordem) de dimensoes respectivamente iguais a 10 x 4, 4 x 20 e 20 x 32. Sabendo



que o produto de matrizes é associativo, o produto A.B.C pode ser realizado de duas formas distintas, a
saber: (A.B).C ou A.(B.C). O namero de multiplicagdes necessarias para computar o produto (4.B).C
utilizando o algoritmo acima é igual ao niimero de multiplica¢bes para computar o produto A.B, que ja
sabemos ser igual a 800, mais o niimero de multiplica¢bes necessarias para computar o produto de A.B
com C, que é igual a 10.20.32 = 6400; ou seja, no total precisamos de 800 + 6400 = 7200 multiplicagoes
para computar o produto (A.B).C. Para computar o produto A.(B.C) precisamos de 4.20.32 = 2560
multiplicagoes para computar B.C, mais 10.4.32 = 1280 multiplicagoes para computar o produto de A
com B.C perfazendo um total de 2560 + 1280 = 3840 multiplicagoes. Portanto, é mais “econémico”
multiplicar A.(B.C) do que (A.B).C. Este exemplo, nos leva a um problema mais geral que tentaremos
resolver:

Suponha que queiramos multiplicar n matrizes Aq, As, ..., A, (n > 1). Isto é, queremos computar o
produto A;.As.. ... A,,. Como fazer isto de forma a realizar o menor nimero de multiplica¢oes possivel?
Em outras palavras, como devemos associar o produto A;.A4s..... A,, de forma a minimizar o namero de
multiplicagoes a serem realizadas?

Para motivarmos a utilizagao de programacao dindmica para resolver este problema, vejamos que a
abordagem ingénua (forca-bruta) nao é eficiente. A abordagem ingénua consiste em escolher a melhor
dentre todas as associagdes possiveis para o produto Aj, As, ..., A,. Seja P(n) o namero total de distintas
formas de associar o produto em consideracao. Quando n = 1, temos apenas uma matriz, e portanto
P(1) = 1. Quando n > 1 entao para cada 1 < k < n — 1 temos P(k) formas de associar o produto

Al Ay .. Ap, e P(n—k) formas de associar o produto Agy1.Agio. .. .. A,,. Desta forma, o niumero total
de distintas formas de associar o produto A, As, ..., A, é dado pela recorréncia:
1, sen=1
-1
P(n) =14 3 3)

P(k).P(n—k), sen>1
k=1

E possivel mostrar que P(n) = Q(2"), e portanto a solu¢do ingénua (forca bruta) é exponencial.

Antes de construirmos uma solugao usando programagcao dindmica, vejamos que este problema satisfaz
o principio da subestrutura 6tima. Denote por A; ; o resultado do produto A;.4;1...A;, onde i < j.
Agora suponha que uma associacao 6tima para A; ; separa o produto entre Ay e Ayy1, i.e. a associagao
6tima sera dada pela associagao 6tima de A; i e Ap41.;. Em seguida, uma solucao sera construida para
o produto A; i (e para Agy1 ;).
Questao: Sera que a parentizacao construida para A; j na parentizacao de A; ; ¢ uma solucao 6tima
para A; ;? Sim, pois uma possivel solu¢ao mais eficiente para A;. j nos permitiria substitui-la na solugao
de A;.; produzindo uma solu¢do melhor do que a 6tima, o que é uma contradicao.

Se denotarmos por m[i, j] o nimero minimo de multiplicagdes necessérias para computar o produto
A;.; (i <j), entdo podemos caracterizar o problema de determinar o nimero minimo de multiplicacoes
para computar o produto A;_, através da recursao

m[l,n] = 1Lnkign{m[l,k] + mlk + 1,n] 4+ po-pr-pn (4)

onde a dimensdo da matriz 4; (1 <i < n) éigual a p;—; X p;. Em geral, m[i,j], com 1 <i < j <mn,é
dada por

o 0, set =]

mli, j] = { ig}cigj{m[i,k‘} +mlk+1,j] + pic1.pe-pj}, sei<j (5)
Assim, precisamos considerar todos os valores possiveis de 1 < k < n. Como vimos em , temos
um numero exponencial de casos a considerar. No entanto, o nimero de subproblemas distintos nao é
muito grande porque o mesmo subproblema aparece em diversas vezes na arvore de recorréncia, mas
uma questao importante é: em que ordem devemos preencher a matriz m? Observe que para calcular
mli, j] precisamos conhecer os valores mli, k] e m[k + 1, j] para todo i < k < j — 1, ou seja, precisamos
conhecer todos os pares de valores ml[i,i] e m[i + 1, 7], m[i,i + 1] e m[i + 2,7], ..., m[i,j — 1] e m[j, j].
Agora podemos construir a solucao utilizando programacao dinamica, a partir da diagonal principal da
matriz m, uma vez que m|i, i) = 0 para todo 1 <4 < n. O pseudocodigo a seguir recebe como argumento

o vetor p = (pg,P1,.-.,Pn) contendo as dimensoes das matrizes



(Al)po Xp1s (A2)p1 Xp2s s (An)pnﬂ XPn o

e retorna as matrizes m e s, onde mli, j] corresponde ao ntimero minimo de multiplicagbes necessarias
para computar o produto A; j, e s[i,j] contém o indice k que indica como o produto A; ; deve ser
separado:

Algorithm 5: matrix-chain-order(p)

1 n < plength — 1;
2 let m[1..n,1..n] and s[1..n — 1,2..n] be new tables;
s fori=1tondo

4 | mli,i] < 0;

5 end

6 for I =2 ton do

7 fori=1ton—-1+1do
8 ji+l-1;

9 mli, j] < o0;

10 for k=1itoj—1do
11 q < mli, k] +m[k + 1, 5] + pi—1.px-pj;
12 if ¢ < mli, j] then
13 mli, j] < ¢;

14 sli, j] < k;

15 end

16 end
17 end
18 end

Algorithm 6: print-optimal-parens(s, i, j)

if 1 == j then
‘ print Aj;;

end

else
print “(”;
print-optimal-parens(s, 4, s[i, 5]);
print-optimal-parens(s, si, 5] + 1,7);
print “)”;

© 0 N o A WN -

end

A complexidade de matrix-chain-order ¢ ©(n3).

1.4 Exercicios
Exercicio 1.1. Use o método da substituicao para mostrar que a Tecorréncia@ é Q(2M).

Exercicio 1.2. Considere o sequinte problema: Hd uma fila de n moedas cujos valores sao alguns inteiros
POSitivos ¢, Ca, ..., Cr, NGO necessariamente distintos. O objetivo € pegar a quantidade mdzima de dinheiro
sujeita o restricao de que nao se pode pegar duas moedas adjacentes na fila inicial.

1. Construa uma recorréncia para calcular o montante mdzimo F(n) que pode ser obtido de uma fila
com n moedas.

2. Qual a complexidade da abordagem de for¢a bruta para este problema?
3. Construa uma solucao utilizando programagao dindmica e faca a andlise assintdtica da sua solu¢ao.

Exercicio 1.3. Construa um algoritmo eficiente para calcular o coeficiente binomial C(n, k), também

n

denotado por (k), sem utilizar multiplicacdes. Em seguida, faca a andlise assintdtica do seu algoritmo.

Exercicio 1.4. Seja F uma fungdo geratriz definida por F(z) = > o F(i)z". Siga os seguintes passos
para resolver a recorréncia (1)).



ot

1. Demonstre que F(z) = —2— = z =

e (1,¢Z)(1,Q§Z) 1 1 ) onde ¢ — 145 e ¢ 1-5 .

%( 1-¢z  1—¢2 2
2. Demonstre que F(z) =Y ooy %(d)z — ¢')2;

3. Prove que F(i) = ¢'/\/5 para i > 0, aprozimado ao inteiro mais proximo;

4. Demonstre que F(i +2) > ¢, parai > 0;

5. Conclua que F(n) = ©(¢") ie. a fungdo de Fibonacci tem complezidade exponencial.

2 Leitura complementar:
o [2] (Capitulo 16)
o [1] (Capitulo 15)
o [3] (Capitulo 14)
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