is (h:: tl) = insert h (is tl)

- l se | = nil

is = { insert h (is tl), sel="h:tl

onde

x il se | = nil
insert x | == T, sex<hel=h:tl
h:: (insert x tl), sex>hel="h:tl

Qual é o namero de comparacoes realizadas pelo algoritmo de ordenacdo por inser¢ao, isto é, pela
fungéo is, para ordenar uma lista {7 Vamos denotar por T;s() a fungdo que faz esta contagem. Se [ for
a lista vazia entdo nenhuma comparacao é feita, ou seja, T;s(nil) = 0. Se [ = h :: tl entdo é feita uma
chamada a funcao ins, além da chamada recursiva a fungao is:

Tisll) = % (t]) + Tins h (i Sel:m{

is ins b (istl), sel=h:tl

Observe que, Tjs(1 22 23 mil) =2, T35(3 0201 imil) =3, Tis(1 220304 nil) =3 e
Tis(4::3 21 ::nil) = 6, ete. Portanto o nimero de comparagoes pode ser diferente para listas de
mesmo tamanho, o que é esperado pelas chamadas feitas & funcao ins. Como entao definir a fungao
T (n) que nos da um limite superior para o nimero de comparagoes feitas pelo algoritmo de ordenagao
por insercao para uma lista qualquer de tamanho n? Em outras palavras, qual a complexidade do pior
caso para o algoritmo de ordenacao por inser¢ao? Sabemos que quando n = 0, nenhuma comparagao é
feita. Quando n > 0, o algoritmo é aplicado recursivamente na cauda da lista, isto é, em uma lista de
tamanho n — 1, e é feita uma chamada & fungao ins cuja complexidade ji conhecemos. Isto nos permite
escrever a fungdo T (n) como a seguir:

0 sen =20
T (n) = w w que pode ser simplificada como a seguir, ja que
() TY(n—1)+T% . (n—1), sen>0
Tz?zs(n) =n:
wr | 0, sen =20
ES(H){Tg’(n—l)—&—(n—l), sen >0

Podemos usar o método da substituigdo para encontrarmos uma solugao para esta recorréncia, e
em seguida utilizar inducado para verificarmos se a solugao esté correta. Pelo método da substituicao,
podemos ir aplicando a defini¢do da recorréncia, assumindo que n > 0:

Tii(n) = Tigln—1)+(n—1)
= T¥n—-2)+(n—-2)+(n—1)
T¢n—-3)+(n—3)+(n—-2)+(n—1)

TY(n—n)+1+2+...+(n—-3)+(n—2)+(n—1)

0+14+2+...4n—=-3)+(n—2)+(n—-1)

Z;z;lli _ n(n2—1)

Para finalizar, precisamos utilizar inducdo em n para provar que T (n) = ”("2_1). Sen =0, o

resultado é trivial. Se n > 0 entéo, por defini¢do, T%(n) = T2 (n—1)4(n—1). A hipétese de indugao, nos

da que 732 (n—1) = =220 e portanto, T3#(n) = Ti2(n—1)+ (n—1) " (== 4 (n 1) = 2020,
Nossa conclusao, portanto, é que o algoritmo de ordenagao por insercao recursivo é correto, e sua

complexidade no pior caso é quadrética, assim como na versao nao-recursiva.

Exercicio 3.28. Resolva as sequintes relagoes de recorréncia:
1. T)=1,Tn)=2T(n—1)+1,n>2
2.T1)eo©(1), TN)=T(Nn—-1)+1/n
3. T(1)eol), Tn)=T(n-1)+In(n)

3.6 Mergesort

Algoritmos recursivos desempenham um papel fundamental em Computagdo. O algoritmo de ordenagao
mergesort ¢ um exemplo de algoritmo recursivo, que se caracteriza por dividir o problema original em
subproblemas que, por sua vez, sao resolvidos recursivamente. As solugoes dos subproblema sao entao
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combinadas para gerar uma solucao para o problema original. Este paradigma de projeto de algoritmo
é conhecido com divisdo e conquista. Este algoritmo foi inventado por J. von Newmann em 1945.
O algoritmo mergesort é um algoritmo de ordenagao que utiliza a técnica de divisao e conquista, que

consiste das seguintes etapas:

em duas sublistas, a saber (4 :

1. Divisao: O algoritmo divide a lista (ou vetor) I recebida como argumento ao meio, obtendo as

listas I1 e lo;

2. Conquista: O algoritmo é aplicado recursivamente as listas [ e I gerando, respectivamente, as

listas ordenadas I} e l};

3. Combinacao: O algoritmo combina as listas I} e I} através da fun¢ao merge que entdo gera a

saida do algoritmo.

Por exemplo, ao receber a lista (4 :: 2 :: 1 :: 3 i nil), este algoritmo inicialmente divide esta lista

2 i nil) e (1 :: 3 2 nil). O algoritmo é aplicado recursivamente as

duas sublistas para ordena-las, e ao final deste processo, teremos duas listas ordenadas (2 :: 4 :: nil) e
(1 :: 3 ::nil). Estas listas sdo, entdo, combinadas para gerar a lista de saida (1 :: 2 :: 3 :: 4 :: nil).

Algorithm 7: mergesort(A4, p,r)

1

2
3
4
5
6

if p < r then
q=[E"];
mergesort(A, p, q);

mergesort(A,q+ 1,7);

merge(A, p,q,7);
end

A etapa de combinar dois vetores ordenados (algoritmo merge) é a etapa principal do algoritmo
mergesort. O procedimento merge(A,p,q,r) descrito a seguir recebe como argumentos o vetor A, e os
indices p, ¢ e r tais que p < g < r. O procedimento assume que os subvetores A[p..q] e A[g + 1..r] estéo
ordenados.

Algorithm 8: merge(A4,p,q,r)

© 0o N o oA W N -

[ R R e G T T v i e el
N R O © ® g0 KA ® N K O

23

np=q—p+1;
No =7 —4¢q;

// Qtd. de elementos em A[p..q|
// Qtd. de elementos em Afg+ 1..7]

let L[1..ny + 1] and R[1..ny + 1] be new arrays;

for i =1 tony; do
| Lli] = Alp+i—1];
end
for j =1 to ny do
| R[j] = Alg + jl;
end
Lin; + 1] = oo;
R[ng + 1] = o0
1 =1;
J=1
for k =p tor do
if L[{] < R[j] then
AlK] = Lii;
i =1+ 1;
nd
else
Alk] = R[j];
J=J7+1L
end
end

0

Exercicio 3.29. Prove que o algoritmo merge € correto.
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Exercicio 3.30. Prove que o algoritmo mergesort é correto.
Exercicio 3.31. Faca a andlise assintdtica do algoritmo merge.

Exercicio 3.32. Faca a andlise assintdtica do algoritmo mergesort.

3.7 O Teorema Mestre
Nesta segao estudaremos as equagoes de recorréncia utilizadas no paradigma de divisdo de conquista [4]:

Definicao 3.33. Seja f(n) uma fungio nao-negativa definida no conjunto dos nimeros naturais. Di-
zemos que f(n) € eventualmente nado-decrescente se existir um nidmero inteiro ng tal que f(n) € nao-
decrescente no intervalo [ng, ), ou seja,

f(n1) < f(na),¥ng > ng > no.

Definicao 3.34. Seja f(n) uma fungdo nao-negativa definida no conjunto dos nimeros naturais. Dize-
mos que f(n) € suave se for eventualmente nao-decrescente e

f(2n) =6(f(n))
Exercicio 3.35. Mostre que f(n) =n é suave.

(n)
Exercicio 3.36. Mostre que f(n) =lgn é suave.
Exercicio 3.37. Mostre que f(n) = n.lgn ¢é suave.
(n)

Exercicio 3.38. Mostre que f(n 3" nao € suave.

Lema 3.39. Sejam c e ng constantes positivas, e f(n) uma funcao tal que f(2n) < c.f(n),¥n > ng.
Entio f(2Fn) < c*.f(n),¥n>ng ek > 1.

Teorema 3.40. Seja f(n) uma fun¢do suave. Entdo para qualquer b > 2 fixado,

f(bn) = ©(f(n))
O teorema a seguir é conhecido como regra da suavizagdo

Teorema 3.41. Seja T(n) uma fungdo eventualmente nao-decrescente, e f(n) uma func¢ao suave. Se
T(n) = O(f(n)) para valores de n que sao poténcias de b (b > 2), entdo

T(n) =O(f(n)),vn.

A regra da suavizag@o nos permite expandir a informagao sobre a ordem de crescimento estabelecida
para T(n) de um subconjunto de valores (poténcias de b) para o dominio inteiro. O teorema a seguir é
um resultado muito 1til nesta direcao conhecido como teorema mestre:

Teorema 3.42. Seja T'(n) uma fungao eventualmente nao-decrescente que satisfaz a recorréncia
T(n) =a.T(n/b) + f(n), paran=>bFk=1,273,...
T(1)=c
ondea>1,b>2ec>0. Se f(n) = @(nd), onde d > 0, entao

O(nlogr ), sea > bl
T(n) =< O(nlgn), sea=2>b?
O(n?), se a < bl

Demonstragdo. Considere que f(n) = n?. Aplicando o método da substitui¢io para a recorréncia do

teorema, obtemos:
k

T(F) = b [T(1)+ > f(¥7)/d]

j=1
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