Exercicio 3.30. Prove que o algoritmo mergesort é correto.
Exercicio 3.31. Faca a andlise assintdtica do algoritmo merge.

Exercicio 3.32. Faca a andlise assintdtica do algoritmo mergesort.

3.7 O Teorema Mestre
Nesta segao estudaremos as equagoes de recorréncia utilizadas no paradigma de divisdo de conquista [4]:

Definicao 3.33. Seja f(n) uma fungio nao-negativa definida no conjunto dos nimeros naturais. Di-
zemos que f(n) € eventualmente nado-decrescente se existir um nidmero inteiro ng tal que f(n) € nao-
decrescente no intervalo [ng, ), ou seja,

f(n1) < f(na),¥ng > ng > no.

Definicao 3.34. Seja f(n) uma fungdo nao-negativa definida no conjunto dos nimeros naturais. Dize-
mos que f(n) € suave se for eventualmente nao-decrescente e

f(2n) =6(f(n))
Exercicio 3.35. Mostre que f(n) =n é suave.

(n)
Exercicio 3.36. Mostre que f(n) =lgn é suave.
Exercicio 3.37. Mostre que f(n) = n.lgn ¢é suave.
(n)

Exercicio 3.38. Mostre que f(n 3" nao € suave.

Lema 3.39. Sejam c e ng constantes positivas, e f(n) uma funcao tal que f(2n) < c.f(n),¥n > ng.
Entio f(2Fn) < c*.f(n),¥n>ng ek > 1.

Teorema 3.40. Seja f(n) uma fun¢do suave. Entdo para qualquer b > 2 fixado,

f(bn) = ©(f(n))
O teorema a seguir é conhecido como regra da suavizagdo

Teorema 3.41. Seja T(n) uma fungdo eventualmente nao-decrescente, e f(n) uma func¢ao suave. Se
T(n) = O(f(n)) para valores de n que sao poténcias de b (b > 2), entdo

T(n) =O(f(n)),vn.

A regra da suavizag@o nos permite expandir a informagao sobre a ordem de crescimento estabelecida
para T(n) de um subconjunto de valores (poténcias de b) para o dominio inteiro. O teorema a seguir é
um resultado muito 1til nesta direcao conhecido como teorema mestre:

Teorema 3.42. Seja T'(n) uma fungao eventualmente nao-decrescente que satisfaz a recorréncia
T(n) =a.T(n/b) + f(n), paran=>bFk=1,273,...
T(1)=c
ondea>1,b>2ec>0. Se f(n) = @(nd), onde d > 0, entao

O(nlogr ), sea > bl
T(n) =< O(nlgn), sea=2>b?
O(n?), se a < bl

Demonstragdo. Considere que f(n) = n?. Aplicando o método da substitui¢io para a recorréncia do

teorema, obtemos:
k

T(F) = b [T(1)+ > f(¥7)/d]

j=1
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Como a* = al°8 ™ = nl°8s ¢ podemos reescrever a equacao acima como:

logy, n

T(n) = n [T(1) + Y f()/a)

e para f(n) = n, temos:

log, n log, n
T(n) =00 [(1) + 3 () /al] = 0" [T(1) + 3 (4a)]

A soma acima forma uma série geométrica, e portanto:

log, d log, n
d)Ni_ pd gy (07/a)osem —1 d
;(b /a)j—(b /G)W, se b #a.
log, n A
Quando b? # a, temos que Z (bd/a)J = log, n. Agora basta analisarmos cada um dos casos: a < b?,
j=1
a>bea=>0% O

Apresentaremos agora uma versao um pouco mais geral do teorema mestre[3]. Consideraremos como
anteriormente uma recorréncia da forma:

T(n) = a.T(n/b) + f(n)
ona>1eb>1sao constantes, e f(n) ¢ uma fungio assintoticamente positiva.

Teorema 3.43. Sejam a > 1 e b > 2 constantes, f(n) uma funcdo assintoticamente positiva, e T'(n) de-
finida nos inteiros nao-negativos pela recorréncia T'(n) = a.T'(n/b)+ f(n), onde n/b deve ser interpretado
como |n/b] ou [n/b]. Entao T(n) tem as sequintes cotas assintdticas:

1. Se f(n) = O(n'°& =) para alguma constante € > 0, entio T(n) = O(n'°8r 2);
2. Se f(n) = O(n'°®r ), entio T'(n) = O(n'°2 . Ign);

3. Se f(n) = Q(n'°% 2*€) para alguma constante € > 0, e se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma constante
¢ < 1, entao para todo n suficientemente grande, temos que T(n) = ©(f(n)).

A prova sera dividida em trés lemas, onde inicialmente consideraremos que n é poténcia de b.

Lema 3.44. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fung¢io nao-negativa definida para poténcias de
b. Defina T'(n) para poténcias de b pela recorréncia:

[ e@), sen =1;
T(n) = { a.T(n/b) + f(n), sen==

onde i € um inteiro positivo. Entao

log, n—1
T(n) =0@ )+ > d.f(n/b)).
§=0
Demonstracao. Analise a arvore de recorréncia da equagao dada. O

Em termos da arvore de recorréncia, os trés casos do teorema mestre correspondem aos casos onde o
custo total da arvore é:

1. dominado pelo custo das folhas;

2. uniformemente distribuido ao longo da arvore;
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3. dominado pelo custo da raiz.

Lema 3.45. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fung¢io nao-negativa definida para poténcias de
b. A fungao g(n) definida para poténcias de b por:

log, n—1

gn)= > d.f(n/V).

j=0
tem as sequintes cotas assintdticas para poténcias de b:
1. Se f(n) = O(n'°® =) para alguma constante € > 0, entio g(n) = O(n'°e*);
2. Se f(n) = O(n'°® ), entio g(n) = O(n'°2 . Ign);

3. Se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma constante ¢ < 1 e para todo n suficientemente grande, entio

g(n) =0O(f(n)).
Demonstragao. Exercicio. O

Exercicio 3.46. Resolva as sequintes relagoes de recorréncia:

1. T(1) =1, T(n) =3T(n/2) +n% n > 2
2. T(1) =1, T(n) = 2T(n/2) + n, n > 2
3. T(1) € (1), T(n) = 3T(n/3 +5) + n/2
4. T(1)=1,T(n)=2T(n—1)+1,n>2
5. T(1) € ©(1), T(n) = 9T(n/3) +n
6. T(1) € ©(1), T(n) =T(2n/3) +
7. T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) +
8. T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) + /n
9. T(1) € (1), T(n) = 2T (n/4) + /nlg>n
10. T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) +
11. T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) +
12. T(1) € ©(1), T(n) = 3T(n/2) + nin(n)
13. T(1) € ©(1), T(n) = 3T(n/4) + nin(n)
14. T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/2) + nin(n)
15. T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/2) + n/in(n)
16. T(1) € ©(1), T(n) = T(n— 1)+ 1/n
17. T(1) € ©(1), T(n) = T(n — 1) + In(n)
18. T(1) € ©(1), T(n) = VAT (\/n) +n
19. T(n) = 8T (n/2) + O(n?)
20. T(n) = 8T (n/2) + ©(1)
21. T(n) = 7T(n/2) + O(n?)
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4 Leitura complementar:
e [2] (Capitulos 1 e 2

[

(

(Capitulos 1 e 2
e [1] (Capitulos 1 e 3

(

)
)
)
o [1] (Capitulos 1 e 2)
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