Projeto e Analise de Algoritmos

Lista de Exercicios (Algoritmos de ordenagao)

Flavio L. C. de Moura*

Teorema 0.1. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fungao assinto-
ticamente positiva, e T(n) definida nos inteiros nao-negativos pela recorréncia
T(n) =a.T(n/b) + f(n), onde n/b deve ser interpretado como |n/b] ou [n/b].
Entao T'(n) tem as sequintes cotas assintdticas:

1. Se f(n) = O(n'°® =€) para alguma constante ¢ > 0, entdo T(n) =
O(nlosr);

2. Se f(n) = O(n'°® ), entio T'(n) = O(n'°8 . 1gn);

3. Se f(n) = Q(n'°®»2%€) para alguma constante ¢ > 0, e se a.f(n/b) <
c.f(n) para alguma constante ¢ < 1, entdo para todo n suficientemente
grande, temos que T(n) = ©(f(n)).

1 Exercicios

1. Sejam f(n),g(n) e h(n) fungdes dos inteiros ndo-negativos nos reais po-
sitivos. Mostre que se f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(h(n)) entao f(n) =
O(h(n)).

2. Sejam f(n), g(n) e h(n) fun¢des nao-negativas tais que f(n) = O(h(n)) e
g(n) = O(h(n)). Prove que f(n)+ g(n) = O(h(n)).

3. Resolva as seguintes relacoes de recorréncia:

(a) T(1) =1, T(n) = 3T(n/2) +n%, n>2
(b) T(1) =1, T(n) = 2T(n/2) +n, n > 2
(c) T(1) € ©(1), T(n) = 3T(n/3 +5) + n/2
(d) T(1)=1,T(n)=2T(n—1)+1,n>2
(e) T(1) € ©(1), T(n) =9T(n/3) +n

(f) T(1) € ©(1), T(n) = T(2n/3) + 1

(g) T(1) € ©(1), T(n) = 2T (n/4) +1

(h) T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) + v/n

(i) T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) + V/nlg’n
(G) T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) +n
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(k) T(1) € ©(1), T(n) = 2T (n/4) + n?

(1) T(1) € ©(1), T(n) =3T(n/2) + nin(n)
(m) T(1) € ©(1), T(n) = 3T (n/4) + nin(n)
(n) T(1) € ©(1), T(n) = 2T (n/2) + nin(n)
(o) T(1) € ©(1), T'(n) = 2T (n/2) + n/ln(n)
(p) T1)€e©(1), T(n)=T(n—1)+1/n
(q) T(1) € ©(1), T(n) =T(n —1) +in(n)
(x) T(1) € ©(1), T(n) = VAT(VA) +n

(s) T(n) =8T(n/2) + O(n?)

(t) T(n) =8T(n/2) +6(1)

(w) T(n) =7T(n/2) + O(n?)

4. Considere o pseudocddigo a seguir:

Algorithm 1: BubbleSort(A[0..n — 1])

1 for i=0ton—2do

2 for j=0ton—2—-1ido

3 if Alj + 1] < A[j] then

4 | swap A[j] and A[j + 1];
5 end

6 end

7 end

(a) Escreva uma invariante para mostrar que este algoritmo é correto.
(b) Prove que este algoritmo é correto.

(c¢) Faga a analise assintotica deste algoritmo.

5. Considere o pseudocodigo a seguir:

Algorithm 2: BubbleSort2(A[0..n — 1])

1 for i=0ton—2do

2 for j=n—1 downtoi+1do
3 if A[j] < A[j — 1] then

a | swap A[j] and A[j — 1];
5 end

6 end

7 end

(a) Escreva uma invariante para mostrar que este algoritmo é correto.
(b) Prove que este algoritmo é correto.

(c) Faca a andlise assintdtica deste algoritmo.

6. Considere o pseudocddigo a seguir:



Algorithm 3: SelectionSort(A[0..n — 1])

1 for i=0ton—2do

2 min < t;

3 for j=i+1ton—1do
4 if Alj] < A[min] then
5 ‘ min <— J;
6 end

7 end

8 swap A[i] and Almin];
9 end

(a) Escreva uma invariante para mostrar que este algoritmo é correto.
(b) Prove que este algoritmo é correto.

(¢) Faca a andlise assintotica deste algoritmo.

7. Considere o pseudocodigo a seguir:

Algorithm 4: InsertionSort(A[0..n — 1])

1 for j=1ton—1do

key « A[jl;

i j—1;

while i > 0 and A[i] > key do
Ali + 1] «+ Ald];
i i—1;

end

Ali 4 1] + key;

end
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(a) Escreva uma invariante para mostrar que este algoritmo é correto.
(b) Prove que este algoritmo é correto.

(¢) Faca a andlise assintotica deste algoritmo.

8. Mostre que, em um heap com n elementos e raiz Afi], cada uma das
subérvores com raiz em 2i e 2 + 1 tém, no méaximo, 2n/3 elementos.

9. Considere o pseudocodigo a seguir:



Algorithm 5: Max-Heapify(A[l..n], %)

1] =21

2 r=21+1;

3 if | < A.heap-size and A[l] > A[i] then
4 ‘ largest =1,

5 end

6 else

7 ‘ largest = i;

8 end

9 if r < A.heap-size and A[r] > Allargest] then
10 ‘ largest = r;

11 end
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if largest # i then

13 exchange A[i] with A[largest];
14 Max-Heapify(A,largest);
15 end

(a) Faca a analise assintotica deste algoritmo.

10. Considere o pseudocodigo a seguir:

Algorithm 6: Build-Max-Heap(A[1..n])

1 A.heap-size = A.length;

2 for i = | A.length/2| downto 1 do
3 ‘ Max-Heapify(A,i);

4 end

(a) Faca a analise assintotica deste algoritmo.

11. Considere o pseudocodigo a seguir:

Algorithm 7: Heapsort(A[l..n])

1 Build-Max-Heap(A);

2 for i = A.length downto 2 do
exchange A[l] with A[i];
A.heap-size = A.heap-size - 1;
Max-Heapify(A,1);

end
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(a) Faca a analise assintotica deste algoritmo.

12. Mostre como podemos ordenar n inteiros contidos no intervalo de 0 a n®—1
em tempo linear, ou seja, em tempo O(n).
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