Logica Computacional 1
Indecidibilidade da Loégica de Primeira Ordem
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O ganho de expressividade obtido ao passarmos da logica proposicional para a logica de primeira
ordem vem com um custo. Sabemos que, dada uma férmula ¢ da légica proposicional, podemos (pelo
menos teoricamente) decidir se ¢ é valida ou ndo: basta construirmos a tabela verdade de . Ainda
que este processo seja ineficiente, ja que cresce exponencialmente de acordo com o nimero de variaveis
proposicionais que ocorrem em ¢, ele nos fornece um algoritmo para decidir a validade na légica proposi-
cional. Esta ideia ndo pode ser utilizada na LPO, e como veremos o custo a ser pago com o ganho de
expressividade é que a validade na LPO passa a ser um problema indecidivel.

A prova da indecidibilidade da validade na LPO, também conhecido como indecidibilidade da LPO,
sera feita reduzindo o problema da validade na LPO a outro problema que ja é conhecidamente indecidivel:
O problema da correspondéncia de Post (PCP), que pode ser enunciado como a seguir.

Dada uma sequéncia finita de pares (s1,t1), (S2,t2), . .., (Sk, tx) tal que todos os s;’s e t;’s sdo palavras
binarias de comprimento positivo, existe uma sequéncia de indices i1,42,...,%, com n > 1 (que
podem ser repetidos) tal que a concatenagao das palavras s;, s, ... s;, €igual a t; t;,...¢;, 7

Um exemplo de uma instancia deste problema é (1,101), (10,00), (011,11). Note que esta instancia
possui a sequéncia (1,3,2,3) como solu¢ao. Observe que nosso espago de busca ¢é infinito, e isto nos da
uma certa intuicao da razao pela qual este problema nao é solivel em geral.

Assumindo entao a indecidibilidade do PCP, provaremos que a no¢ao de validade na LPO também é
indecidivel conforme [1I]. Iniciaremos definindo a nogéao redutibilidade entre problemas:

Defini¢ao 0.1. Um problema A € redutivel para um problema B se existe uma fungdo (total) computdvel

f:A— B tal que:
r€ A< f(z) € B.

Nossa prova consiste em reduzir o PCP para o problema da validade na LPO, construindo uma fungao
computavel que a cada instdncia do PCP retorna uma férmula da LPO. Desta forma, se validade na
LPO fosse decidivel poderiamos construir um algoritmo para decidir PCP da seguinte forma:

e para cada instancia C' de PCP construimos uma férmula ¢¢ tal que ¢ é valida se, e somente se,
C possui uma solugao.

Teorema 0.2. A LPO ¢ indecidivel.

Proof. A prova consiste em dada uma instancia C do problema da correspondéncia de Post, construir
em espago e tempo finitos uma formula ¢ da LPO tal que = ¢¢ se, e somente se, a instancia C' tem
uma solugdo. Seja C a sequéncia (s1,t1),(s2,t2),- ., (Sk,tx). Consideramos como simbolos de fungao
e, fo, f1 de aridade 0, 1, 1 respectivamente. Interpretamos e como sendo a palavra vazia, e fy e fi
como sendo a concatenagdo com 0 e 1, respectivamente. Assim, se b1bs...b; é uma palavra binaria
entdo podemos codificid-la como sendo o termo fy, (fo, ;.- (fo,(fo,(€)))...). Para facilitar a leitura
das formulas abreviaremos um termo da forma fp, (fo,_; - - (fo, (fo, (£)))-..) PO fo,by..6,(t). Também
utilizaremos um predicado binario p, onde p(s, t) significa “existe uma sequéncia de indices (i1, %2, ..., %m)
tal que s é o termo representando s;, s, ...S;,, €t € o termo representando ¢;,t;,...¢;,,". Ou seja, s
constréoi uma palavra utilizando a mesma sequéncia de indices utilizada por ¢. Nossa formula ¢ possui
a seguinte estrutura: (¢1 A ¢2) — ¢3, onde:
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k
o1 = /\p(fS'i(e)’ft'i(e))

k
B2 = VoVu(p(v,w) — /\p(fsi (v), fr;(w)))
=1

(bS = 3Zp(z7 Z)
Afirmacao: = ¢¢ sse a instancia C' do problema da correspondéncia de Post tem uma solugéo.
Inicialmente vamos assumir que = ¢¢. Nossa estratégia é encontrar um modelo M para ¢¢ que nos
diga que existe uma solugao para a instancia C por simples inspe¢ao do significado da satisfatibilidade
de ¢ para M. O universo A de M ¢é o conjunto de todas as palavras binarias finitas incluindo a palavra
vazia (que denotaremos por €), isto ¢ A = {0,1}*. A interpretacio e da constante e ¢ a palavra vazia

€. A interpretacao f({\" de fo é a concatenagao de 0 a uma dada palavra: fg\’l(s) = s0. Analogamente,
f{M(s) = s1. Por fim,

pM = {(s,t)| existe uma sequéncia de indices

(41,42, ...,4m) tais que s & igual a
Si1Sig -S4 etéigualatilth...tim}

m

onde s e t sao palavras binarias e s; e t; sao dados de C.

Por hipotese temos que = ¢, e portanto M = ¢. Mostraremos que M |= ¢35, de onde podemos
concluir que a instancia C' possui uma solugao.

Afirmacao 1: M | ¢;. De fato, a sequéncia unitéaria (i) é tal que p(fs, (e), ft,(e)) é verdadeiro para
todoi=1,... k.

Afirmagdo 2: M |= ¢o. De fato, (s,t) € p™ implica que existe um sequéncia (i1, s, ..., i,) tal que
s éigual a si,S;,...5;, et éigual a t;t;, ... 1,
Escolhendo a sequéncia (41,42, . - . , im, 1) temos que ss; éigual a s;, i, . .. 8;, 8; e tt; éigual aty t;, ... t; t;,

e portanto M |= ¢o. Temos que M |= (1 Apa) = 3 € M = 1 Ada, e portanto M = ¢3. Pela definigdo
de ¢35 e pM, concluimos que existe uma solucao para C.

Reciprocamente, suponha que a instancia C' dada do problema da correspondéncia de Post possui
uma solugdo, a saber (i1,ia,...,i,). Pre(nsamos provar que se M’ é um modelo qualquer contendo a
constante eM’, duas funcdes unérias ff** e f{*'', e um predicado binario p™ entdo M’ satisfaz ¢. Como
¢ € uma 1mphca§ao, nao ha nada a fazer se M' K @1 ou M’ }£ ¢o. A parte interessante é mostrar que
M’ = ¢3 sempre que M’ = ¢1 A 2. Faremos isto interpretando palavras binarias finitas no dominio A’

de M
i(e) = eM/l
i(0) = F(i(s))
i(s1) = f{(i(s))

Note que a fungao i : {0,1}* — A’ é definida indutivamente sobre o comprimento de s.
A funcao de interpretacao ¢ aplica as fungoes f!' e f{ de forma reversa. Por exemplo, a palavra

0100110 & mterpretada como S (S (M (S8 U8 UM (81 (€M))))))- Note que i(bibs ... bi) =
fbl (fbl 1( (fb1 "(eM))...)) corresponde ao significado dado para fs(e) em A’, onde s corresponde

a biby...b;. Sendo assim, e sabendo que M’ | ¢; concluimos que (i(s;),i(t;)) € p™ para todo
1= 1,2,... k. Analogamente como M’ = ¢y concluimos que para todo (s,t) € pM’ temos que
(i(ssy),i(tt; )) p™M’ para todo i = 1,2,...,k. Iniciando com (s,t) = (s;,,%;,) podemos utilizar o fato
anterior repetidamente para obter que

(i(80, 8z - - 80, ) iltirtiy - 15,)) € P

Como as palavras s;, S;, - . . 8;,, €ti ti, ... t;, formam uma solugao de C estas palavras sdo iguais. Sendo
assim, i(8;,8i, - - 8;,) € i(ti tiy . . . t;, ) Tepresentam o mesmo elemento de A’. Logo M’ | 3,p(z, 2), isto

é, M’ & ¢3. Logo validade na LPO é um problema indecidivel.
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