Capitulo 1

A Loégica Proposicional Classica

Vamos caminhar na direcdo de mais uma extensao, agora da légica intuicionista para a logica classica.
Iniciamos com a légica proposicional minimal, depois a estendemos para a légica proposicional intuicionista,
e agora vamos estendé-la com a lei do terceiro excluido, obtendo assim a logica proposicional classica.
Na Tabela 1.1 apresentamos também as regras com contexto explicito para que tenhamos sempre em
mente como os contextos mudam de acordo com a aplicagao das regras.

Exemplo 1. Neste exemplo, vamos construir uma prova de uma regra conhecida como prova
por contradicdo (PBC). A ideia desta regra € negar o que se quer provar, e entdo gerar uma
contradi¢ao. O sequente a ser provado € o sequinte (—p) — L F . Veja que queremos provar ¢,
e para isto estamos assumindo que a negac¢io de ¢ mos leva a uma contradi¢io. Vamos entdo
tomar uma instancia da (LEM), e provar ¢ via a eliminagao da disjunggo:
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A regra de prova por contradi¢io € dada a seguir. Observe como o conterto muda por conta do
descarte de hipoteses:

’ Notagdo com sequentes ‘ Notagao padrdo ‘
[—e]”
T,—pk L :
—— (PBC L

Agora vamos construir esta prova em Coq, mas precisamos de alguns cuidados porque a ldégica
implementada no Coq é construtiva, e portanto nao temos taticas que correspondam a uma aplicacdo da
lei do terceiro excluido. Neste caso, vamos adicionar a lei do terceiro excluido como um axioma:
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Tabela 1.1: Regras da Logica Classica




Section pbc.
Variable phi: Prop.

Axiom lem: phi \/ ~phi.
Hypothesis H: ~phi -> False.

Lemma pbc: phi.
Proof.

e o contexto de prova correspondente é como a seguir:

phi : Prop
H : ~ phi -> False
phi

Podemos adicionar um axioma ou lema no contexto via a tatica pose proof. Neste caso, usamos
pose proof lem para obtermos o seguinte contexto:

phi : Prop
H : ~ phi -> False
HO : phi \/ ~ phi

phi
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Agora podemos dividir a prova em duas subprovas com a tatica destruct HO. A primeira subprova
é trivial porque o que queremos provar esta nas hipoteses. Na segunda subprova, temos pelo menos dois
caminhos possiveis para seguir. O primeiro consiste em manipular as hip6teses (raciocinio de cima para
baixo) para gerar o absurdo nas hipéteses por meio da tatica apply no seguinte contexto:

phi : Prop

H : ~ phi -> False
HO : ~ phi

phi

Como resultado, temos o absurdo como hipdtese e podemos provar qualquer coisa via a regra da
explosdo (tatica contradiction):

phi : Prop

H : ~ phi -> False
HO : False

phi

A prova completa é dada a seguir:



Variable phi: Prop.
Axiom lem: phi \/ ~phi.

Hypothesis H: ~phi -> False.

Lemma pbc: phi.

Proof.

pose proof lem.

destruct HO.

- assumption.

- apply H in HO.
contradiction.

Qed.

O segundo caminho consiste em gerar o absurdo como objetivo a ser provado, ou seja, aplicamos a
regra da explosdo de baixo para cima na prova. Isto pode ser feito com a tatica apply False_ind que
simplesmente troca o objetivo atual (qualquer que seja ele) pelo absurdo. Neste caso, podemos aplicar a
hip6tese H (com a tética apply H) e concluir a prova com assumption.

Variable phi: Prop.
Axiom lem: phi \/ ~phi.

Hypothesis H: ~phi -> False.
Lemma pbc: phi.
Proof.
pose proof lem.
destruct HO.
- assumption.
- apply False_ind.
apply H.
assumption.
Qed.

Exercicio 1. Acabamos de caracterizar a légica proposicional cldssica como sendo a ldgica
proposicional intuicionista juntamente com a lei do terceiro excluido (ver Tabela 1.1), mas
outras caracterizacoes sao possiveis. Por exemplo, a légica minimal juntamente com a regra de
prova por contradigio (PBC) também nos dd a ldgica proposicional cldssica. Ou seja, a Tabela
1.2 nos dd outra caracterizagdo da logica proposicional cldissica. Para mostrarmos que esta é,
de fato, uma caracterizacio da logica proposicional cldssica precisamos provar tanto a regra da
explosdo quanto a lei do terceiro excluido a partir das regras da Tabela 1.2. Sendo assim, prove
0s sequentes a sequir utilizando as regras da Tabela 1.2:

1. L+ ¢ (regra da explosio)
2. b oV g (lei do terceiro excluido)

8. Refaca estas duas provas no Coq.
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Uma terceira caracterizagdo possivel para a légica proposicional classica é com a regra de eliminagéo
da dupla negacao:
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Tabela 1.2: Regras da Logica Cléssica (versao 2)
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Exercicio 2. Substitua a regra 9 (PBC) na Tabela 1.2 pela regra (——.), e prove os seguintes
sequentes:

1. L F o (regra da explosdo)
2. b oV (lei do terceiro excluido)
3. = — L F ¢ (prova por contradigio)

4. Refaca estas trés provas no Coq.

Considerando que a negagao, digamos —p, é o mesmo que ¢ — 1, é facil ver que as regras de
eliminagao da dupla negacao e prova por contradigdo sao maneiras diferentes de escrever a mesma coisa
(por que?). Uma outra caracterizacdo possivel da légica proposicional classica envolve a chamada lei de
Peirce (LP), como detalhado no exemplo a seguir:

] Notagao com sequentes \ Notacao padrao ‘
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Exercicio 3. Assuma a regra (LP) acima, e prove o sequente & ¢V —p utilizando as regras da
Tabela 77?7

Exercicio 4. Sejam ¢ e ¢ férmulas da LP. Prove ¢ A A =(—¢ V —1)).

Exercicio 5. Sejam ¢ e ¢ férmulas da LP. Prove ¢ — ¢ = (=) V 1.

Exercicio 6. Sejam ¢ e ¢ férmulas da LP. Prove o sequente (—p) — ¢ F (=) — .

Exercicio 7. Sejam ¢ e v férmulas quaisquer da LP. Prove os sequentes ——(¢ V ¢) -
(=) V (=¢).

Exercicio 8. ¢ <> —pF 1

%Note que a bi-implicagdo 1 <> v é apenas uma notagdo compacta para (1 — v) A (v — ).




Exercicio 9. (=) = (—9) F ==(¢¥ — ¢)

Exercicio 10. Sejam ¢ e ¢ formulas quaisquer da LP. Mostre que o sequente ¢ — 1 F (=) V1)
nao possui uma derivacdo intuicionista.

Exemplo 2. Considere o sequinte problema: Em uma ilha moram apenas dois tipos de pessoas:
as honestas, que sempre falam a verdade; e as desonestas, que sempre mentem. Um viajante, ao
passar por esta ilha encontra trés moradores chamados A, B e C. O wviajante pergunta para o
morador A:

“Vocé é honesto ou desonesto?” A responde algo incompreensivel, e o viajante pergunta

para B: “O que ele disse?” B entdo responde “Ele disse que é desonesto”. Neste momento C se
manifesta: “Ndo acredito nisto! Isto é uma mentira!”. Questdo: C é honesto ou desonesto?

Para resolver este problema pense no que ocorre se wm morador desta ilha, digamos X, disser
"Eu sou desonesto"? Isto nos levaria a uma contradicao! De fato, se X for honesto entdo ele
disse a verdade, e portanto é desonesto. Por outro lado, se X ¢ desonesto entdo ele mentiu,
e portanto € honesto. Assim, como A ndo poderia ter dito que € desonesto, podemos concluir
que B € desonesto! E portanto, C € honesto! Vamos construir uma prova de que este raciocinio
estd em correto usando a teoria que estudamos? O ponto de partida é construir um sequente
que corresponda ao enunciado deste problema. Que varidveis proposicionais vamos precisar?
Certamente precisamos de varidveis que nos permitam caracterizar quando um morador é ou
ndo honesto. Assim, utilizaremos trés varidveis proposicionais com a sequinte semdantica:

e a: o morador A é honesto;
e b: 0 morador B € honesto;
e c: 0 morador C' é honesto.

Desta forma, a negacio de qualquer destas varidveis significa que o morador correspondente €
desonesto. Agora precisamos representar o que foi dito por cada um dos moradores por meio
de uma formula da logica proposicional. Considere o que disse o morador B: "Ele disse que
é desonesto’, quer dizer, o morador B disse que o morador A disse que era desonesto. Como
codificar este fato por meio de uma formula da LP? Vamos iniciar considerando uma situa¢io
geral e mais simples. Digamos que um morador X tenha dito Y, isto é, "X disse Y ". Que formula
da LP corresponde a este fato? Suponha que a varidvel x codifica a proposi¢cio "X € honesto’.
Entao observe que, se X for honesto entdo o que ele disse € verdade, ou seja, tanto x quanto Y
sdo verdade. Por outro lado, se X for desonesto entdo Y € falso, e tanto x quanto Y sao falsos.
Assim, podemos concluir que as varidveis x e Y sdo equivalentes, no sentido que ou ambas sao
verdadeiras, ou ambas sdo falsas. Assim, podemos representar a afirmacao "X disse Y " pela
formula x < Y. Voltando entdo ao nosso problema original, podemos agora representar o fato de
que o morador B disse que o morador A disse que era desonesto pela férmula b < (a + (—a)).
O morador C por sua vez, disse que B mentiu, o que corresponde a férmula ¢ <> (—b). Com isto
podemos montar o sequente a ser provado: b+ (a < (—a)),c <> (—b) F c.

Exercicio 11. Prove o sequente b <> (a <+ (—a)), ¢ <> (—b) I ¢ construido no exemplo anterior.




Exercicio 12. Considere uma ilha onde moram apenas dois tipos de pessoas: as honestas, e que
portanto sempre falam a verdade; e as desonestas, que sempre mentem. Um viajante, ao passar
por esta ilha encontra trés moradores chamados A, B e C. O wviajante pergunta para o morador
A: “Quantos, dentre vocés trés, sao desonestos?” A responde algo incompreensivel, e o viajante
pergunta para B: “O que ele disse?” B entdao responde “Ele disse que exatamente dois de nds
somos desonestos”. Neste momento C se manifesta: “Nao acredito nisto! Isto é uma mentira!’.
Questdo: C' € honesto ou desonesto?

Exercicio 13. Em uma ilha moram apenas dois tipos de habitantes: os honestos, que sempre
falam a verdade; e os desonestos, que sempre mentem. Vocé encontra dois habitantes desta
ilha, digamos Jodo e José. Jodo diz que José é desonesto. José diz "Nem Jodao nem eu somos
desonestos”. Vocé consegue determinar qual dos dois é honesto e qual é desonesto?

No exemplo anterior, utilizamos a associacao do valor de verdade (verdadeiro ou falso) de uma varidvel
proposicional para resolver um problema. Esta abordagem esta relacionado com a seméantica da légica
proposicional cldssica que nos fornece os meios para concluir quando uma férmula é verdadeira ou falsa.
A gramatica

pu=pl L (=) (pAp) [ (V)| (p—p) (1.1)

define como sao as férmulas da LP, a partir de seis construtores:

1. O primeiro denota uma variavel proposicional, e caracteriza uma férmula atomica, i.e. uma férmula
que nao pode ser subdividida em uma férmula menor.

2. O segundo construtor é uma constante que denota o absurdo (L), que também é uma férmula
atomica. O absurdo é utilizado para representar uma férmula que tem valor de verdade "falso
(F)". E importante observar que podemos associar a qualquer férmula da LP apenas dois valores
de verdade, a saber: verdadeiro (T) ou falso (F).

3. O terceiro construtor denota a negacao e nos permite construir uma nova formula a partir de uma
féormula dada. Assim, dada uma férmula ¢, podemos construir a sua negacao (—¢). A seméntica da
negacao é a que conhecemos intuitivamente: se uma férmula ¢ é verdadeira (T) entdo sua negacao
é falsa (F), e vice-versa. Normalmente, representamos este fato via a seguinte tabela:
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4. O quarto construtor denota a conjun¢ao e nos permite construir uma nova férmula a partir de duas
féormulas dadas. Assim, dadas duas féormulas o1 e @9, podemos construir a sua conjungao (1 Aws2).
A seméantica da conjuncgao também é a usual, isto é, a conjuncdo (1 A ¢2) é verdadeira somente
quando @1 e @9 sdo simultaneamente verdadeiras:

Aqui é importante observar que a leitura da construcdo da conjuncao na graméatica 1.1 nao diz que
suas componentes sao iguais (apesar da utilizacio do mesmo simbolo ¢ nas duas componenetes).
Lembre-se que a leitura desta construgdo em 1.1 é: dadas duas férmulas (ndo necessariamente
iguais!), podemos construir a sua conjungdo. Alternativamente, poderfamos ter escrito a gramdtica
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1.1 da seguinte forma equivalente:

o u=p| L] (=p) [ (eAY) | (V)] (p— 1) (1.2)

5. O quinto construtor denota a disjun¢ao e, como no caso anterior, nos permite construir uma nova
féormula a partir de duas férmulas dadas. Assim, dadas duas formulas 1 e @9, podemos construir
a sua disjuncdo (¢1 V @2), cuja seméantica é dual & semantica da conjungdo: a disjungio (1 V ¢2)
é falsa somente quando ¢; e @2 sdo simultaneamente falsas.

6. O sexto construtor é a implicagdo. Assim, dadas duas férmulas 1 e @2, podemos construir a sua
implicagdo (p1 — ¢2) com a semantica dada na tabela abaixo.

O sentido usual da implicacdo assume implicitamente uma relagao de causa e efeito, ou causa e
consequéncia no sentido de que o antecedente ¢; é o que gera o consequente s como em "Se eu nao
beber dgua entao ficarei desidratado". No entanto, o sentido da implicacdo na légica é um pouco
diferente pois tem como fundamento a preservacio da verdade, que nao necessariamente possui
uma relacao de causa e efeito. Por exemplo, a proposi¢gao "Se 2+2=4 entao o dia tem 24 horas" é
verdadeira, mas nao existe relagdo causal entre a igualdade 2+2=4 e o fato de o dia ter 24 horas
de duragao.

Uma gramética como 1.1 (ou 1.2) nos fornece as regras sintdticas para a construcao das férmulas da
LP. Sao quatro construtores recursivos (negagio, conjuncao, disjungio e implicagdo) também chamados
de conectivos légicos, e dois nao recursivos.

Apesar da gramatica apresentada acima nao incluir a bi-implicacdo, este é um conectivo bastante
utilizado. De fato, a bi-implicacao, ja utilizada em exemplos anteriores, pode ser reescrita em usando a
implicacdo e conjun¢do. Como exercicio construa a tabela verdade da bi-implicac¢éo e observe que ¢ <> ¥
é verdadeira somente quando ¢ e ¥ possuem o mesmo valor de verdade. Adicionalmente, dizemos que
duas férmulas ¢ e 1 sdo equivalentes quando a férmula ¢ < ¢ é uma tautologia:



Tautologia Uma férmula que é sempre verdadeira,
independentemente dos valores de verda-
de associados as suas variaveis.

Contradigdo  Uma férmula que é sempre falsa,
independentemente dos valores de verda-
de associados as suas variaveis.

Contingéncia Uma férmula que pode ser tanto verda-
deira quanto falsa dependendo dos va-
lores de verdade associados as suas
variaveis.

As tautologias e as contradigdes sdo particularmente importantes, e possuem simbolos especiais para
representa-las. Nas gramaticas 1.1 e 1.2 j4 vimos que a constante 1 é o representante das contradigoes.
As tautologias, por sua vez, podem ser representadas pelo simbolo T.

Agora chegamos em um momento chave do nosso estudo. Considere um sequente arbitrario, digamos
I' - ¢, onde ' é um conjunto finito de férmulas da LP. Podemos entdo perguntar: é possivel provar este
sequente? Ou em outras palavras, qualquer sequente possui uma prova? A resposta certamente é nao.
Se tudo pudesse ser provado entdao nao teriamos razao para estudar a légica proposicional. Como entao
é possivel separar os sequentes que tém prova dos que nao podem ser provados? Para responder esta
pergunta precisamos inicialmente compreender a nogdo de consequéncia légica. Dizemos que uma
férmula ¢ é consequéncia logica da férmula 4, notagdo ¥ = ¢, se ¢ for verdadeira sempre que v for
verdadeira. Este conceito pode ser facilmente estendido para um conjunto I' de férmulas, de forma que
I' = ¢, isto é, ¢ é consequéncia légica do conjunto I' se ¢ for verdadeira sempre que as féormulas em I'
forem verdadeiras. Agora podemos enunciar dois teoremas importantes que nos permitirdo responder a
questao anterior:

Teorema 3 (Correcio da LP). Sejam I' um conjunto, e ¢ uma férmula da légica proposicional. Se
'k g entio T = .

A prova deste teorema é por indugdo em I' - . Nao detalharemos aqui esta prova, que pode ser
encontrada por exemplo em [1].

Teorema 4 (Completude da LP). Sejam I' um conjunto, e ¢ uma férmula da légica proposicional. Se
I'E g entioTF .

A prova do teorema de completude da LP é um pouco mais complexa do que a prova de corregao,
e também pode ser encontrada em [1]. Note que este lema responde a nossa pergunta anterior: um
sequente tem prova exatamente quando seu consequente for consequéncia légica do seu antecedente.

A loégica proposicional nos permite resolver diversos problemas, e constitui a base de tudo o que
faremos nos proximos capitulos. Apesar de muito importante como ponto de partida no estudo que
estamos fazendo, a logica proposicional possui limitagoes importantes, como a impossibilidade de quantificar
de forma explicita sobre elementos de um conjunto. Por exemplo, podemos representar a sentenca "Todo
mundo gosta de Matematica" na LP via uma variavel proposicional, mas esta representagdo nao expressa
a quantificacdo universal "Todo mundo" de forma explicita. O mesmo vale para uma sentenca da forma
"Existe um ndmero natural que ndo é primo". O proéprio principio da inducdo, tdo importante em
Matematica e Computagao, precisa de uma linguagem mais expressiva do que a proposicional. A légica
que nos permitird expressar este tipo de quantificagdo (tanto existencial quanto universal) é conhecida
como Ldgica de Primeira Ordem (LPO), ou Ldgica de Predicados que estudaremos no préximo capitulo.
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