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A Loégica Proposicional Minimal

Vamos estudar novos conectivos logicos além da implicagao. A nova gramatica terd, além da impli-
cagado, uma constante (L), a negacao (—), a conjungao (A) e a disjuncao (V):

pu=plL](=p) [ (eAe) ]| (V)| (p—p) (1)

A constante 1 é utilizada para representar a negagdo: - é o mesmo que ¢ — L. Ou seja, temos
duas maneiras distintas de escrever a negacao, e portanto a gramatica acima possui redundéancias.
De fato, veremos que existem outras redundancias na gramatica (1), mas elas s@o uteis porque
simplificam a escrita das féormulas.

A gramaética define as formulas da LP, e a partir dela consideraremos 3 sublogicas da LP:
a minimal, a intuicionista e a classica. Nesta se¢ao estudaremos a Logica Proposicional Minimal
(LPM), que assim como no fragmento implicacional visto anteriormente, possui uma regra de in-
trodugao e uma regra de eliminagao para cada um dos conectivos logicos. Ou seja, uma regra de
introducao e uma de eliminag@o para cada um dos construtores recursivos da gramatica (|1]).

Apesar da graméatica apresentada acima nao incluir a bi-implicagao, este € um conectivo bas-
tante utilizado, e pode ser escrito em funcao dos outros conectivos: ¢ <> ¥ é o mesmo que

(=)A= ).

As regras da negacgao sao anélogas as regras da implicacao, uma vez que uma negacao, digamos
(—¢p) é definida como (¢ — L).
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Veremos posteriormente que apenas com a negacao e implicagao podemos expressar todos os
outros conectivos apresentados na gramatica , que portanto é uma gramatica redundante. No
entanto, esta redundancia é interessante porque nos permite expressar formulas complexas de forma
compacta.

A regra de introduc¢ao da conjun¢ao, denotada por (A;), nos diz o que precisamos fazer para
construir uma prova de um sequente que possui uma conjuncao na conclusao, isto é, um sequente
da forma I' - @1 A 2, onde I' é um conjunto finito de formulas da LP, e ¢1 e @9 sao féormulas da
LP. A regra (A;) é dada pela seguinte regra de inferéncia:

¢ Iy F o
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ou seja, uma prova de I' - 1 A @2 € construida a partir de uma prova de I' - ¢1 e de uma prova de
'k »2.

Existem duas regras de eliminagao para a conjuncao ja que podemos extrair qualquer uma das
componentes de uma conjungao:
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Estas duas regras podem ser representadas de forma mais concisa da seguinte forma:

T'E 1 Aps
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Usaremos o nome (A.) para designar a utilizagdo da regra de eliminac¢ao da conjungao quando
nao quisermos especificar qual das regras (A¢,) ou (Ae,) foi utilizada.



Exemplo 1. Com as regras da conjunc¢do jd podemos fazer um exercicio interessante:
provar a comutatividade da conjuncao, isto €, queremos construir uma prova para o sequente
ANV Y Ap, onde ¢ e p sio formulas quaisquer da LP. A constru¢ao da prova € feita
inicialmente de baizo para cima com a aplicagao da regra (N;):
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Concluimos com a regra de elimina¢ao da conjunc¢ao e o axioma:
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Exemplo 2. Sejam ¢ e o formulas quaisquer da LP. Considere o sequente ¥ = ¢ — .
Queremos provar que a partir de uma prova de v podemos provar qualquer implicagdo que
tenha v como conclusao:
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O sequente do exemplo anterior nos diz que podemos construir a prova de uma implicagao a
partir de uma prova do consequente desta implicagdo. Esta prova é utilizada com muita frequéncia
em outras provas, e por esta razao promovemos este sequente ao status de regra derivada:

I'Eq
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Uma vez que uma bi-implicagao corresponde a uma conjuncao de duas implicacoes, ela pode ser
decomposta com a regra de eliminagao da conjuncgao:
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Vejamos agora as regras para a disjungdo. A regra de introdugio da disjun¢do nos permite
construir a prova de uma disjungao a partir da prova de qualquer uma das suas componentes:

Fl—(pl y Fl—gog
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Como no caso da regra de eliminacao da conjungao podemos representar estas duas regras de
forma mais compacta:

' Pic{1,2} v
TFe1Vegy

A regra de eliminagdo da disjun¢do nos permite construir a prova de uma férmula, digamos v, a
partir de uma disjungao. Para isto, precisamos de duas provas distintas de 7, cada uma assumindo
uma das componentes da disjungao separadamente:

Iy F @1V Lo,o1 F7 F3,¢2F7<v>
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Observe como os contextos mudam em cada um dos sequentes que compoem esta regra.



Exemplo 3. Vamos mostrar que a disjuncdo € comutativa, ou seja, queremos construir
uma prova para o sequente @\ 1 =1V @. A ideia aqui é utilizarmos a regra (V.). Para isto
podemos instanciar I' com o conjunto unitdrio contendo a formula o V ¥. Em funcao da
estrutura da regra (Ve), precisamos construir duas provas distintas de ¥V p: uma a partir
de ¢, e outra a partir de 1p. Podemos fazer isto com a ajuda da regra (V;):

oFo (Az) o (Az)
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Exemplo 4. Considere o sequente ¢ — ,—¢ F —p. Como a formula do consequente €
uma negacao, vamos aplicar a regra de introdugcao da megacdo na construcao de uma prova
de baixo para cima, isto €, da raiz para as folhas da drvore:

?
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Agora, precisamos construir uma prova do absurdo, e portanto podemos tentar utilizar a
regra (—¢). Para isto precisamos escolher uma formula do contexto para fazer o papel de ¢

da regra 8 da Tabela[ll A principio temos trés opgoes: ¢ — 1, —1p e p. A boa escolha neste
caso € ) porque podemos facilmente provar i a partir deste contexto:

(=)

(Ax) (Ax)
p oY= ok
=Y, b A
o=,k L
=Y,

Depois de concluida a prova € fdcil entender o que queriamos dizer com boa escolha acima:
Uma boa escolha € um caminho que vai nos permitir concluir uma prova. Mas como fazer
uma boa escolha? Isto depende do problema a ser resolvido. Em alguns casos pode ser
simples, mas em outros, bastante complicado. O ponto importante a compreender € que
existem caminhos possiveis distintos na construcao de provas da ldgica proposicional, e muito
deste processo depende da nossa criatividade.
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(_‘e)
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O sequente que acabamos de provar ocorre com certa frequéncia em outras provas, assim como
a regra derivada (——;). As regras que s@o obtidas a partir das regras da Tabela [l sdo chamadas
de regras derivadas. Este é o caso da regra conhecida como modus tollens (MT) obtida a partir
do sequente do exemplo anterior, onde cada antecedente é generalizado como uma premissa da regra:
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Exemplo 5. Considere o sequente o — Y & ) — —p. Inicialmente, devemos observar
que a formula que queremos provar € uma implicacdo, e portanto, o mais natural € tentar

aplicar a regra (—;), e em sequida aplicar (MT) (na construgcao de baizo para cima) para
poder completar a prova:
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A prova que acabamos de fazer é outro caso que aparece com frequéncia, e corresponde a uma
regra conhecida como contrapositiva:

I'Fp—vy
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A Tabela [I] resume todas as regras da LPM, isto é, as regras de introducao e eliminacao dos

conectivos logicos apresentados na gramatica[Il A Tabela [2] apresenta as regras derivadas provadas
nos exemplos anteriores.

Exercicio 6. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Prove o sequente @, F 1.

A solugao do exercicio anterior nos permite trabalhar com uma versao mais flexivel do axioma:

@,

Exercicio 7. Prove o sequente - (p — 1) = p —q — .
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Tabela 1: Regras da Loégica Proposicional Minimal
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Tabela 2: Regras derivadas da Loégica Proposicional Minimal

Exercicio 8. Seja ¢ uma formula da LP. Prove o sequente @ = ——.

Exercicio 9. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Prove o sequente ¢ — 1 = (m—p) — (m—1)).

Exercicio 10. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Prove o sequente ——(p — 1) F (——p) —
(—p).

Exercicio 11. Prove que a conjuncdo € associativa, isto €, prove o sequente
(@A) ANpE @A (WA p) onde @, ¥ e p sao formulas quaisquer da LP.

Exercicio 12. Sejam ¢ e 1 formulas quaisquer da LP. Prove o0s sequentes
(e AY) A (7o) A (2 Y).




Exercicio 13. Sejam ¢, 1 e p formulas quaisquer da LP. Prove que a disjun¢do € associa-
tiva, isto €, prove o sequente (pV YY)V p bk oV (Y V p).

Exercicio 14. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Prove o sequente p — —tp =19 — —¢p.

Exercicio 15. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Prove o sequente E ((((p — ¥) = ) = ¢) —
Y) =Y.

Exercicio 16. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Prove o sequente v, —p = =,

Exercicio 17. Seja ¢ uma formula da LP. Construa wma prova para o sequente =——p = —p.

Exercicio 18. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Construa uma prova para o sequente

(e V) (=) A ().

Exercicio 19. Sejam ¢ e ¢ féormulas da LP. Construa uma prova para o sequente

(=) A (=) = (e V).

Exercicio 20. Sejam ¢,¢ e § formulas da LP. Construa uma prova para o sequente
=Y E (V) = (dVY).

Exercicio 21. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Construa uma prova para o sequente
o= o(oA—y).

Exercicio 22. Sejam ¢ e ¢ féormulas da LP. Construa uma prova para o sequente
AP E (o V).




Exercicio 23. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa wma prova para os Sequentes
(V) E (=) A () e (o) A=) E (e V7).

Exercicio 24. Sejam ¢ e v formulas da
(=) V (=) F ~(e A9).

LP. Construa uma prova para o sequente

Exercicio 25. Sejam ¢ e v formulas da

LP. Construa uwma prova para o sequente

Exercicio 26. Sejam ¢ e v formulas da
(==@) A (=) E == A7)

LP. Construa uma prova para o sequente

Exercicio 27.

Sejam @, e~y formulas da LP.

Prove o sequente oV (YAY) F (V) A(pV7y).

Exercicio 28.

Sejam @, e~y formulas da LP.

Prove o sequente (o)A (VYY) F oV (Y AY).

Exercicio 29.

Sejam @, e~y formulas da LP.

Prove o sequente o A(YVy) F (@AY)V (pAY).

Exercicio 30.

Sejam @, e~y formulas da LP.

Prove o sequente (pAY)V (pAy) F oA (YV7).

Exercicio 31.

Seja @ uma formula da LP. Prove o sequente b == (¢ V —¢).

Exercicio 32.

Seja ¢ uma formula da LP. Prove o sequente = (o A —p).

Exercicio 33. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uwma prova para o sequente

(=7 A=(p A7) E .




Exercicio 34. Sejam @, e v formulas da LP. Prove o sequente ¢ <> ¥, % — ~,—y F
(=) A (1))
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