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Capitulo 1

TODO Introducao

Este material foi desenvolvido para dar suporte a disciplina Logica Computacional 1 do Departamento
de Ciéncia da Computacao da Universidade de Brasilia.

A l6gica consiste no estudo do raciocinio, ou seja, consiste no estudo dos caminhos que nos permitem
concluir quando um determinado fato é verdadeiro. Na antiguidade, a l6gica consistia em um ramo da
Filosofia. Depois passou a ser também um ramo da Matemaética, e mais recentemente, pode ser vista
também como um ramo da Computagao.

No contexto computacional, o estudo da légica é particularmente importante porque é o fundamento
matematico dos programas de computador. De fato, a logica é utilizada tanto em projetos de hardware
quanto de software.

A primeira parte deste material apresenta os conceitos basicos da Loégica Proposicional (LP), que
serd dividida em trés etapas:

1. A Légica Proposicional Minimal (LPM);
2. A Logica Proposicional Intuicionista (LPI), e;
3. A Légica Proposicional Classica (LPC).

O estudo dessas etapas é feito de forma incremental, onde a compreensdo de uma etapa nos permite
avancar para a proxima. Utilizaremos o sistema de Dedugao Natural para construirmos a demonstragao
dos sequentes, que sao os objetos a serem provados, e portanto, verdadeiros.

A segunda parte, consiste no estudo da Loégica de Primeira Ordem (LPO), também conhecida como
Légica de Predicados. A LPO pode ser vista como a "logica padrao"utilizada, ainda que informalmente,
em Matematica e Computagao.

Chamaremos os caminhos trilhados até uma conclusdo de demonstragdo. Assim, podemos definir
uma demonstragdo como sendo um objeto que nos permite concluir se uma determinada afirmagao é
verdadeira. As provas, ou demonstragoes, tanto na LP quanto na LPO serdo desenvolvidas em dois
niveis: inicialmente serdo feitas em papel e lapis (provas informais), e posteriormente, em computador
(provas formais). A construgdo de provas é um tema que costuma ser espinhoso, de forma que aqui
tentaremos facilitar o processo de familiarizacdo com este tema partindo de provas simples, para em
seguida explorarmos situa¢ées mais complexas. Para as provas formais, isto é, as provas desenvolvidas
em computador utilizaremos o assistente de provas [Rocq, que é um software de cédigo aberto que pode
ser facilmente instalado em qualquer sistema operacional.


https://rocq-prover.org

Apesar da LP possuir limitagdes de expressividade, ela serd util para que possamos entender a di-
namica da construcao de provas, mas a logica efetivamente usada no dia a dia do matemaético ou do
cientista da computagio é a Ligica de Primeira Ordem (LPO), que nos permitird expressar propriedades
de algoritmos de forma mais natural. Durante esta caminhada, estudaremos um assunto fundamental
que esta presente em diversos contextos: indugdo. Intuitivamente, o conceito de indugdo é bastante
simples, mas a sua aplicacdo em situagoes especificas costuma gerar muita duvida.

A construgdo de provas mecénicas, ou seja, provas feitas em computador, é uma atividade que tem
despertado interesse crescente nas tltimas décadas em fungdo da forma como a computagao tem se infil-
trado no nosso dia a dia. Mas aqui precisamos de uma pequena pausa para explicarmos o que queremos
dizer com provas feitas por computador. Esta explicacdo se faz necessaria porque existem pelo menos
duas abordagens distintas no que se refere a este assunto: os provadores automaticos de teoremas por
um lado, e os assistentes de prova por outro.

Um provador automaético de teoremas é um programa munido de uma heuristica que recebe um
teorema como argumento e tenta, de forma automaética, encontrar uma prova para o teorema dado
[RV02, [KSUV15, McC10]. Um assistente de provas por outro lado, consiste em um programa que requer
a orientagdo/interagdo do usudrio para poder construir uma prova. Ou seja, o usuério vai guiando o sis-
tema na construcdo de prova, enquanto o sistema verifica se cada passo dado/sugerido pelo usuério estd
correto. Sao exemplos de assistentes de prova o PVS[ORS92], o Isabelle/HOLNPW02], o Lean[dMU21] e
o Coq|Tea2l]. Neste material trabalharemos com o assistente de provas Coq, que é um sistema de cédigo
aberto e que pode ser instalado em sistemas Linux, MacOs e Windows, ou até mesmo ser executado via
browser[APJ17].

Existem materiais muito interessantes que servem como tutoriais do Coq, como por exemplo, [PCGT14],
ou [ChI17]. Este material ndo é um tutorial do Coq, mas a sua utilizagdo enriquecerd bastante nosso
estudo. Nosso foco é o estudo da légica proposicional e de primeira ordem, assim como a sua utilizacdo/a-
plicacdo no estudo de algoritmos. Para isto utilizaremos o Coq como ferramenta de apoio mostrando
como um assistente de provas pode ser 1til nesta caminhada. Aqui é importante observar também que
um assistente de provas é basicamente uma linguagem de programagio juntamente com uma linguagem
de especificacdo, ou seja, além da linguagem de programacao existem uma camada logica adicional, cha-
mada de linguagem de especificacdo, que nos permite expressar os lemas e teoremas, por exemplo. A
camada légica do Coq é baseada em um formalismo conhecido como cdlculo de construcées indutivas
[Pauld] que é muito mais expressivo do que a légica de primeira ordem que estudaremos aqui. Neste
sentido, utilizaremos apenas uma pequena parte do poder de computacional do Coq.

N&ao assumimos nenhum conhecimento prévio de Coq, e sua utilizagdo é opcional. Ou seja, é perfeita-
mente possivel utilizar apenas a parte tedrica deste material. A ideia aqui é que vocé possa reproduzir os
temas abordados em Coq a partir do zero: simplesmente abra o Coq com a interface de sua preferéncia,
e siga as orientagoes das atividades propostas. Nem tudo que serd abordado aqui terd uma versao cor-
respondente em Coq, ja que alguns temas serdo puramente teéricos e foram pensados para serem feitos
apenas em papel e lapis. E mesmo a etapa de construcao de provas em um assistente de provas deve ser
precedida de um esboco em papel e lapis. As atividades a serem realizadas no assistente de provas tém
um arquivo correspondente de apoio cujo link é fornecido junto com o texto da atividade.

No contexto de algoritmos e desenvolvimento de software é comum a utilizagdo de testes como mé-
todo de validacdo. Ou seja, o programa (ou software) é executado com diversas entradas distintas, e se
nenhum problema é encontrado, o programa é considerado bom o suficiente para ser utilizado. De fato,
a primeira coisa que fazemos ap06s implementar um algoritmo é testd-lo para diversas entradas, e caso
alguma resposta seja incorreta, uma revisao da implementacao é feita para corrigir o erro, e entao novos
testes sao realizados. Este processo é repetido até que o programador sinta confianga na implementagao,
mas depois de todos estes testes é possivel dizer que o programa é correto? Certamente nao! Pensando
no caso particular da implementagdo de um algoritmo de ordenagdo listas de naturais ou inteiros (ou
qualquer estrutura munida de uma ordem total), sabemos que existe uma infinidade de listas de intei-
ros que podem ser utilizadas nos testes, e portanto nao é possivel testar todas elas. Em se tratando
de programas utilizados em sistemas criticos (aviagdo, medicina, sistemas bancérios, etc), por menores



que sejam as chances de erros, falhas ndo sao toleradas. O que fazer entdo para garantir a corregao
de um programa? Uma abordagem possivel consiste em utilizar a légica para provar a correcao do
programa! Uma prova de uma propriedade de um programa fornece a garantia de que o programa satis-
faz a propriedade provada sempre! Esta é a abordagem que utilizaremos aqui, e que tem se mostrado
cada vez mais importante para o desenvolvimento da Matemética|HAB™15, [Gon08|, [ADGRO7, [AHT4]
e Computagao|Ler09, [Paulbl NNdMAT(]. Para concluir esta se¢do e comegarmos a colocar a mao na
massa, listamos trés exemplos famosos de erros em sistemas computacionais:

1. Therac-25: Uma maquina de radioterapia controlada por computador causou a morte de pelo
menos 6 pacientes entre 1985 e 1987 por overdose de radiacao.

2. Pentium FDIV: Um erro na construcao da unidade de ponto flutuante do processador Pentium
da Intel causou um prejuizo de aproximadamente 500 milhoes de ddlares para a empresa que se
viu forcada a substituir os processadores que ja estavam no mercado em 1994.

3. Ariane 5: Um foguete que custou aproximadamente 7 bilhdes de délares para ser construido ex-
plodiu no seu primeiro voo em 1996 devido ao reuso sem verificagao apropriada de partes do codigo
do seu predecessor.

Ja deixamos claro que vamos provar muita coisa aqui. Mas o que é uma prova? Uma resposta
possivel "é um argumento feito para convencer alguém'[Smu09]. O problema deste argumento é que
pessoas diferentes podem ter compreensdes distintas sobre o argumento, de forma que o argumento pode
Ser uma prova para uma pessoa, mas nao para a outra... estranho, ndo? Uma defini¢do geral e abstrata
para a no¢ao de prova nao é uma tarefa facil, mas forneceremos uma defini¢do precisa em um contexto
mais restrito, a saber, o da 16gica simbdlica[HR04, vD13].



Capitulo 2
A Légica Proposicional (LP)

Linguagens naturais, como o Portugués por exemplo, sdo ambiguas. De fato, considere a seguinte afir-
macao:

Eu vi a moga com o bindculo.

Quem estava com o binéculo? Ou ainda,

O professor da Maria acabou a aula fazendo apontamentos no seu caderno.

Em qual caderno o professor estava fazendo apontamentos, no da Maria ou no do dele mesmo? A
primeira coisa que faremos para evitarmos ambiguidades consiste em restringir a linguagem com a qual
trabalharemos.

A Légica Proposicional é baseada na nocao de proposi¢do, que consiste em uma afirmagio (ou

sentenga) que pode ser qualificada como verdadeira ou falsa, mas nunca ambos. Por exemplo, sdo pro-
posicoes:

o 242 =4.

e 1+3 < 0.

e 2 é um ntmero primo.

o Joao tem 20 anos e Maria tem 22 anos.

Mas nem toda sentenga é uma proposigao. De fato, a sentenga "Feche a portal", ou ainda a pergunta
"Qual é o seu nome?"ndo podem ser qualificadas como verdadeira ou falsa, e portanto ndo sdo proposi-
coes. As proposicoes também sdo chamadas de sentencas logicas.

Nos exemplos acima podemos observar dois tipos de proposigoes:



1. Proposigoes atémicas: sao sentencas que nao podem ser divididas em proposigdoes menores como
é o caso de:

o 242 =4,
¢« 143 < 0.

e 2 é um numero primo.

2. Proposi¢gées compostas: sao sentencas formadas pela composicao de uma ou mais proposicoes
atdmicas como € o caso de:

e Jodo tem 20 anos e Maria tem 22 anos.

¢ Se estd chovendo entdo o chao estd molhado.

Como dito anteriormente, a légica é o estudo do raciocinio, mais especificamente, neste curso esta-
mos interessados no raciocinio dedutivo. Ou seja, estamos interessados no processo de inferéncia onde a
conclusao é garantida se as premissas forem verdadeiras. Vejamos dois exemplos:

Premissa 1: Se esta chovendo entao o chdo est4 molhado.
Premissa 2: Estéd chovendo.
Conclusao: O chao estd molhado.

Premissa 1: Se x = 4 entao a terra é o centro do universo.
Premissa 2: ¢ =4
Conclusao: a terra é o centro do universo.

Estruturalmente, os dois exemplos sdo iguais, o que muda é o contetido das proposigoes. Se abstrair-
mos o conteudo das proposic¢oes, e escrevermos a implicagdo "Se p entdo ¢'na forma p — ¢, teremos algo
da seguinte forma:

Premissa 1: p — ¢
Premissa 2: p
Concluséo: g

Como veremos, o contetido das proposicoes serd irrelevante porque estamos interessados nos passos
da inferéncia. A linguagem da LP nos permite estudar as regras de inferéncia sem considerar o contetido
das proposigoes. As estruturas abstratas construidas na linguagem da LP sdo chamadas de férmulas
bem formadas, ou simplesmente, férmulas. Utilizaremos letras latinas mintsculas, aqui chamadas de
varidveis proposicionais, para representar proposicoes atomicas. Assim, varidveis proposicionais sdo for-
mulas. Adicionalmente, utilizaremos a implicacdo para construirmos férmulas mais complexas, ou seja,
para representarmos proposi¢oes compostas. Assumiremos um conjunto enumeravel P de varidveis pro-
posicionais.



O Fragmento Implicacional da Légica Proposicional (FILP) contém exatamente as férmulas que sdo
construidas utilizando apenas varidveis proposicionais e a implicacdo como conectivo légico. Podemos
representar as férmulas deste fragmento pela seguinte gramatica:

pu=pl(p— o) (2.1)

onde p € P, e o construtor ¢ — ¢ diz que uma férmula implicacional é construida a partir de duas
féormulas ja construidas anteriormente (ndo necessariamente iguais). Por exemplo, se p e ¢ denotam
varidveis proposicionais entdao podemos concluir que p — ¢ é uma férmula, e neste caso, chamamos p de
antecedente, e q de sucedente da implicagdo. Utilizando esta nova férmula, podemos construir uma nova
implicagdo a partir dela, e por exemplo, p, obtendo (p — ¢) — p ou p — (p — ¢), e assim por diante.
Como indicado pela gramatica , utilizaremos letras gregas mintsculas para representar as férmulas
da LP.

A implicacdo légica possui algumas diferengas em relagdo a implicagdo que costumamos utilizar no
dia a dia em linguagem natural. Por exemplo, ndo precisa existir uma relagdo de causa e efeito entre o
antecedente e o consequente de uma implicacgao légica. No primeiro exemplo acima, a causalidade existe
entre o antecedente (estd chovendo) e o consequente (o chio estd molhado) da implicacio, ou seja, o fato
de estar chovendo é causa do chao estar molhado. No segundo exemplo, nao existe relacdo de causa e
efeito entre o antecedente (x = 4) e o consequente (a terra é o centro do universo). A implicagao légica é
definida apenas pela relacao de dependéncia entre os valores de verdade do antecedente e do consequente,
sintetizada na seguinte tabela:

el Y| ey
V1|V \
V| F F
F|V Vv
F|F \

A tabela acima é conhecida como tabela verdade da implicagao e fornece todas as possiveis relagoes de
valores de verdade entre o antecedente e o consequente da implicagdo. Ou seja, nos fornece a seméantica
ou o significado da implicacdo. Existem outras formas de expressar a implicacio ¢ — ¥ que podem
facilitar a compreensao destas relagoes:

1. ¢ é condigdo suficiente para v, ou seja, se varphi for verdadeira (V) entdo ¢ também sera verda-
deira. Basta que ¢ seja verdadeira para que 1 também seja.

2. 1 é condicao necessaria para ¢, ou seja, pst segue de .

Nosso objetivo agora é raciocinar sobre as férmulas construidas a partir da gramética . Mais es-
pecificamente, queremos obter (ou derivar) novas informagoes a partir de informagoes conhecidas. Tudo
isto em um contexto abstrato onde os simbolos proposicionais utilizados podem representar qualquer
informagao que corresponda a uma proposicao. Utilizaremos a notacdo de sequentes para separar as
informagoes (férmulas) dadas, ou conhecidas, da nova informagcao (férmula) que queremos derivar ou
concluir. Chamaremos as férmulas dadas de premissas, e a formula a ser derivada de conclusao, assim
um sequente é formado por duas partes: um conjunto finito de férmulas (que sao as premissas), digamos
T', e uma férmula que é a conclusio, digamos ¢, que escrevemos como I' F ¢. Assim, se @1, @2,...,¢n
sdo as premissas de um sequente, e se ¥ é a sua conclusdo, entdo escrevemos 1, s, ..., Y, = ¥ para
representar o sequente que tem ¢ como conclusdo, e o conjunto {@1, @2, ..., ¢, } de premissas. O con-
junto {¢1,¢2,...,9n}t, isto é, a primeira componente do sequente @1, s, ..., ¢, F 1 também pode ser
chamado de contexto ao longo do texto, e normalmente sera escrito sem as chaves que usualmente sao
usadas para representar conjuntos. Este é um abuso de linguagem usado para deixar a notagao mais leve.
Assim, se I' denota um conjunto finito de férmulas, ao invés de T'U {p} I 1), escreveremos simplesmente



T, o F 4, onde T, ¢ deve entdo ser lido como a unido I' com o conjunto unitdrio {¢}.

O conceito de prova agora serd definido de forma mais precisa. Concretamente, uma prova (ou uma
derivagdo) de um sequente da forma I' - ¢ é uma sequéncia de passos dedutivos, e um passo dedutivo
consiste na aplicacdo de uma regra de inferéncia que possui a seguinte formas:

ey Tobry. . T
'y

onde k > 0. Quando k=0 e ' = {¢} a regra corresponde a um azioma:

W Eg

Uma prova (i.e. uma sequéncia de passos dedutivos) pode ser representada por meio de uma estru-
tura de arvore, onde os nés sdo anotados com sequentes. A raiz da arvore é anotada com o sequente que
queremos provar, digamos, I' F 9, e as folhas sdo axiomas. Quais sdo as regras de inferéncia que podem
ser utilizadas no fragmento implicacional da légica proposicional? Além do axioma apresentado acima,
temos duas regras para a implicacdo. Antes de apresentd-las devemos lembrar que o sistema dedutivo que
utilizaremos se chama dedug¢do natural, e as regras deste sistema sdo divididas em dois tipos: introdugdo
e eliminacdo. A regra de eliminacdo da implicagdo é conhecida pelo nome modus ponens e tem a seguinte
estrutura:

NiFp—=9 Fako
ruly, -4

(=)

ou seja, para construirmos uma prova de um sequente com a forma I' F ¢ utilizando esta regra, precisa-
mos construir duas outras provas: uma do sequente I' - ¢ — 9, e outra do sequente I' - 7. Ou seja, na
leitura desta regra de baixo para cima (i.e. da conclusdo para as premissas) reduzimos o problema de
provar I' - ¢ a dois outros problemas (potencialmente) mais simples. Esta regra também pode ser lida
de cima para baixo (i.e. das premissas para a conclusdo), e neste caso precisamos de uma prova de uma
implicacao, a saber I' - ¢ — 9, e de uma prova do antecedente desta implicagdo, a saber I' - ¢ para
construirmos uma prova da conclusao da implicacao, ou seja, uma prova de I' - 1.

A regra de introdugéo é bastante intuitiva e, em certo sentido, nos fornece uma definigdo da implica-
cao:

Lok

Troop

ou seja, na leitura de baixo para cima, para construirmos a prova de uma implicagdo precisamos construir
uma prova do sucedente assumindo que temos uma prova do antecedente. Na leitura de cima para baixo,
precisamos transformar uma prova do antecedente em uma prova do sucedente.



O interesse computacional do fragmento implicacional estd diretamente relacionado ao algoritmo de
inferéncia de tipos em linguagens funcionais[Hin97]. O fundamento tedrico destas linguagens é o cdlculo
A[Bar84] desenvolvido por Alonzo Church em 1936 [Chu30, [Chu40]. Para mais detalhes veja o Capitulo
1 de [AdMI1T].

Como primeiro exemplo, considere o sequente - (p — q) — (¢ — r) — p — r. A primeira observagao
a ser feita aqui é que a implicagdo é associativa a direita, ou seja, ¢ — 1 — 7 deve ser lido como
¢ — (¥ = ), e ndo como (¢ — 1) — 7. Portanto, o sequente que queremos provar deve ser lido como
Fp—4q — ((g—r)— (p—r)). Vejamos como aplicar as regras (—;), (—e) e (Ax) apresentadas
anteriormente para construirmos a drvore de derivacdo do sequente - (p — ¢q) — (¢ = 1) = p — 7.
Nosso objetivo é construir uma arvore com raiz - (p — q) — (¢ — r) = p — r, cuja folha sejam axiomas.
Assim, iniciaremos a prova de baixo para cima, isto é, da raiz para as folhas da arvore. Como a férmula
a ser provada é uma implicagdo, a utilizagdo da regra (—;) parece ser uma boa ideia:

? | TN V)
Fp—=q —=(qg—r)—=p—r BN Tko—9y

Aqui temos o passo chave para aplicarmos as regras de Dedugdo Natural: precisamos instanciar
as varidveis I',p e ¢ da regra (—;). Neste caso, I' é instanciada como o conjunto vazio, ¢ é
instanciada com a férmula p — ¢, e ¥ é instanciada com a férmula (¢ — r) — p — r. Esta
instanciagdo nos permite saber o que colocar no antecedente da regra (—):

?
pogb(gor)—p—r Lobvy

(=) (=)
F(p—q) = (@—7r)=p—r — Tho— 1

Agora podemos repetir o processo com o sequente p — ¢ F (¢ — r) = p — r. Como o
consequente é uma implicagdo, vamos novamente aplicar a regra (—;) instanciando T' com o
conjunto unitario contendo a férmula p — ¢, varphi com a férmula ¢ — r e 1 com a férmula p — 7:

9
- (—1)
p—qk(@g—r)—=p—r Lok
c (=) oo )
p—=q) = (qg—r)=p—or <— 'kp—1

E assim, podemos avangar mais um passo na construcdo da arvore:

?

p—>q,q—rkEp—r

(=)
poqklg—=r)op—r ) Lok vy )
— — (—
Fp—=q —=(@—=r)op—r — LFo—1
Mais uma vez, a férmula a ser provada é uma implicacao, a saber p — r. Entdo podemos aplicar

a regra (—;) mais uma vez:

?

p—>q,q—rkEp—r (=)
—i
p—qk(g—r)—=p—r ) Lok )
— — (>
Fp—=q) = (@—r)—mp—r = L'ty — 1y
Instanciando I' com o conjunto p — q,q — r, ¢ com p e ¥ com r, podemos adicionar um novo
né a arvore de derivacao:




?

p—qq—r,pkr

(=)
(=)

(=)
Fp—=q) = (@—=r)—2p—or
Agora precisamos construir uma prova de r tendo como premissas as férmulas p — ¢,q — 7 e p.
Como a férmula r ndo é uma implicagdo, ndo temos mais como aplicar a regra (—;). Este sequente
também néo tem a forma do axioma, e portanto ndo podemos aplicar a regra (Ax). Assim, vamos
tentar aplicar a regra (—) de eliminagdo da implicagdo. A instanciacdo a ser feita é relativa-
mente simples: 'y UT'; serd instanciado com o conjunto p — ¢q,q — 7, p e ¥ seré instanciado com 7:

p—>q,q—>rkEp—>r

p—=qb(g—=r)—=p—or

?

(=)

(=)

(=)

p—=qgk(g—=r)—=>p—r ) MkEep—9y Fgl—go( )

—i —

Fp—=q —=(g=r)—opor W — ruUls 4 ‘

As premissas da regra (—.) exigem um pouco mais de atengdo. Observe que a arvore de prova é
bifurcada em dois ramos: um para I'; = ¢ — 1 e outro para I'; F ¢. Adicionalmente, a férmula
(0 nao aparece no consequente da regra. Como fazer entao esta instanciacdo? A unica férmula
que temos que nos permite concluir r é ¢ — r, entdo parece uma boa ideia instanciar ¢ com gq.
Adicionalmente, nosso objetivo é chegar em um axioma, e portanto se instanciarmos I'; com
q — 7 conseguiremos concluir o ramo esquerdo da arvore com um axioma. No ramo direito, I'y
serd instanciado com p — ¢, p:

p—>q,q—>r,pkr

Pp—>q,q—rkEp—r

"
q—>rEq—r p—q,pkq
p—q,q—>r,pkr ()
p—>q,q—>rEp—r (=)
p—>qb(g—r)—=p—r (=) MkEp—9y | P
Fp—q) —(q@—r)—p—r (=) = rulg -4 (=)

Por fim, a prova do sequente p — ¢,p - ¢ consiste em mais uma aplicagdo da regra (—.). Vocé
consegue dizer como sdo as instanciagoes neste caso?

— (Ax) —— (Ax)
p—qbp—gq pkp
— (Ax) (—re)
q—>rkqg—r p—q,pkq (50)
—e
p—>q¢q—>mrpkr )
—i
p—>q,q—>rkEp—r
(—1)

p—qgk(g—=r)—=>p—or

BEYEET Y EY =)

O exemplo que acabamos de fazer contém as ideias mais importantes que utilizaremos ao longo de
todo o curso: como instanciar e aplicar as regras de Deducdo Natural. Agora veja se compreendeu o
processo resolvendo os exercicios a seguir com as regras (—;), (—.) € (Ax):

Exercicio 1. Prove o sequente - (p —q— 1) — (¢ = p — 7).




Exercicio 2. Prove o sequente - (p —q—1r)— (p—q) = p— 7.

Exercicio 3. Prove o sequentet (p —q) = (p—71r) > (@q—>1r—t) > p—t.

Exercicio 4. Prove o sequente - (q = r —t) = (p > q) > p—1r —t.

Exercicio 5. Prove o sequentet (p —p—q) = p —q.
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