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Capitulo 1

Introducao

Este material foi desenvolvido para dar suporte a disciplina Logica Computacional 1 do Departamento
de Ciéncia da Computacao da Universidade de Brasilia.

A l6gica consiste no estudo do raciocinio, ou seja, consiste no estudo dos caminhos que nos permitem
concluir quando um determinado fato é verdadeiro. Na antiguidade, a l6gica consistia em um ramo da
Filosofia. Depois passou a ser também um ramo da Matemaética, e mais recentemente, pode ser vista
também como um ramo da Computagao.

No contexto computacional, o estudo da légica é particularmente importante porque é o fundamento
matematico dos programas de computador. De fato, a logica é utilizada tanto em projetos de hardware
quanto de software.

A primeira parte deste material apresenta os conceitos basicos da Loégica Proposicional (LP), que
serd dividida em trés etapas:

1. A Légica Proposicional Minimal (LPM);
2. A Logica Proposicional Intuicionista (LPI), e;
3. A Légica Proposicional Classica (LPC).

O estudo dessas etapas é feito de forma incremental, onde a compreensdo de uma etapa nos permite
avancar para a proxima. Utilizaremos o sistema de Dedugao Natural para construirmos a demonstragao
dos sequentes, que sao os objetos a serem provados, e portanto, verdadeiros.

A segunda parte, consiste no estudo da Loégica de Primeira Ordem (LPO), também conhecida como
Légica de Predicados. A LPO pode ser vista como a "légica padrao" utilizada, ainda que informalmente,
em Matematica e Computagao.

Chamaremos os caminhos trilhados até uma conclusdo de demonstragdo. Assim, podemos definir
uma demonstragdo como sendo um objeto que nos permite concluir se uma determinada afirmagao é
verdadeira. As provas, ou demonstragoes, tanto na LP quanto na LPO serdo desenvolvidas em dois
niveis: inicialmente serdo feitas em papel e lapis (provas informais), e posteriormente, em computador
(provas formais). A construgdo de provas é um tema que costuma ser espinhoso, de forma que aqui
tentaremos facilitar o processo de familiarizacdo com este tema partindo de provas simples, para em
seguida explorarmos situa¢ées mais complexas. Para as provas formais, isto é, as provas desenvolvidas
em computador utilizaremos o assistente de provas [Rocq, que é um software de cédigo aberto que pode
ser facilmente instalado em qualquer sistema operacional.


https://rocq-prover.org

Apesar da LP possuir limitacoes de expressividade, ela serd 1util para que possamos entender a
dindmica da construcao de provas, mas a logica efetivamente usada no dia a dia do matemaético ou do
cientista da computagio é a Ligica de Primeira Ordem (LPO), que nos permitird expressar propriedades
de algoritmos de forma mais natural. Durante esta caminhada, estudaremos um assunto fundamental
que esta presente em diversos contextos: indugdo. Intuitivamente, o conceito de indugdo é bastante
simples, mas a sua aplicacdo em situagoes especificas costuma gerar muita duvida.

A construgdo de provas mecénicas, ou seja, provas feitas em computador, é uma atividade que tem
despertado interesse crescente nas ultimas décadas em funcdo da forma como a computacdo tem se
infiltrado no nosso dia a dia. Mas aqui precisamos de uma pequena pausa para explicarmos o que
queremos dizer com provas feitas por computador. Esta explicacdo se faz necesséaria porque existem pelo
menos duas abordagens distintas no que se refere a este assunto: os provadores automaticos de teoremas
por um lado, e os assistentes de prova por outro.

Um provador automaético de teoremas é um programa munido de uma heuristica que recebe um
teorema como argumento e tenta, de forma automatica, encontrar uma prova para o teorema dado |28 [19]
21]. Um assistente de provas por outro lado, consiste em um programa que requer a orientagdo/interacao
do usudrio para poder construir uma prova. Ou seja, o usudrio vai guiando o sistema na construgao
de prova, enquanto o sistema verifica se cada passo dado/sugerido pelo usudrio estd correto. S&o
exemplos de assistentes de prova o PVS[24], o Isabelle/HOL[22], o Lean[I2] e o Rocq[30]. Neste material
trabalharemos com o assistente de provas Rocq, que é um sistema de cédigo aberto e que pode ser
instalado em sistemas Linux, MacOs e Windows, ou até mesmo ser executado via browser[I].

Existem materiais muito interessantes que servem como tutoriais do Rocq, como por exemplo, [27],
ou [6]. Este material ndo é um tutorial do Rocq, mas a sua utilizagdo enriquecerd bastante nosso estudo.
Nosso foco é o estudo da légica proposicional e de primeira ordem, assim como a sua utilizagdo/aplicagdo
no estudo de algoritmos. Para isto utilizaremos o Rocq como ferramenta de apoio mostrando como
um assistente de provas pode ser util nesta caminhada. Aqui é importante observar também que um
assistente de provas é basicamente uma linguagem de programacdo juntamente com uma linguagem
de especificacdo, ou seja, além da linguagem de programagdo existem uma camada logica adicional,
chamada de linguagem de especificagdo, que nos permite expressar os lemas e teoremas, por exemplo. A
camada légica do Rocq é baseada em um formalismo conhecido como cdlculo de construgées indutivas
[25] que é muito mais expressivo do que a ldgica de primeira ordem que estudaremos aqui. Neste sentido,
utilizaremos apenas uma pequena parte do poder de computacional do Rocq.

Nao assumimos nenhum conhecimento prévio de Rocq, e sua utilizagdo é opcional. Ou seja, é
perfeitamente possivel utilizar apenas a parte tedrica deste material. A ideia aqui é que vocé possa
reproduzir os temas abordados em Rocq a partir do zero: simplesmente abra o Rocq com a interface de
sua preferéncia, e siga as orientacoes das atividades propostas. Nem tudo que serd abordado aqui terd
uma versao correspondente em Rocq, ja que alguns temas serdo puramente tedricos e foram pensados
para serem feitos apenas em papel e lapis. E mesmo a etapa de construgao de provas em um assistente de
provas deve ser precedida de um esbogo em papel e ldpis. As atividades a serem realizadas no assistente
de provas tém um arquivo correspondente de apoio cujo link é fornecido junto com o texto da atividade.

No contexto de algoritmos e desenvolvimento de software é comum a utilizacao de testes como método
de validagdao. Ou seja, o programa (ou software) é executado com diversas entradas distintas, e se
nenhum problema é encontrado, o programa ¢é considerado bom o suficiente para ser utilizado. De
fato, a primeira coisa que fazemos apdés implementar um algoritmo é testa-lo para diversas entradas,
e caso alguma resposta seja incorreta, uma revisao da implementacdo é feita para corrigir o erro, e
entdo novos testes sdo realizados. Este processo é repetido até que o programador sinta confianca na
implementacdo, mas depois de todos estes testes é possivel dizer que o programa é correto? Certamente
ndo! Pensando no caso particular da implementacido de um algoritmo de ordenacio listas de naturais
ou inteiros (ou qualquer estrutura munida de uma ordem total), sabemos que existe uma infinidade de
listas de inteiros que podem ser utilizadas nos testes, e portanto nao é possivel testar todas elas. Em
se tratando de programas utilizados em sistemas criticos (aviacdo, medicina, sistemas bancérios, etc),
por menores que sejam as chances de erros, falhas nao sao toleradas. O que fazer entdo para garantir a



corregao de um programa? Uma abordagem possivel consiste em utilizar a légica para provar a corregao
do programa! Uma prova de uma propriedade de um programa fornece a garantia de que o programa
satisfaz a propriedade provada sempre! Esta é a abordagem que utilizaremos aqui, e que tem se mostrado
cada vez mais importante para o desenvolvimento da Matemaética[I5] [13], 2] 3] e Computagaol20, 20, 23].
Para concluir esta secdo e comegarmos a colocar a mao na massa, listamos trés exemplos famosos de
erros em sistemas computacionais:

1. Therac-25: Uma méaquina de radioterapia controlada por computador causou a morte de pelo
menos 6 pacientes entre 1985 e 1987 por overdose de radiacao.

2. Pentium FDIV: Um erro na construcao da unidade de ponto flutuante do processador Pentium
da Intel causou um prejuizo de aproximadamente 500 milhoes de ddlares para a empresa que se
viu forcada a substituir os processadores que ja estavam no mercado em 1994.

3. Ariane 5: Um foguete que custou aproximadamente 7 bilhdes de dolares para ser construido
explodiu no seu primeiro voo em 1996 devido ao reuso sem verificagdo apropriada de partes do
c6digo do seu predecessor.

J& deixamos claro que vamos provar muita coisa aqui. Mas o que é uma prova? Uma resposta
possivel "é um argumento feito para convencer alguém" [29]. O problema deste argumento é que pessoas
diferentes podem ter compreensoes distintas sobre o argumento, de forma que o argumento pode ser uma
prova para uma pessoa, mas nao para a outra... estranho, ndo? Uma definicdo geral e abstrata para
a nocao de prova nao é uma tarefa facil, mas forneceremos uma defini¢do precisa em um contexto mais
restrito, a saber, o da logica simbdlica[I8] [32].



Capitulo 2
A Légica Proposicional (LP)

Linguagens naturais, como o Portugués por exemplo, sdo ambiguas. De fato, considere a seguinte
afirmagao:

Eu vi a moga com o bindculo.

Quem estava com o binéculo? Ou ainda,

O professor da Maria acabou a aula fazendo apontamentos no seu caderno.

Em qual caderno o professor estava fazendo apontamentos, no da Maria ou no do dele mesmo? A
primeira coisa que faremos para evitarmos ambiguidades consiste em restringir a linguagem com a qual
trabalharemos.

A Légica Proposicional é baseada na nocao de proposi¢do, que consiste em uma afirmagio (ou

sentenga) que pode ser qualificada como verdadeira ou falsa, mas nunca ambos. Por exemplo, sdo
proposicoes:

o 242 =4.

e 1+3 < 0.

e 2 é um ntmero primo.

o Joao tem 20 anos e Maria tem 22 anos.

Mas nem toda sentenga é uma proposigao. De fato, a sentenga "Feche a portal", ou ainda a pergunta
"Qual é o seu nome?" ndo podem ser qualificadas como verdadeira ou falsa, e portanto nao sdo proposicoes.
As proposi¢oes também sdo chamadas de sentencas logicas.

Nos exemplos acima podemos observar dois tipos de proposigoes:



1. Proposigoes atémicas: sao sentencas que nao podem ser divididas em proposigdoes menores como
é o caso de:

o 242 =4.

¢« 143 < 0.

e 2 é um numero primo.

2. Proposi¢gées compostas: sao sentencas formadas pela composicao de uma ou mais proposicoes
atdmicas como € o caso de:

e Jodo tem 20 anos e Maria tem 22 anos.

¢ Se estd chovendo entdo o chao estd molhado.

Como dito anteriormente, a logica é o estudo do raciocinio, mais especificamente, neste curso estamos
interessados no raciocinio dedutivo. Ou seja, estamos interessados no processo de inferéncia onde a
conclusao é garantida se as premissas forem verdadeiras. Vejamos dois exemplos:

Premissa 1: Se esta chovendo entao o chdo est4 molhado.
Premissa 2: Estéd chovendo.
Conclusao: O chéo estd molhado.

Premissa 1: Se x = 4 entao a terra é o centro do universo.
Premissa 2: ¢ =4
Conclusao: a terra é o centro do universo.

Estruturalmente, os dois exemplos sao iguais, o que muda € o contetido das proposi¢oes. Se abstrairmos
o contetdo das proposigoes, e escrevermos a implicacdo "Se p entdo ¢" na forma p — ¢, teremos algo da
seguinte forma:

Premissa 1: p — ¢
Premissa 2: p
Concluséo: g

Como veremos, o contetido das proposicoes serd irrelevante porque estamos interessados nos passos
da inferéncia. A linguagem da LP nos permite estudar as regras de inferéncia sem considerar o contetido
das proposigoes. As estruturas abstratas construidas na linguagem da LP sdo chamadas de férmulas
bem formadas, ou simplesmente, férmulas. Utilizaremos letras latinas mintsculas, aqui chamadas de
varidveis proposicionais, para representar proposicoes atomicas. Assim, varidveis proposicionais sdo
férmulas. Adicionalmente, utilizaremos a implicacdo para construirmos férmulas mais complexas, ou
seja, para representarmos proposicoes compostas. Assumiremos um conjunto enumeravel P de variaveis
proposicionais.



2.1 O Fragmento Implicacional da Légica Proposicional

O Fragmento Implicacional da Légica Proposicional (FILP) contém exatamente as férmulas que sdo
construidas utilizando apenas varidveis proposicionais e a implicacdo como conectivo légico. Podemos
representar as formulas deste fragmento pela seguinte gramaética:

pu=pllp—y) (2.1)

onde p € P, e o construtor ¢ — ¢ diz que uma férmula implicacional é construida a partir de duas
féormulas ja construidas anteriormente (ndo necessariamente iguais). Por exemplo, se p e g denotam
varidveis proposicionais entdo podemos concluir que p — ¢ é uma férmula, e neste caso, chamamos p de
antecedente, e q de sucedente da implicagdo. Utilizando esta nova férmula, podemos construir uma nova
implicagdo a partir dela, e por exemplo, p, obtendo (p — ¢) — p ou p — (p — ¢), e assim por diante.
Como indicado pela gramatica , utilizaremos letras gregas mintsculas para representar as férmulas
da LP.

A implicacao logica possui algumas diferencas em relacao a implicagdo que costumamos utilizar no
dia a dia em linguagem natural. Por exemplo, ndo precisa existir uma relagdo de causa e efeito entre o
antecedente e o consequente de uma implicacao légica. No primeiro exemplo acima, a causalidade existe
entre o antecedente (estd chovendo) e o consequente (o chio estd molhado) da implicacdo, ou seja, o fato
de estar chovendo é causa do chao estar molhado. No segundo exemplo, nao existe relacdo de causa e
efeito entre o antecedente (x = 4) e o consequente (a terra é o centro do universo). A implicagao légica é
definida apenas pela relacao de dependéncia entre os valores de verdade do antecedente e do consequente,
sintetizada na seguinte tabela:

e |lY =9
VIV \
V|F F
F |V \
F | F %

A tabela acima é conhecida como tabela verdade da implicagao e fornece todas as possiveis relagoes de
valores de verdade entre o antecedente e o consequente da implicagdo. Ou seja, nos fornece a seméantica
ou o significado da implicagdo. Existem outras formas de expressar a implicacdo ¢ — ¥ que podem
facilitar a compreensao destas relagoes:

1. ¢ é condigdo suficiente para ¥, ou seja, se varphi for verdadeira (V) entdo ¢ também serd
verdadeira. Basta que ¢ seja verdadeira para que ¢ também seja.

2. 1 é condicao necessaria para ¢, ou seja, pst segue de .

Nosso objetivo agora é raciocinar sobre as féormulas construidas a partir da gramaética . Mais
especificamente, queremos obter (ou derivar) novas informagoes a partir de informagoes conhecidas. Tudo
isto em um contexto abstrato onde os simbolos proposicionais utilizados podem representar qualquer
informacao que corresponda a uma proposicdo. Utilizaremos a notacdo de sequentes para separar as
informagoes (férmulas) dadas, ou conhecidas, da nova informagao (férmula) que queremos derivar ou
concluir. Chamaremos as férmulas dadas de premissas, e a formula a ser derivada de conclusao, assim
um sequente é formado por duas partes: um conjunto finito de férmulas (que sdo as premissas), digamos
T', e uma férmula que é a conclusio, digamos ¢, que escrevemos como I' b ¢. Assim, se @1, @2, ..., ¢n
sdo as premissas de um sequente, e se ¥ é a sua conclusdo, entdao escrevemos 1, 2, ..., p, = ¥ para
representar o sequente que tem 1 como concluséo, e o conjunto {¢1, @2, ..., ©,} de premissas. O conjunto
{¢1,%2,...,pn}, isto é, a primeira componente do sequente @1, s, . .., p, b ¥ também pode ser chamado
de contexto ao longo do texto, e normalmente serd escrito sem as chaves que usualmente sao usadas para



representar conjuntos. Este é um abuso de linguagem usado para deixar a notagdo mais leve. Assim, se
I denota um conjunto finito de férmulas, ao invés de I'U {p} - 1), escreveremos simplesmente T', ¢ F ),
onde T, ¢ deve entdo ser lido como a unifo I' com o conjunto unitario {¢}.

O conceito de prova agora serd definido de forma mais precisa. Concretamente, uma prova (ou uma
derivagdo) de um sequente da forma I' F 1) é uma sequéncia de passos dedutivos, e um passo dedutivo
consiste na aplicacao de uma regra de inferéncia que possui a seguinte forma:

Fl F’yl FQF’yQ...FkF’yk
I'vy

onde k > 0. Quando k =0 e T = {¢)} a regra corresponde a um azioma:

— (Ax
TANEED

Uma prova (i.e. uma sequéncia de passos dedutivos) pode ser representada por meio de uma estrutura
de drvore, onde os ndés sdo anotados com sequentes. A raiz da arvore é anotada com o sequente que
queremos provar, digamos, I' F ¢, e as folhas sdo axiomas. Quais sdo as regras de inferéncia que podem
ser utilizadas no fragmento implicacional da logica proposicional? Além do axioma apresentado acima,
temos duas regras para a implicacdo. Antes de apresenté-las devemos lembrar que o sistema dedutivo que
utilizaremos se chama deducdo natural, e as regras deste sistema sdao divididas em dois tipos: introducdo
e eliminacdo. A regra de eliminacao da implicagdo é conhecida pelo nome modus ponens e tem a seguinte
estrutura:

iFe—9 Iy
T, Uy - 9

—e)

ou seja, para construirmos uma prova de um sequente com a forma I' - 1) utilizando esta regra, precisamos
construir duas outras provas: uma do sequente I' = ¢ — 1, e outra do sequente I' - . Ou seja, na
leitura desta regra de baixo para cima (i.e. da conclusdo para as premissas) reduzimos o problema de
provar I' - ¢ a dois outros problemas (potencialmente) mais simples. Esta regra também pode ser lida
de cima para baixo (i.e. das premissas para a conclusio), e neste caso precisamos de uma prova de uma
implicacdo, a saber I' - ¢ — 9, e de uma prova do antecedente desta implicagdo, a saber I' - ¢ para
construirmos uma prova da conclusido da implicacdo, ou seja, uma prova de I' F .

A regra de introducao é bastante intuitiva e, em certo sentido, nos fornece uma definicdo da implicacéo:

Tpk9

Troov (=)

ou seja, na leitura de baixo para cima, para construirmos a prova de uma implicagdo precisamos construir
uma prova do sucedente assumindo que temos uma prova do antecedente. Na leitura de cima para baixo,
precisamos transformar uma prova do antecedente em uma prova do sucedente.



O interesse computacional do fragmento implicacional estd diretamente relacionado ao algoritmo de
inferéncia de tipos em linguagens funcionais|I7]. O fundamento teérico destas linguagens é o célculo A5
desenvolvido por Alonzo Church em 1936 [7, [8]. Para mais detalhes veja o Capitulo 1 de [4].

Como primeiro exemplo, considere o sequente - (p — q) — (¢ — r) — p — r. A primeira observagao
a ser feita aqui é que a implicagdo é associativa a direita, ou seja, ¢ — 1 — 7 deve ser lido como
¢ — (¥ = ), e ndo como (¢ — 1) — 7. Portanto, o sequente que queremos provar deve ser lido como
Fp—4q — ((g—r)— (p—r)). Vejamos como aplicar as regras (—;), (—e) e (Ax) apresentadas
anteriormente para construirmos a drvore de derivacdo do sequente - (p — ¢q) — (¢ = 1) = p — 7.
Nosso objetivo é construir uma arvore com raiz - (p — q) — (¢ — r) = p — r, cuja folha sejam axiomas.
Assim, iniciaremos a prova de baixo para cima, isto é, da raiz para as folhas da arvore. Como a férmula
a ser provada é uma implicagdo, a utilizagdo da regra (—;) parece ser uma boa ideia:

? | TN V)
Foogo@onspor T'Fo—

Aqui temos o passo chave para aplicarmos as regras de Dedugdo Natural: precisamos instanciar
as varidveis I',p e ¢ da regra (—;). Neste caso, I' é instanciada como o conjunto vazio, ¢ é
instanciada com a férmula p — ¢, e ¥ é instanciada com a férmula (¢ — r) — p — r. Esta
instanciagdo nos permite saber o que colocar no antecedente da regra (—):

?
pogb(gor)—p—r Lobvy

(=) (=)
F(p—q) = (@—7r)=p—r — Tho— 1

Agora podemos repetir o processo com o sequente p — ¢ F (¢ — r) = p — r. Como o
consequente é uma implicagdo, vamos novamente aplicar a regra (—;) instanciando T' com o
conjunto unitario contendo a férmula p — ¢, varphi com a férmula ¢ — r e 1 com a férmula p — 7:

9
- (—1)
p—qk(@g—r)—=p—r Lok
c (=) oo )
p—=q) = (qg—r)=p—or <— 'kp—1

E assim, podemos avangar mais um passo na construcdo da arvore:

?

p—>q,q—rkEp—r

(=)
poqklg—=r)op—r ) Lok vy )
— — (—
Fp—=q) = (@—r)—mp—r — L'y — 1
Mais uma vez, a férmula a ser provada é uma implicacao, a saber p — r. Entdo podemos aplicar

a regra (—;) mais uma vez:

?

p—>q,q—rkEp—r (=)
—i
p—qk(g—r)—=p—r ) Lok )
— — (>
Fp—=q) = (@—r)—mp—r — L'ty — 1y
Instanciando I' com o conjunto p — q,q — r, ¢ com p e ¥ com r, podemos adicionar um novo
né a arvore de derivacao:




?

p—qq—r,pkr

(=)
(=)

(=)
Fp—=q) = (@—=r)=2p—or
Agora precisamos construir uma prova de r tendo como premissas as férmulas p — ¢,q — r e
p. Como a férmula 7 ndo é uma implicacdo, ndo temos mais como aplicar a regra (—;). Este
sequente também ndo tem a forma do axioma, e portanto ndo podemos aplicar a regra (Ax).
Assim, vamos tentar aplicar a regra (—.) de eliminagdo da implicagdo. A instanciagdo a ser
feita é relativamente simples: 'y U T's serd instanciado com o conjunto p — ¢q,q — r,p e ¥ seréd
instanciado com 7r:

p—>q,q—>rkEp—>r

p—=qb(g—=r)—=p—or

?

(=)

(=)

(=)

p—qgk(g—=r)—=>p—or ) MikEep—9y FQF@( )

— —
Fp—=q = (g=r)—por W — ulsy k4 ‘

As premissas da regra (—.) exigem um pouco mais de atencao. Observe que a drvore de prova é

bifurcada em dois ramos: um para 'y = ¢ — ¥ e outro para I's; - ¢. Adicionalmente, a férmula

© nao aparece no consequente da regra. Como fazer entéo esta instanciacdo? A tnica férmula

que temos que nos permite concluir r é ¢ — r, entdo parece uma boa ideia instanciar ¢ com gq.

Adicionalmente, nosso objetivo é chegar em um axioma, e portanto se instanciarmos I'; com

q — 7 conseguiremos concluir o ramo esquerdo da arvore com um axioma. No ramo direito, I'y

serd instanciado com p — q, p:

p—>q,q—>r,pkr

p—>q¢,q—rkEp—r

oy
q—>rEq—r p—q,pkq
p—aq,q—rpkr &
p—>q,q—rkEp—r (=)
p—qgkb(g—=r)—>p—or (=) MkEep—9y | D)
Fp—q)—=(@g—=7)—=p—r i) — LUy Fo ()

Por fim, a prova do sequente p — ¢,p F ¢ consiste em mais uma aplicagdo da regra (—). Vocé
consegue dizer como sdo as instanciagoes neste caso?

— (Ax) — (Ax)
p—qbp—yq pkp
— (Ax) (—e)
q—>rkEq—r p—q,pkq ()
—e
p—>q¢q—>rpkr )
—i
p—>q,q—>rkEp—r
(=)

p—=qb(g—=r)—=p—or

Foo o @ —p—r =0

O exemplo que acabamos de fazer contém as ideias mais importantes que utilizaremos ao longo de
todo o curso: como instanciar e aplicar as regras de Dedugao Natural.



Fragmento Implicacional da Légica Proposicional

(Ax) Regras de introdugao Regras de eliminagao

— X

pkp Lok () 'ite—=9 Fz"‘P(_))
Tho—y Ul kg )

Agora veja se compreendeu o processo resolvendo os exercicios a seguir com as regras (—;), (—.) €
(Ax):

Exercicio 1. Prove o sequentet (p —q—71) —>q—p—T.

Exercicio 2. Prove o sequentet (p —q—1r) = (p—>q) > p—r.

Exercicio 3. Prove o sequentet (p —q) = (p—71r) > (q—1—1t) > p—t.

Exercicio 4. Prove o sequentet (g —>r —t) > (p—q) > p—r —t.

Exercicio 5. Prove o sequente - (p —p —q) = p —q.

Exercicio 6. Prove o sequente - (p — q) = p —p — ¢

2.2 O fragmento implicacional no Rocq

As provas construidas na segdo anterior baseiam-se na aplicacio das regras (—i), (—¢) e (Ax), que é
um processo puramente sintatico. Ou seja, uma vez escolhida a regra a ser aplicada, basta instanciar o
sequente da parte inferior da regra para inferir o sequente da parte superior, quando a regra é aplicada
de baixo para cima. O mesmo raciocinio vale quando aplicamos as regras sdo aplicadas de cima para
baixo. Portanto, podemos pensar em implementar essas regras em uma linguagem de programacao
qualquer, e nosso trabalho seria indicar, a cada passo, qual regra deveria ser aplicada. A implementagao
das regras teria a vantagem de garantir a aplicacao correta de cada uma, uma vez que a instanciagdo é
Unica e a aplicagdo da regra é um passo puramente sintatico. Nessa se¢do, veremos como colocar esta
ideia na pratica, mas ao invés de implementar as regras, vamos utilizar um sistema que ja possui uma
implementagéo das regras. Trata-se do assistente de provas Rocq (https://rocqg-prover.org). O Rocq
é uma ferramenta de c6digo aberto e que pode ser facilmente instalada em qualquer sistema operacional.

O Rocq é um sistema que possui uma implementagao das légicas que estudaremos neste curso. Um
assistente de provas, como o nome sugere, é uma ferramenta que, sob nossa orientacdo, nos permitird
construir uma prova. Ou seja, nos permitird refazer uma prova manuscrita para o computador. Mas
qual é a vantagem de refazer uma prova no computador? A grande vantagem é ter a garantia de que a
prova esta efetivamente correta. Provas manuscritas sdo mais susceptiveis a erros.

No entanto, como comentado na Introducao, um assistente de provas nao é adequado para encontrar
uma nova prova. Ou seja, ndo deve ser utilizado de forma nao planejada para eventualmente conseguir
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completar uma prova. A utilizacio eficiente consiste em primeiro ter uma prova manuscrita (ou pelo
menos na cabega) para, em seguida, reconstrui-la no assistente de prova. Provas feitas em assistentes
de prova sdo bastante confidveis, e amplamente aceitas na comunidade cientifica. Um caso interessante,
que levou o matemaético americano Thomas Hales ao mundo dos assistentes de prova, ocorreu em 1998
quando ele submeteu um artigo de aproximadamente 250 paginas para publicagdo contendo uma prova
da Conjectura de Kepler. Esta conjectura foi formulada em 1611 pelo mateméatico Johannes Kepler
e permaneceu sem solucao até entdo, ou seja, por quase 400 anos! Uma comissao de especialistas foi
montada para analisar o artigo de Hales e concluiu, apds quase 2 anos, que tinha 99% de certeza de
que a prova apresentada estava correta. Conta-se, que o entao diretor do periddico onde se pleiteava a
publicacdo, disse a Hales que se ele fornecesse alguma nova evidéncia de que a prova estava correta, o
artigo seria publicado. Mas o que pode fornecer uma evidéncia maior da prova de um teorema do que o
proprio artigo? Sim, uma prova formal! Em 2003, Halles comecgou a trabalhar no projeto Flyspeck que
tinha como objetivo formalizar sua prova utilizando os assistentes de prova Isabelle[22] ¢ HOL/ Lightﬂ
mas o artigo acabou sendo publicado em 2005[16]. O projeto tinha uma previsdo inicial de durar 20
anos, mas em 2014, isto é 11 anos depois, o grupo do projeto Flyspeck anunciou que tinha completado
a formalizacdo da prova da Conjectura de Kepler[I5].

Voltando ao Rocq, é importante observarmos que ele é uma ferramenta de pesquisa, e nao foi
desenvolvido exclusivamente para o ensino. Grandes projetos foram feitos nele como a formalizagao
do Teorema das 4 cores[I3], do Teorema de Feit-Thompson[I4] e a verificacdo de um compilador C[20].
Por nao ter o ensino como foco principal, veremos que os comandos ndo estdo em uma relagdo biunivoca
com as regras de inferéncia estudadas aqui, mas ainda assim o Rocq nos serd bastante util. Assumiremos
que vocé tem o Rocq instalado em sua maquina.

Utilizaremos verbatim para apresentar o cddigo do Rocq. Uma sessdo tipica do Rocq possui trés
janelas:

Workspaces  Aplicativos 6dejan 5:59 AM * w0 100 %

emacs@pop-os - ®

File Edit Options Buffers Tools Cog ProofGeneral Holes Help
Require Import Arith.

U:--- =#goals# ALl L1 (Coq Goals Wrap)
[Loading ML file ring_plugin.cmxs ...
</infomsg>

U:xx- teste.v ALl L1 (Coq Script(0-) Holes Wrap.) | U:%%- sresponses ALl L1 (Coq Response Wrap)
menu-bar Coq Electric Terminator

A janela da esquerda é a janela de especificacdo, ou seja, onde escrevemos as definigdes, os lemas e
as provas. As especificacbes serdo escritas em uma caixa azul:

Thttps://www.cl.cam.ac.uk/~jrh13/hol-1light/
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janela de especificagao

A janela do canto superior direito nos mostra o status atual da prova; e a do canto inferior direito
nos mostra mensagens do sistema. O texto correspondente a estas janelas aparecerd em uma caixa verde:

janela de prova ou mensagens do sistema

Existem diversas razdes para a utilizagdo do Rocq, mas aqui apresentaremos duas: a primeira é
que o Rocq implementa o sistema de deducao natural e portanto, é o candidato natural para explorar
computacionalmente este sistema dedutivo; segundo, que o Rocq possui uma comunidade muito grande
e sempre disponivel para ajudar com as dﬁvidasﬂ Apresentaremos as regras do fragmento implicacional
da LP e faremos uma analogia entre o sistema de deducao natural que apresentamos aqui e o Rocq
sempre que possivel, mas como veremos, esta analogia nao é feita via uma correspondéncia direta entre
as regras em deducdo natural e as regras do Rocq que sao chamadas de tdticas. De fato, as taticas sao
desenvolvidas para realizarem varios passos de prova, incluindo simplificacoes, de sé uma vez porque isto
facilita o processo de construcdo de provas em sistemas mais complexos.

A regra de introdugao da implicagdao (—;) é simulada por meio da tdtica intro. Por exemplo, para
provarmos uma implicagdo, digamos:

phi -> psi

podemos utilizar a tatica intro que vai mover o antecedente phi da implicagdo para as hipéteses,
reduzindo assim, o problema de provar phi -> psi ao problema de provar psi assumindo phi:

H : phi

psi

A regra de eliminagdo da implicagio (—.), isto é, a regra modus ponens corresponde & tatica apply.
Considere uma aplicacdo da regra (—.) como a seguir:

(Ax)

(Ax)
==y =Y,k
(—e)

=Pty

A situagdo correspondente no Rocq é dada a seguir:

2Existem diversos canais disponiveis para dividas sobre o Rocq como, por exemplo, https://coq.discourse.group/ e
https://proofassistants.stackexchange.com/.
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H1 : phi -> psi
H2 : phi

psi

Podemos aplicar a tatica apply H1 que vai reduzir a prova de psi a uma prova de phi ji que
o consequente da implicagdo phi -> psi coincide com a férmula que queremos provar. Em seguida,
concluimos a prova com a utilizacao da tatica assumption porque phi é a hipétese H2.

Agora vamos refazer aqui os exemplos da se¢do anterior. Iniciaremos com o b (p = q) = ((¢ = r) —
(p — r)). Precisamos declarar as varidveis p, q e r e, em seguida enunciarmos o lema a ser provado:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p -> q) -> ((q@ > ) -> (p -> 1)).
Proof.

A janela de prova correspondente é:

1 goal (ID 1)

(p>q > (Q@q@->r) >p—>r

Repetindo os passos da prova construida na secdo anterior, devemos aplicar 3 vezes a regra (—).
Na primeira aplicacdo, a formula p -> q é colocada no contexto. Em outras palavras, introduzimos a
férmula p -> q:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p -> q) -> ((q@ -> ) => (p -> 1)).
Proof.
intro H1.

1 goal (ID 2)

Hl : p->gq

(@ >r) >p—>r

Em seguida, introduzimos a férmula q -> r:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p > q) > ((q@ > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intro H1. intro H2.
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1 goal (ID 3)

Hl : p->gq
H2 : q >
p—>r

E entdo, introduzimos a férmula p:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p > q) > ((q@ > 1) > (p -> 1)).
Proof.
intro H1. intro H2. intro H3.

1 goal (ID 4)

Hl : p->gq
H2 : g >r
H3 : p

r

J

Alternativamente, podemos compor os 3 passos de introducdo de uma tnica vez usando a variante
intros:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p -> q) -> ((q@ => ) -> (p -> 1)).
Proof.
intros H1 H2 H3.

1 goal (ID 4)

Hl : p->gq
H2 : g >
H3 : p

r

J

Agora podemos provar r via a regra (—.) utilizando a hip6tese H2 que tem r como consequente. Isto
corresponde a utilizar a tatica apply H2, que resulta na obrigacdo de provar q:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p -> q) -> ((q@ -> ) -> (p -> 1)).
Proof.
intros H1 H2 H3. apply H2.
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1 goal (ID 5)

Hl : p->q
H2 : q >r
H3 : p

q

J

Agora utilizamos novamente a regra (—.) com a hip6tese H1, ou seja, aplicamos a tatica apply H1,
e concluimos com assumption ja que p corresponde a hipdtese H3:

Parameter p q r: Prop.

Lemma exl: (p -> q) > ((q@ > r) > (p -> r)).
Proof.
intros H1 H2 H3. apply H2. apply H1.
assumption.
Qed.

Ferramentas de Inteligéncia Artificial (IA) também podem resolver estes problemas facilmente:

Pergunta: Construa uma prova para o sequente - (p — q) — ((¢ = r) — (p — 7)) no assistente
de provas Rocq.

Resposta:

Theorem example : forall (p q r : Prop), (p -> q) -> ((q > 1) > (p -> r)).
Proof.

intros p q r.

intros Hpq Hqr Hp.

apply Hqr.

apply Hpg.

apply Hp.

Qed.

2.3 A Loégica Proposicional Minimal

Agora vamos ampliar o poder de expressividade do fragmento implicacional da LP adicionando novos
construtores gramaticais e novas regras de inferéncia. Assim, a nova gramatica tera, além da implicagao,
a constante (L), a negagdo (), a conjuncgdo (A) e a disjungao (V):

pu=p|LI(=0) [ (@A@)[(pVe)| (=) (2.2)
A constante | é utilizada para representar a negagdo: — é o mesmo que ¢ — L. Ou seja, temos duas
maneiras distintas de escrever a negacdo, e portanto a gramatica acima possui redundancias. De fato,
veremos que existem outras redundéancias na gramatica , mas elas sdo tteis porque simplificam a
escrita das férmulas.
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A gramatica define as férmulas da LP, e a partir dela consideraremos 3 sublégicas da LP: a
minimal, a intuicionista e a cldssica. Nesta segdo estudaremos a légica proposicional minimal (LPM),
que assim como no fragmento implicacional visto anteriormente, possui uma regra de introdugao e uma
regra de eliminacdo para cada um dos conectivos légicos. Ou seja, uma regra de introducdo e uma de
eliminagdo para cada um dos construtores recursivos da gramatica .

Apesar da gramatica apresentada acima nao incluir a bi-implicagdo, este é um conectivo bastante
utilizado, e pode ser escrito em fungéo dos outros conectivos: ¢ <> 1) é o mesmo que (¢ — P) A (Y — @).

As regras da negacio sao anélogas as regras da implica¢do, uma vez que uma negagao, digamos (—¢)
é definida como (p — L1).

ok L Ty F—p ok

Trop (¥ rumFL ¢

Veremos posteriormente que apenas com a negacao e implicagdo podemos expressar todos os outros
conectivos apresentados na gramética (2.2]), que portanto é uma gramética redundante. No entanto, esta
redundancia é interessante porque nos permite expressar férmulas complexas de forma compacta.

Exercicio 7. Seja ¢ uma férmula da LP. Prove o sequente ¢ = ==y na LPM.

A prova do exercicio anterior ocorre com alta frequéncia como parte de outras provas, e por isto ela
serd promovida ao status de regra derivada, ou seja, regras que podem ser provadas a partir das regras
basicas:

'
'k —=p

Talvez vocé esteja esperando agora a derivagao da eliminacdo da dupla negacdo para se juntar a regra
anterior, mas infelizmente isto néo é possivel neste momento porque o poder de expressividade que temos
até agora com as regras (—), (—i), (mi) e (—¢) ndo é suficiente para provarmos a eliminagdo da dupla
negagcao.

Exemplo 1. Ainda ndo temos expressividade suficiente para provar uma regra geral
de eliminacao da dupla megacio, mas podemos provar a dupla eliminacdo de formulas
negadas. Ou seja, provaremos o sequinte sequente: =——p F —p.

———— (A%)
B ZE AN
(=) (Ax)
ﬁﬁﬁso7 (p }— L (e )
—\—|—|90 l* —|Q0 !
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Voltaremos a falar da eliminacao da dupla negacao na segao sobre logica proposicional classica.

Exemplo 2. Considere o sequente ¢ — ¥, =) - —p. Como a formula do consequente
€ uma negagdo, vamos aplicar a regra de introducdo da negacdo na construcdo de uma
prova de baizo para cima, isto €, da raiz para as folhas da drvore:

?
P — ¢7 _‘1/17 2 FL
o=,k g
Agora, precisamos construir uma prova do absurdo, e portanto podemos tentar utilizar
a regra (—.). Para isto precisamos escolher uma férmula do contexto para fazer o
papel de ¢ da regra 8 da Tabela ?7. A principio temos trés opgoes: o — ¥, =) e p.
A boa escolha neste caso € =) porque podemos facilmente provar i a partir deste contexto:

(=)

(Ax) (Ax)
p=>YvFo—= ek
(—e) (Ax)
p—=>,okbY ) =) (o)

o= ot L o
=P, - '

Depois de concluida a prova € facil entender o que queriamos dizer com boa escolha
acima: Uma boa escolha é um caminho que vai nos permitir concluir uma prova. Mas
como fazer uma boa escolha? Isto depende do problema a ser resolvido. Em alguns casos
pode ser simples, mas em outros, bastante complicado. O ponto importante a compreender
€ que existem caminhos possiveis distintos na construcdo de provas da logica proposicional,
e muito deste processo depende da mossa criatividade.

O sequente que acabamos de provar ocorre com certa frequéncia em outras provas, assim como a
regra derivada (——;). As regras que sdo obtidas a partir das regras da Tabela 7?7 sdo chamadas de regras
derivadas. Este é o caso da regra conhecida como modus tollens (MT) obtida a partir do sequente do
exemplo anterior, onde cada antecedente é generalizado como uma premissa da regra:

I'ibo—=4¢ TIab—9
I‘1UF2I——\<p

(MT)

Exercicio 8. Sejam ¢ e férmulas da LP. Prove o sequente ¢ — ¥ b (=—¢) — (=) na LPM.

Exercicio 9. Sejam ¢ e ¢ férmulas da LP. Prove o sequente == (v — ¥) F (=—¢) = (=) na
LPM.

A regra de introdugio da conjungdo, denotada por (A;), nos diz o que precisamos fazer para construir
uma prova de um sequente que possui uma conjun¢do na conclusdo, isto é, um sequente da forma
't @1 A s, onde I' é um conjunto finito de férmulas da LP, e @1 e @9 sdo formulas da LP. A regra (A;)
é dada pela seguinte regra de inferéncia:
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| S ] Iy =2
I‘lul“g}—@l/\@g

ou seja, uma prova de I' = (1 Aps € construida a partir de uma prova de I' - 1 e de uma prova de I' F 5.

Existem duas regras de eliminacdo para a conjuncdo ja que podemos extrair qualquer uma das
componentes de uma conjungao:

I'F @1 Aps I'F e A
o (Ae) — 2 (Ae)
©1 T'F o

Estas duas regras podem ser representadas de forma mais concisa da seguinte formas:

'k ©®1 A\ ©2
T'F pieq1,2)

e

Usaremos o nome (A.) para designar a utilizagdo da regra de eliminac¢do da conjungdo quando néo
quisermos especificar qual das regras (A, ) ou (Ae,) foi utilizada.

Exemplo 3. Com as regras da conjuncio jd podemos fazer um exercicio interessante:
provar a comutatividade da conjuncdo, isto €, queremos construir uma prova para o
sequente p ANy Y A, onde p e sdo formulas quaisquer da LP. A construc¢io da prova
é feita inicialmente de baizo para cima com a aplica¢do da regra (N\;):

? ?

pAYEY eAYEp
eAYEY A

(N)

Concluimos com a regra de eliminacdo da conjuncdo e o axioma:

Ay ———— (A¥)
eAYEQEAY (he) PAYEEAYD (o)
pAYFy T pAYF g &)
AP YA '
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Exercicio 10. Prove que a conjung¢io é associativa, isto é, prove o sequente (o A ) A p -
© A (Y Ap) na LPM, onde ¢, 1 e p sio formulas quaisquer da LP.

Exercicio 11. Sejam ¢ e ¢ férmulas quaisquer da LP. Prove os sequentes ——(p A ¢) -
(==¢) A (=) na LPM.

Uma vez que uma bi-implicagdo corresponde a uma conjun¢ao de duas implicagoes, ela pode ser
decomposta com a regra de eliminagao da conjuncao:

FF(pl(—)gDQ FFQDl(—)gOQ

Ne — (Ae
F"<P1—>902( ) F"SO2—><P1( 2)

Vejamos agora as regras para a disjuncao. A regra de introducdo da disjungdo nos permite construir
a prova de uma disjuncao a partir da prova de qualquer uma das suas componentes:

Fl_(pl F"(pg

—— (Vi — (Vi
thlwpg( 1) thl\upg( 2)

Como no caso da regra de eliminacao da conjuncao podemos representar estas duas regras de forma
mais compacta:

N Pie{1,2} Vi
I+ ®1 \Y P2 ‘

A regra de eliminacdo da disjun¢do nos permite construir a prova de uma férmula, digamos ~, a partir
de uma disjuncdo. Para isto, precisamos de duas provas distintas de -, cada uma assumindo uma das
componentes da disjuncao separadamente:

I E@1 Vs Lo, 01 Fy I's, 2 o
F1UF2UF3|_’Y

(Ve)

Assim, para que tenhamos uma prova de v a partir de I' precisamos de uma prova de v a partir de
@ e das formulas em I' e de outra prova de 7 a partir de @9 e das féormulas em I'. Observe como os
contextos mudam em cada um dos sequentes que compdem esta regra.

A Tabela abaixo resume todas as regras da LPM, isto é, as regras de introdugdo e eliminagdo dos
conectivos 16gicos apresentados na gramadtica [2.2]
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Regras da Logica Proposicional Minimal

Regras de introducao Regras de eliminagao
Lok iFp—=9 Tobo
= (=) (=)
ok L ' F=p Tyl
—— (Ax) — () (=)
ko ' —p rhulagkF L
Itk Lok 2 N 't w1 Ape
Ul FpiAwe | TEopienio
't pieq1,2) W) TiFpiVers T,y Tspaby W)
THpi1Veps UL, UT; F oy ©

Exemplo 4. Vamos mostrar que a disjunc¢io € comutativa, ou seja, queremos construir
uma prova para o sequente VW 1V . A ideia aqui € utilizarmos a regra (Vo). Para
isto podemos instanciar I' com o conjunto unitdrio contendo a formula ¢V . Em funcao
da estrutura da regra (V.), precisamos construir duas provas distintas de ¥ V @: uma a
partir de ¢, e outra a partir de 1p. Podemos fazer isto com a ajuda da regra (V;):

o (Ax) m (Ax)
(Ax) 2Y (v (V)
eVY VY pEY Ve YEYVe Vo)
eVYFY Ve ‘

Exercicio 12. Sejam ¢, ¥ e p formulas quaisquer da LP. Prove que a disjun¢do é associativa,
isto é, prove o sequente (o V)V p a4k oV (¥ V p) na LPM.

Exemplo 5. Considere o sequente ¢ — ¢ = —p — —p. Inicialmente, devemos observar
que a formula que queremos provar é uma implicagcdo, e portanto, o mais natural é tentar

aplicar a regra (=), e em seguida aplicar (MT) (na construgio de baixo para cima) para
poder completar a prova:

&) == ®  BE D
(MT)
=P,
(—1)

=P E Y=g

A prova que acabamos de fazer é outro caso que aparece com frequéncia, e corresponde a uma regra
conhecida como contrapositiva:
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T'Fe—9Y

E—_—

Exercicio 13. Sejam ¢ e ¥ formulas da LP. Prove o sequente ¢ — —) =19 — = na LPM.

Exercicio 14. Sejam ¢ e ¢ férmulas da LP. Prove o sequente b ((((¢ = ¢) = ©) = ¢) —
¥) — ¢ na LPM.

Exercicio 15. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Prove o sequente ¢, = —) na LPM.

Exemplo 6. Neste exemplo, veremos que € possivel fazer a introducdo de uma implicagdo
sem precisar descartar uma hipotese, se tivermos uma prova do consequente da implicacao
que queremos construir. Ou seja, se temos uma prova de 1 entGo podemos construir uma
prova de ¢ — ¥, qualquer que seja a formula p. Em outras palavras, queremos construir
uma prova para o sequente Y = o — YP:

(Ax)

A )

Yo =9

Como este raciocinio aparece com frequéncia nas provas, vamos coloci-lo como uma regra derivada:

'y
— (=)0
T'kFp—1
Regras derivadas da LPM
() MT) | m———— (=)0
I'-ep— 'y —-
Lre=9 opy | LR 20 oy
k=Y — —p v — —p

Exercicio 16. Sejam ¢,v e ~ formulas da LP. Construa uma prova para o sequente
Fe—vY)—¢—7v—19 na LPM.

Exercicio 17. Sejam ¢ e v férmulas da LP. Construa uma prova para o sequente p,—p = —y
na LPM.

21




Exercicio 18. Seja ¢ uma férmula da LP. Construa uma prova para o sequente -——p - —p na

LPM.

Exercicio 19. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Construa wma prova para sequente
(e V) (=p) A (=) na LPM.

Exercicio 20. Sejam ¢ e v féormulas da LP. Construa wma prova para sequente
(=@) A (=) = =(e V ¥) na LPM.

Exercicio 21. Sejam ¢, e § formulas da LP. Construa uma prova para sequente
=Y 0V = (dVY) na LPM.

Exercicio 22. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uma prova para sequente
o =Y =(p A=) na LPM.

Exercicio 23. Sejam ¢ e ¢ formulas da LP. Construa uma prova para sequente
e A E=(—pV 1)) na LPM.

Exercicio 24. Sejam ¢ e ~ formulas da LP. Construa uma prova para sequente
(=) V (=) F =(p Av) na LPM.

Exercicio 25. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uma prova para sequente
(e A F (==¢) A (=) na LPM.

Exercicio 26. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uma prova para sequente

(==@) A (=) F ==(¢ Ay) na LPM.

Exercicio 27. Sejam ¢,v e~ férmulas da LP. Prove o sequente oV (0 Ay) F (V) A (pV7)

na LPM.

Exercicio 28. Sejam o, ¢ ey formulas da LP. Prove o sequente (¢ V) A (V) E @V (¥ A7)

na LPM.
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Exercicio 29. Sejam ¢,v e~ férmulas da LP. Prove o sequente o A (V) F (0 A)V (p A7)
na LPM.

Exercicio 30. Sejam o, ¢ ey formulas da LP. Prove o sequente (o AV)V (e Ay)E @A (V)
na LPM.

Exercicio 31. Seja ¢ uma férmula da LP. Prove o sequente b ——(¢ V =) na LPM.

Exercicio 32. Seja ¢ uma férmula da LP. Prove o sequente b —(¢ A =) na LPM.

Exercicio 33. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uma prova para o Sequente
(¢ =) A=(eAv)F —p na LPM.

Exercicio 34. Sejam ¢, e férmulas da LP. Prove o sequente @ <> 1,1 — v, =y F (m@) A (1))
na LPM.

Exercicio 35. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uwma prova para o sequente
(¢ = ¢) F (mp) = (~¢) na LPM.

2.4 Deducao Natural em notacao padrao

O sistema de dedugdo natural visto anteriormente utiliza uma notacao de sequentes. Nesta notagao, o
contexto aparece no mesmo nivel da férmula que estd sendo provada. A desvantagem desta notacéo € ter
que explicitar o contexto em cada n6é da arvore de prova. Nesta secdo, vamos apresentar uma notacao
equivalente & anterior onde o contexto ndo aparece de forma explicita[I8] [IT, BI] [4]. Para motivarmos
a vantagem da nova notacdo, considere a prova da associatividade da conjungao, isto é, do sequente

(AY)NpE A (A p):

e Eix)) GAP) ApF (BAD) A g -
(Ao) (GAY)N@E(PAY) N (Ao) (GAY) NN (GAYP)N@E(dAY) N (A0)
(A) (AN SN (AN (GAY) Ao (A)
(AN ¢ @AY AN (A ) (As)
(AN dNA (Y Ap)

Observe que o contexto, isto é, o antecedente de cada um dos sequentes desta prova é o mesmo, e
como o que muda ao longo da prova é o consequente dos sequentes, podemos colocar nosso foco na parte
que é modificada e remover os contextos da prova deixando-a mais limpa e compacta:
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(pAY) Ay

Ne) ————
(dAD) A dNY (@AY) A
e) ——/———— (Ae) (Ne)
(@A) (0 @
(Ne) (Ai)
¢ (Y Ae) D)
dA W AQ) '

A remocao do contexto em provas como a do exemplo anterior é trivial j4 que ele ndo muda e é dado
no enunciado. Mas serd que é possivel sempre remover os contextos das provas de uma forma sistematica?
Sim! Mas entdo como lidar com as regras (—;) , (—i) e (Vo) que mudam o contexto? Vejamos um exemplo:
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Exemplo 7. Considere novamente o sequente ¢ — ¥, = —p que foi provado em
um exemplo anterior utilizando a notacdo de sequentes. Se simplesmente apagarmos os
contextos, obtemos a sequinte drvore de derivacdo:

p = @
(De) ————
v ™ ()
J_ e
(1)
—p

Agora vamos inferir o contexto em cada né da drvore considerando o comportamento
das regras da Tabela ?7. Vamos fazer isto das folhas para a raiz considerando apenas a
drvore de derivacio acima. Como a drvore possui trés folhas, cada uma contendo uma
formula distinta, o contexto das folhas € o conjunto contendo as trés formulas, ou seja,
o conjunto {@ — ¥, ), }. Como a regra (—.) preserva o mesmo contexto, o contexto
da férmula v, na linha 2, é também o conjunto {@ — 1,1, p}. Da mesma forma, a
regra (—) preserva o contexto, e portanto o contexto da férmula L é também o conjunto
{o = ¥, p}. Jd a regra (—) adiciona uma férmula ao contexto (leitura de baizo para
citma), ou remove uma formula do contexto, se a leitura for feita de cima para baizo.
Neste caso, a formula removida € ¢, e portanto o contexto da férmula —¢ (raiz da drvore)
é o conjunto {p — ¥, b} como esperado. Na drvore de derivagio acima, nao existe
nenhuma informacao explicita de que a formula ¢ € eliminada do conterto. Podemos
inferir isto porque conhecemos o comportamento da regra (=), mas em wma drvore maior
onde vdrias formulas sejam removidas do contexto a leitura da drvore de derivacdo pode
se tornar bastante confusa. Para facilitar a leitura de qual férmula € eliminada, e em
qual passo, podemos marcar as formulas que sdo eliminadas:

ey [
(De) ——————
v ™ ()
J_ e
(—)
-y

e agora fica claro que a formula ¢ nao faz parte do contexto original do sequente a ser
provado. Note que os colchetes sao colocados apenas nas folhas que contém formulas
que ndo fazem parte do contexto dado pelo problema. Em outras palavras, os colchetes
sao wutilizados para marcar férmulas que sao hipdteses tempordrias, ou seja, que em
determinado momento serdo removidas do conterto. Em uma situacdo geral, podem
existir diversas formulas para serem descartadas, e por regras distintas. Para que fique
claro o escopo de cada férmula, precisamos de um mecanismo para nos informar quando
as férmulas marcadas com os colchetes sdo removidas (ou descartadas) do contexto.
No exemplo acima, isto ocorre ao aplicarmos a regra (—). Entao, utilizaremos um simbolo
qualquer para registrar este fato. Neste exemplo utilizamos como simbolo a letra u:

o—=v% e

o) v

(ﬁe)
(mi) w

Agora sabemos que hipdtese [p]" foi descartada durante a aplicagio da regra (—;) u na
arvore de derivacao.

A seguir, veremos exemplos mais complexos onde férmulas idénticas podem exigir marcas distintas,
mas antes disto compare as regras de deducao natural para a légica proposicional minimal com notagao
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de sequente, e com a notacdo padrao na Tabela ?7?7. Observe como o mecanismo de descarte simula a
mudanca de contexto antes e depois de uma aplicagdo das regras (V.), (—i) e (—i). Como a notagéo
padrdo (contextos implicitos) é mais compacta, a partir deste momento néo utilizaremos mais a notagao
com sequentes. A intencdo de iniciar este trabalho utilizando a notagao com sequentes foi para permitir
uma explicagdo mais facil e natural para o processo de descarte de hipdteses, que sempre gera muitas
duvidas entre os alunos. Por exemplo, se a razao do descarte nao esta clara, é comum aparecerem arvores
de derivacdo com descarte de hipdteses feito em regras como (A;), (Ae), (Vi), (—¢) € (—e). Se vocé acha
que estd tudo bem uma &arvore de derivagdo conter descarte de hipdteses nas regras citadas na frase
anterior, volte para o inicio deste capitulo e reinicie o estudo do sistema de deducdo natural antes de
prosseguir :-)

Regras da LPM

’ \ Notacao com sequentes Notacao padrao
'+ I's -
1™ @1 2™ 2 Ao ©1 Y2 Ad)
1 U F o1 A 01 A\ P2
'+ ©v1 A ©2 ¥1 A P2
(/\E) (/\e)
2 I'F e ©Yic{1,2}
'k, ;
Pie{1,2} Vi) Pic{1,2} (V)
3 T'F 1V p1 VP2
[1]® [p2]®
Tk V T,k T, 00 : :
L L] 2277 (v LV e g T vy uw
4 F l_ ’y 7 e 9
[el®
T,ok v /
5 T'Fe—9 =Y
'Fp—=9¢ Tl p—=YP
(—e) — (=)
6 'y P
[e]®
T,oF L :
— () L (=) u
7 'kF-p S\
F |— —Q F |— "2} " ©®
8 THL (o) T 09

A partir deste ponto, utilizaremos apenas a notagdo padrao.

2.5 A Loégica Proposicional Intuicionista

A Loégica Proposicional Intuicionista (LPI) tem como sistema dedutivo as regras da LPM juntamente
com a regra de eliminagdo do absurdo intuicionista, também conhecida como regra da explosdo:

(Le)

Assim, as provas em dedugao natural na LPI sdo construidas utilizando as regras da tabela abaixo:
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Regras derivadas da LPI

®1 (2]
— (N
1 w1 A P2
w1 A\ P2
9 (Ae)
Pic{1,2}
Pic{1,2} (Vi)
3 ©®1 V ©2
[p1]® [p2]”
p1V p 5 5
4 - 2 ¥ (ve) u,v
[e]”
¥
5 =P (=4) w
e I
6 " (=)
(]
1
7 =z (i) u
P 2
8 T (e
= (Le)
9 @ ‘

Exercicio 36. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uma prova para o Ssequente
(mp) VY F o — 1) na LPL

Exercicio 37. Seja ¢ uma formula da LP. Construa uma prova para o sequente = == (=@ — ©)

na LPI.

Exercicio 38. Seja ¢ uma férmula da LP. Construa uma prova para o sequente = ——((—p) V @)

na LPI.

Exercicio 39. Sejam ¢ e @ formulas da LP. Construa uma prova para o Ssequente
(=) = (=) F ==(p — ) na LPL

Exercicio 40. Sejam ¢ e v formulas da LP. Construa uma prova para o Sequente

F-=(((¢ = 9¥) = ¢) = ¢) na LPL
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2.6 A Loégica Proposicional Classica

Vamos caminhar na direcdo de mais uma extensao, agora da LPI para a Logica Proposicional Classica
(LPC). Iniciamos com a légica proposicional minimal, depois a estendemos para a légica proposicional
intuicionista, e agora vamos estendé-la com a regra da eliminagado do absurdo classico, também conhecida
como prova por contradigdo, obtendo assim a LPC. A tabela abaixo apresenta as regras da LPC:

Regras da Légica Classica

¥1 ®2
— (N)
1 w1 A P2
P1 N\ P2
2 Cic{12}
Pie{1,2} (Vi)
3 ¥1 V ¥2
[pa]® [p2]”
P11V 7 v
4 1rre 7 (Ve) u,v
(]
0
5 © — P (=) u
o=
(—re)
6 P
[e]®
1
7 =5 (M) u
P ®
8 m (=)
= (Le)
9 © ‘
[—]”
1

Exercicio 41. Mostre que a regra (L) é uma regra derivada na LPC. Ou seja, ela pode ser
provada com as regras da LPM juntamente com (PBC).
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Exercicio 42. Acabamos de caracterizar a LPC como sendo a LPI juntamente com a regra
de prova por contradi¢io (PBC), mas outras caracterizagoes sao possiveis. De fato, podemos
adicionar qualquer das regras a sequir a LPI para obter a LPC:

—|—|S0
— (me) —— (LEM) (LP)
i eV (=) ((b=v)=p) =
Para justificar o argumento acima, mostre que as regras (PBC), (——.), (LEM) e (LP) sdo
equivalentes.

Exercicio 43. Sejam ¢ e ¥ férmulas da LP. Prove ¢ A = —=(=p V —).

Exercicio 44. Sejam ¢ e v féormulas da LP. Prove ¢ — 1) A (—¢) V 4.

Exercicio 45. Sejam ¢ e ¥ férmulas da LP. Prove o sequente (—@) — ¥ (=) — .

Exercicio 46. Sejam ¢ e ¢ férmulas quaisquer da LP. Prove os sequentes ——(p V ¢) —F
(m=0) V (=9).

Exercicio 47. ¢ < —pF L

Exercicio 48. (—p) — (=) F == (¢ — @)

Exercicio 49. Sejam ¢ e v férmulas quaisquer da LP. Mostre que o sequente o — b = (=) V1
nao possui uma derivacdo intuicionista.

Exercicio 50. Sejam ¢ e ¢ formulas quaisquer da LP. Mostre que o sequente
=((=p) A () F o V9 ndo possui uma derivago intuicionista.

Exercicio 51. Sejam ¢ e o formulas quaisquer da LP. Mostre que o sequente
(=) V (7)) F o A ndo possui uma derivagio intuicionista.

2.6.1 A Semantica da LPC

Considere o seguinte problema:
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Exemplo 8. Em uma ilha moram apenas dois tipos de pessoas: as honestas, que sempre
falam a verdade; e as desonestas, que sempre mentem. Um viajante, ao passar por esta
ilha encontra trés moradores chamados A, B e C. O wviajante pergunta para o morador A:
“Vocé € honesto ou desonesto?” A responde algo incompreensivel, e o viajante pergunta
para B: “O que ele disse?” B entdo responde “Ele disse que € desonesto”. Neste momento
C se manifesta: “Nao acredito nisto! Isto é uma mentira!”. Questdo: C é honesto ou
desonesto?

Para resolver este problema pense no que ocorre se um morador desta ilha, digamos X,
disser "Eu sou desonesto"? Isto nos levaria a uma contradi¢io! De fato, se X for honesto
entdo ele disse a verdade, e portanto € desonesto. Por outro lado, se X é desonesto entdo
ele mentiu, e portanto € honesto. Assim, como A ndao poderia ter dito que é desonesto,
podemos concluir que B € desonesto! E portanto, C' € honesto! Vamos construir uma
prova de que este raciocinio estd em correto usando a teoria que estudamos? O ponto
de partida € construir um sequente que corresponda ao enunciado deste problema. Que
varidveis proposicionais vamos precisar? Certamente precisamos de varidveis que nos

permitam caracterizar quando um morador € ou nao honesto. Assim, utilizaremos trés
varidvets proposicionais com a sequinte semantica:

e a: o morador A é honesto;
e b: 0 morador B é honesto;
e c: 0 morador C' é honesto.

Desta forma, a negagdo de qualquer destas varidveis significa que o morador correspondente
€ desonesto. Agora precisamos representar o que foi dito por cada um dos moradores
por meio de uma formula da légica proposicional. Considere o que disse o morador B:
"Ele disse que € desonesto’, quer dizer, o morador B disse que o morador A disse que
era desonesto. Como codificar este fato por meio de uma formula da LP? Vamos iniciar
considerando uma situacdo geral e mais simples. Digamos que um morador X tenha dito
Y, isto €, 'X disse Y'". Que formula da LP corresponde a este fato? Suponha que a
varidvel x codifica a proposicio "X é honesto". Entao observe que, se X for honesto entdo
o que ele disse € verdade, ou seja, tanto x quanto Y sdo verdade. Por outro lado, se X for
desonesto entao Y € falso, e tanto x quanto Y sdo falsos. Assim, podemos concluir que
as varidveis x e Y sdao equivalentes, no sentido que ou ambas sdo verdadeiras, ou ambas
sGo falsas. Assim, podemos representar a afirmacdo "X disse Y " pela formula x < Y.
Voltando entdo ao mosso problema original, podemos agora representar o fato de que o
morador B disse que o morador A disse que era desonesto pela formula b <> (a < (—a)).
O morador C por sua vez, disse que B mentiu, o que corresponde a férmula ¢ <> (—b).
Com isto podemos montar o sequente a ser provado: b <+ (a <> (ma)),c <+ (=b) - c.

Exercicio 52. Prove o sequente b <> (a <> (—a)), ¢ > (=b) F ¢ construido no exemplo anterior.
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Exercicio 53. Considere uma ilha onde moram apenas dois tipos de pessoas: as honestas, e que
portanto sempre falam a verdade; e as desonestas, que sempre mentem. Um viajante, ao passar
por esta ilha encontra trés moradores chamados A, B e C. O viajante pergunta para o morador
A: “Quantos, dentre vocés trés, sao desonestos?” A responde algo incompreensivel, e o viajante
pergunta para B: “O que ele disse?” B entdo responde “Ele disse que exatamente dois de nds
somos desonestos”. Neste momento C' se manifesta: “Nao acredito nisto! Isto é uma mentira!’.
Questdo: C' € honesto ou desonesto?

Exercicio 54. Em uma ilha moram apenas dois tipos de habitantes: os honestos, que sempre
falam a verdade; e os desonestos, que sempre mentem. Vocé encontra dois habitantes desta
itha, digamos Jodo e José. Jodo diz que José é desonesto. José diz "Nem Jodo nem eu somos
desonestos”. Vocé consegque determinar qual dos dois é honesto e qual é desonesto?

No exemplo anterior, utilizamos a associagao do valor de verdade (verdadeiro ou falso) de uma varidvel
proposicional para resolver um problema. Esta abordagem estd relacionado com a seméntica da logica
proposicional classica que nos fornece os meios para concluir quando uma férmula é verdadeira ou falsa.
A gramatica

pu=p|LI(=p) [ (eA@) | (pVe)l(p—¢) (2.3)

define como sdo as férmulas da LP, a partir de seis construtores:

1. O primeiro denota uma varidvel proposicional, e caracteriza uma férmula atdmica, i.e. uma férmula
que ndo pode ser subdividida em uma férmula menor.

2. O segundo construtor é uma constante que denota o absurdo (L), que também é uma férmula
atomica. O absurdo é utilizado para representar uma férmula que tem valor de verdade "falso
(F)". E importante observar que podemos associar a qualquer formula da LP apenas dois valores
de verdade, a saber: verdadeiro (T) ou falso (F).

3. O terceiro construtor denota a negagio e nos permite construir uma nova férmula a partir de uma
formula dada. Assim, dada uma férmula ¢, podemos construir a sua negacao (—p). A seméantica da
negacédo é a que conhecemos intuitivamente: se uma férmula ¢ é verdadeira (T) entdo sua negagéo
é falsa (F), e vice-versa. Normalmente, representamos este fato via a seguinte tabela:

(—)

36

F
T

4. O quarto construtor denota a conjungao e nos permite construir uma nova férmula a partir de duas
férmulas dadas. Assim, dadas duas férmulas ¢; e 2, podemos construir a sua conjungio (p1 Aps).
A seméantica da conjungdo também é a usual, isto é, a conjuncdo (p1 A ps) é verdadeira somente
quando 1 e @9 sdo simultaneamente verdadeiras:

Aqui ¢ importante observar que a leitura da construgio da conjungao na gramatica[2.2] ndo diz que
suas componentes sao iguais (apesar da utilizagdo do mesmo simbolo ¢ nas duas componenetes).
Lembre-se que a leitura desta construgao em é: dadas duas férmulas (ndo necessariamente
iguais!), podemos construir a sua conjuncdo. Alternativamente, poderiamos ter escrito a gramatica
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e1 92 (p1Ag2)
T T T
T F F
F T F
F F F
da seguinte forma equivalente:
e u=pl L] (=) [ (@AY) | (V)] (p— ) (2.4)

5. O quinto construtor denota a disjun¢do e, como no caso anterior, nos permite construir uma nova
formula a partir de duas férmulas dadas. Assim, dadas duas férmulas @1 e 3, podemos construir
a sua disjuncdo (¢1 V p2), cuja semantica é dual a semantica da conjungao: a disjuncao (¢1 V ©2)
é falsa somente quando ¢ e @ sdo simultaneamente falsas.

01 P2 (p1V )
T T T
T F T
F T T
F F F

6. O sexto construtor é a implicacdo. Assim, dadas duas férmulas ¢; e @2, podemos construir a sua
implicagdo (p1 — p2) com a seméntica dada na tabela abaixo.

01 o2 (1= o)
T T T
T F F
F T T
F F T

O sentido usual da implicacdo assume implicitamente uma relacdo de causa e efeito, ou causa e
consequéncia no sentido de que o antecedente 1 é 0 que gera o consequente o como em "Se eu nao
beber agua entdo ficarei desidratado". No entanto, o sentido da implicagdo na logica é um pouco
diferente pois tem como fundamento a preservacio da verdade, que nao necessariamente possui
uma relagdo de causa e efeito. Por exemplo, a proposi¢do "Se 2+2=4 entdo o dia tem 24 horas" é
verdadeira, mas nao existe relagdo causal entre a igualdade 2+2=4 e o fato de o dia ter 24 horas
de duracao.

Uma gramética como (ou [2.4) nos fornece as regras sintaticas para a construgdo das férmulas da
LP. Sdo quatro construtores recursivos (negagio, conjungédo, disjuncdo e implica¢do) também chamados
de conectivos logicos, e dois ndo recursivos.

Apesar da gramadtica apresentada acima nao incluir a bi-implicagdo, este é um conectivo bastante
utilizado. De fato, a bi-implicagao, ja utilizada em exemplos anteriores, pode ser reescrita em usando a
implicacao e conjuncao. Como exercicio construa a tabela verdade da bi-implicacdo e observe que ¢ < 1
é verdadeira somente quando ¢ e v possuem o mesmo valor de verdade. Adicionalmente, dizemos que
duas férmulas ¢ e ¥ sdo equivalentes quando a formula ¢ <> ¥ é uma tautologia:
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Tautologia Uma férmula que é sempre verdadeira,
independentemente dos valores de verda-
de associados as suas variaveis.

Contradi¢gdo  Uma férmula que é sempre falsa,
independentemente dos valores de verda-
de associados as suas variaveis.

Contingéncia Uma férmula que pode ser tanto verda-
deira quanto falsa dependendo dos va-
lores de verdade associados as suas
variaveis.

As tautologias e as contradigdes sdo particularmente importantes, e possuem simbolos especiais para
representd-las. Nas graméticas e[2.4]j4 vimos que a constante L é o representante das contradicoes.
As tautologias, por sua vez, podem ser representadas pelo simbolo T.

Agora chegamos em um momento chave do nosso estudo. Considere um sequente arbitrario, digamos
I'F ¢, onde I' é um conjunto finito de formulas da LP. Podemos entao perguntar: é possivel provar este
sequente? Ou em outras palavras, qualquer sequente possui uma prova? A resposta certamente é nao.
Se tudo pudesse ser provado entdo ndo teriamos razao para estudar a légica proposicional. Como entéo
é possivel separar os sequentes que tém prova dos que ndo podem ser provados? Para responder esta
pergunta precisamos inicialmente compreender a nogdo de consequéncia légica. Dizemos que uma
féormula ¢ é consequéncia 16gica da férmula ), notacdo ¢ = ¢, se ¢ for verdadeira sempre que ¢ for
verdadeira. Este conceito pode ser facilmente estendido para um conjunto I' de férmulas, de forma que
T | ¢, isto é, ¢ é consequéncia l6gica do conjunto I' se ¢ for verdadeira sempre que as férmulas em I"
forem verdadeiras. Agora podemos enunciar dois teoremas importantes que nos permitirao responder a
questao anterior:

Teorema 1 (Correcdo da LP). Sejam I' um conjunto, e ¢ uma formula da légica proposicional.
SeT k¢ entio T = .

A prova deste teorema é por induc¢do em I' F ¢. Nao detalharemos aqui esta prova, que pode ser
encontrada por exemplo em [4].

Teorema 2 (Completude da LP). Sejam I’ um conjunto, e ¢ uma férmula da légica proposicional.
SeT E ¢ entio T+ .

A prova do teorema de completude da LP é um pouco mais complexa do que a prova de correcéo,
e também pode ser encontrada em [4]. Note que este lema responde a nossa pergunta anterior: um
sequente tem prova exatamente quando seu consequente for consequéncia légica do seu antecedente.
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Capitulo 3

TODO A Loégica de Primeira Ordem

Vamos estender a Loégica Proposicional para ganhar em poder de expressividade. Como ¢é a gramatica
da Légica de Primeira Ordem (LPO)? Isto é, qual a linguagem que precisamos para conseguir expressar
quantificacdo universal e existencial? Inicialmente, precisamos representar os elementos que podem ser
quantificados. Assim, diferentemente do caso proposicional, temos duas classes de objetos na LPO:
termos e formulas. Os termos sdo representados pela seguinte gramatica:

tuo=wl ft,... 1) (3.1)

ou seja, os termos sdo construidos a partir de varidveis (no sentido usual da palavra em Matemética) e,
fungoes com uma certa aridade (i.e nimero de argumentos). Observe que os termos vao representar os
elementos do conjunto sobre o qual podemos quantificar e caracterizar por meio de propriedades. Por
exemplo, considere o conjunto dos niimeros naturais N. Neste caso, as varidveis representam nimeros
naturais, e exemplos de fungoes sdo: sucessor (aridade 1), soma (aridade 2), etc. O conjunto das varidveis
de um termo ¢, notagdo (t), consiste no conjunto das varidveis que ocorrem em ¢, e pode ser definido
indutivamente por:

Definicdo 1. O conjunto var(t) das varidveis que ocorrem no termo t é definido indutivamente
como a Sequir:

1. var(z) = {z};

2. var(f(t1,te,...,tn)) = var(t;) Uvar(ta) U... Uvar(t,).

Denotaremos por t[[x/u]] o termo obtido ao se substituir todas as ocorréncias da varidvel a pelo termo
u no termo ¢.

As férmulas da LPO utilizam os mesmos conectivos da LP e sdo definidas pela seguinte gramatica:

pu=pt,....t) | LI (=) [ (pA@) | (V)| (= @) Fup | Vap (3.2)

onde o primeiro construtor representa uma férmula atdémica, e os dois 1iltimos representam, respectivamente,
a quantificacdo existencial e universal. Note que as férmulas atémicas representam férmulas que nao
podem ser decompostas, e que tém termos como argumentos. Em uma férmula atomica da forma
p(t1,...,tn), p é um predicado de aridade n, e t1, ..., t, sdo termos. A LPO ¢ a légica utilizada no dia a
dia dos matematicos, ainda que de maneira informal. Com os predicados podemos expressar propriedades
dos termos. Por exemplo, ainda no conjunto dos nimeros naturais, podemos expressar a propriedade de
um ntmero natural ser primo por meio de um predicado unério, digamos p. Desta forma, a férmula p(x)
pode expressar o fato de = ser primo. Outros exemplos de férmulas atomicas incluem os predicados <,
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>, < e > que normalmente usamos em notacao infixa como em 2 < 5, por exemplo.

Observe que agora existem dois tipos de variaveis na linguagem da Légica de Primeira Ordem.
Por exemplo, considere as férmulas g(x) e Vyp(z). Em V,p(x) ocorréncia da varidvel z em p(z) estd
ligada ao quantificador universal, enquanto que na férmula g(x), a varidvel x estd livre. De uma forma
geral, dizemos que uma ocorréncia de uma variavel é ligada, se ela estiver no escopo de um quantificador
(universal ou existencial), e livre, se a ocorréncia néo estiver no escopo de nenhum quantificador. Observe
que uma varidvel pode ocorrer livre e ligada em uma mesma férmula: ¢(x) V V. p(x). O conjunto das
varidveis livres de uma férmula ¢, notacdo FV (y), é definido indutivamente como segue:

Defini¢ao 2. Seja ¢ uma férmula da LPO. O conjunto FV (p) das varidveis livres da férmula
@ € definido indutivamente na estrutura de @ por:

1. FV(p(t1,ta, ... tn)) = var(ty) Uvar(te) U... Uvar(ty);

2. FV(L1)={};

3. FV(~4) = FV(9);

4. FV(¢px~v) =FV (@)U FV(y), onde x € {A,V,—};

5. FV(Quv) = FV(¢¥)\{z}, onde Q € {V,3}.

De maneira analoga podemos definir o conjunto das variaveis ligadas de uma férmula:

Definicdo 3. Seja ¢ uma férmula da LPO. O conjunto BV (p) das varidveis ligadas da férmula
@ € definido indutivamente na estrutura de @ por:

1. BV (p(t1,ta,...,tn)) ={};

2. BV(L) = {};

3. BV (=) = BV (¢);

4. BV (¢ x~) = BV(¢)UBV(y), onde x € {A\,V,—=};

5. BV(Qzv) = BV (¥) U {zx}, onde Q € {V,3}.

Estas nogoes sdo importantes porque a operacao de substituicdo na Légica de Primeira Ordem é
definida de tal forma a evitar captura de varidveis, diferentemente da substituigdo feita em termos vista
anteriormente. Isto significa que, por exemplo, se quisermos substituir a ocorréncia de y em V,p(x,y)
por z, o resultado ndo pode ser V,p(z,x) j& que neste caso a segunda ocorréncia de = que era livre,
passou a ser ligada depois da substituicdo, ou seja, a segunda ocorréncia de x foi capturada. Para
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evitar este problema, podemos renomear as varidveis ligadas de uma férmula sempre que necessario.
De fato, observe que as formulas V,q(z), V,q(y) e V.q(2) tém todas a mesma semantica. Isto significa
que o renomeamento de varidveis ligadas ndo muda o sentido, ou significado, de uma férmula. Para
enfatizarmos a operagio de substitui¢io que definiremos a seguir, denotaremos por @[z /t] o resultado de
substituir todas as ocorréncias livres de x na férmula ¢ pelo termo ¢t. Quando a varidvel a ser substituida
nao precisar ser enfatizada (por exemplo, por poder ser facilmente obtida do contexto), escreveremos
simplesmente () ao invés de o[z /t].

Definicao 4. Seja ¢ uma formula da LPO. A operacdo de substituir todas as ocorréncias livres
da varidvel x pelo termo t em @, notagio p[z/t] € definida indutivamente na estrutura da férmula
@ da seguinte forma:

1. p(t1, e, .., t)[z/t] = p(ta[lz/tl], tollz/t]), - . . tullz/t]]);
2. Lz/t] = L;

3. (~9)[z/t] = ~(¥lx/t]);

4 Wxy)lz/t] = (@lz/t]) « (v[z/1]), onde x € {V, A, =};

Qy"/ﬁ sexr =1y,
5. (Qu)lz/t] = ¢ Qy(¥[x/t)), se y & var(t);
Q.(W[y/z][z/t]), c.c.

onde z € uma varidvel nova, e Q € {V,3}.

Observe que o primeiro caso do item 5 da definicao anterior, a substituicdo nao tem nenhum efeito
sobre a férmula quando a varidvel da substituicdo coincide com a varidvel do quantificador (z = y),
e portanto varidveis ligadas ndo sdo substituidas. O caso em que y ¢ wvar(t) faz a propagagio da
substitui¢do para dentro do corpo do quantificador ja que ndo ha possibilidade de captura de variavel.
Por fim, quando = # y e y € var(t) a varidvel do quantificador é renomeada para um nome novo, no
caso z, as ocorréncias de y em 1 sdo renomeadas para z e entdo a substituicao é propagada para dentro
do corpo do quantificador.

O sistema de deducdo natural na LPO possui as mesmas regras utilizadas no caso proposicional, mas
agora aplicadas a férmulas da LPO, e adicionalmente temos as regras de introdugdo e eliminagdo para
os quantificadores que apresentamos a seguir.

A regra de introducéo do quantificador universal permite a construgdo de uma prova de uma férmula
da forma V,p(z), ou seja, queremos concluir que a propriedade ¢ é satisfeita por qualquer elemento x
do dominio. Mas o que precisamos para garantir que todo elemento z do dominio tenha a propriedade
©? Uma maneira seria tentar a construgao individual de cada uma destas provas, ou seja, suponha que
o dominio seja o conjunto {zg, 21,2 ...} que pode ser finito ou infinito, e considere uma prova de (zg),
isto é, uma prova de que xq satisfaz a propriedade . Seria possivel repetir esta prova para xi, T2, €
assim sucessivamente? Se pudermos repetir a mesma prova para todos os elementos do dominio entao
certamente podemos concluir V,p(z). Para que uma generalizagdo desta forma seja possivel precisamos
que a prova de ¢(zp) nao dependa de hipdtese que assuma alguma informacao sobre zg.
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Vepo(x) se a prova de ¢(z) ndo depende de hipdtese ndo-descartada que contenha .

A regra de eliminacdo do quantificador universal nos permite instanciar a variavel quantificada
universalmente z com qualquer elemento ¢ do dominio.

A analogamente, a regra de introducao do quantificador existencial nos permite concluir que existe
um elemento que satisfaz a propriedade ¢ a partir da prova de que algum elemento do dominio, digamos
t, satisfaca a propriedade .

() o @) u
e 7’ .7 ~
’)/ onde o € uma Varlavel nova que nao ocorre em ’Y

Nesta regra provamos v a partir de uma prova de 3,¢(x), e de uma prova de v a partir da suposigéo
©(xp). Ou seja, como temos uma prova de 3,¢(z), entdo temporariamente assumimos que zp (um novo
elemento que, portanto, nao pode ter sido utilizado antes) satisfaz a propriedade . Se a partir desta
suposicao pudermos provar uma férmula, digamos v, que ndo dependa de xy entdo podemos concluir
ap6s descartar a suposicao o(zo).

Exercicio 55. Apresente derivagoes em Dedug¢do Natural para os sequentes V- 4F =3¢ na
LPO minimal.

Exercicio 56. Apresente derivagoes em Deducio Natural para os sequentes —Vx ¢ - Jx -, e
em sequida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou cldssica.

Exercicio 57. Apresente derivacées em Deducio Natural para os sequentes Vr ¢ -+ —3Jx -, e
em sequida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou cldssica.
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Exercicio 58. Apresente derivacoes em Deducdo Natural para os sequentes dx ¢ "+ —Vz—¢, e
em sequida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou cldssica.

Exercicio 59. Apresente derivacoes em Deducio Natural para os sequentes a sequir assumindo
que x nao ocorre livre em Y, e em sequida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou
cldssica.

1. V) AN E Vo (dpA)

2. BxP) A+ Jx(dAY)

3. Vz(p = @) F = Vro

4. Ve (o= ¢) F (Frd) =9

Exercicio 60. Prove que ndo existe uma derivac¢do intuicionista para os sequentes a sequir:

1. =3, -V

2. Ve b Jgp

3. Vmﬁﬁ(p [ ﬁﬁvm(p

3.1 Inducao

Inducao é uma ferramenta fundamental que serd utilizada com frequéncia para provar a correcao de
algoritmos. Além disso, na andlise da eficiéncia dos algoritmos, usaremos varias ferramentas matematicas,
como somatoérios, conjuntos, fun¢oes e matrizes. O apéndice VIII do livro [9] [10] pode ser consultado
para revisar esses topicos. A proximas subsegoes fazem uma revisao de indugao.

3.1.1 Inducao Matematica

Inducdo matematica é uma técnica de prova muito poderosa que desempenha um papel fundamental
tanto em Matemdtica quanto em Computacdo. Se P(n) denota uma propriedade dos nimeros naturais
N ={0,1,2,...} entdo o principio da indugdo matematica (PIM) é dado por:

PO Vk,P k= P (k+1)
Vn,P n

(PIM)

Na descrigao acima, chamamos P 0 de base da indugio e Vk,P k = P (k + 1) de passo indutivo.
No passo indutivo, P k é chamado de hipétese de inducdo. Vejamos um exemplo:
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Exemplo 9. Considere a sequinte propriedade sobre os nimeros naturais:

A soma dos n primeiros nimeros naturais impares é iqual a n>. (3.3)

Esta propriedade vale trivialmente para o 0 (a soma dos 0 primeiros nimeros impares € igual a
02), o que corresponde d base da inducio. Agora seja k um natural arbitrdrio, e suponha que a
soma dos k primeiros nimeros impares seja igual a k* (hipétese de indugdo). Precisamos provar
que a soma dos k + 1 primeiros mimeros impares € igual a (k + 1)2. De fato, o (k + 1)-ésimo
nimero impar € igual a 2.k+1 (por que?), e portanto k*+2.k+1 = (k+1)? como queriamos provar.

Uma prova mais detalhada de pode ser feita da seguinte forma: a soma dos n primeiros
nimeros impares pode ser escrita por meio do somatdrio Y ;- (2.i — 1), que por defini¢io é igual
a 0, se n =0. Queremos provar que

Zn:(zi —1)=n?Vn (3.4)

Aplicando o principio da indugao matemdtica (PIM), temos 2 casos para analisar:

e (Base da indugdo): Para n = 0, a igualdade € trivial porque o lado esquerdo da
igualdade € igual a 0 por definigdo.

o (Passo indutivo): No passo indutivo assumimos que vale para um numero
natural arbitrdrio, digamos k, e provamos que esta propriedade continua valendo para
o natural k + 1. Ou seja, assumimos que Zle(zi — 1) = k2, e vamos provar que
ijll@.i —1) = (k+ 1)2. Partindo do lado esquerdo desta tltima igualdade, podemos

decompor o somatdrio da seguinte forma 25211(2.2' -1) = Zle(Q.i -+ 2k+1), e

agora podemos utilizar a hipdtese de indugio (h.i.) para assim chegarmos ao lado direito
da mesma: 20— 1) =8 (20— 1)+ Qk+1) "L K2+ 2k+1) = (k+1)%

Observe que o passo indutivo é a parte interessante de qualquer prova por indugao. A base da inducao
consiste apenas na verificagdo de que a propriedade vale para uma situacgio particular. Agora resolva os
exercicios a seguir:

n(n—i—l)'

n
Exercicio 61. Mostre que Zz = 5

=0

. (n+1).(n+2
Exercicio 62. Prove que Zz(z +1) = s ; (5 )
i=0

n
Exercicio 63. Prove que Z 2t = gntl _ 1,
i=0
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Exercicio 64. Prove que 3 | (22" — 1) para todo n > 0.

Existem propriedades que valem apenas para um subconjunto préprio dos nimeros naturais:

Por exemplo, 2™ < n! s6 vale para n > 4. Para este tipo de problema utilizamos uma generalizacio
do PIM onde a base de inducéo nao precisa ser o 0. Chamaremos esta variacdo de Principio da Indugdo
Generalizado (PIG):

Pm Vk,Pk=— P (k+1)
VYn>m,Pn

(PIG)

Exemplo 10. Prove que 2™ < n!,Vn > 4.
1. (Base de indugio) A propriedade vale para n =4, o que é trivial, e;
2. (Passo indutivo) Mostraremos que 21 < (S k)! assumindo que 28 < k!,Vk > 4. De fato,

(h-7) ()
temos que 281 =228 "<" 2.kl < (k+1).k! = (k+1)!, onde a desigualdade (*) se justifica
pelo fato de k ser maior ou igual a 4.

Exercicio 65. Prove que a soma dos n primeiros numeros naturais é igual a %

n(n+1)(2n+1) .
——%——. Ou seja,

Exercicio 66. Prove que a soma dos n primeiros quadrados € igual a

- DEn+1
mostre que Zi2 = nn+ )6( nt )
i=1

Exercicio 67. Prove que a soma dos n primeiros cubos € igual ao quadrado da soma de 1 até n,
ou seja, que 13 +23 4+ ... 4+n3=(1+2+...+n)2

Exercicio 68. Prove que 2™ — 1 é maltiplo de 3, para todo nimero natural n par.

Exercicio 69. Prove que 3" > n? + 3 para todo n > 2.

Exercicio 70. Prove que n® < 4"~ para todo n > 3.
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Exercicio 71. Prove que n! > 3™ para todo n > 7.

Exercicio 72. Prove que n! < n" para todo n > 1.

Uma variagdo do PIM bastante 1itil é conhecida como Principio da Indugdo Forte (PIF):

Vk,(VYm,m < k= P m)= P k
Vn,P n

(PIF)

Exercicio 73. Prove que qualquer inteiro n > 2 é uwm numero primo ou pode ser escrito como
um produto de primos (ndo necessariamente distintos), i.e. na forma n = p1.p2.--- .p., onde 08
fatores p; (1 <i <r) sdo primos.

Exercicio 74. Mostre que PIM e PIF sao principios equivalentes.

3.1.2 Inducgao Estrutural

Nesta segdo veremos que o principio de indugdo matemética (PIM) visto anteriormente é um caso
particular de um principio geral que estd associado a qualquer conjunto definido indutivamente. Vimos
dois tipos de regras utilizadas na constru¢do de um conjunto definido indutivamente:

1. As regras nao recursivas, ou seja, aquelas que definem diretamente um elemento do conjunto
definido indutivamente;

2. As regras recursivas, ou seja, aquelas que constroem novos elementos a partir de elementos ja
construidos.

Como veremos no proximo exemplo, estas regras podem fazer uso de elementos de outros conjuntos
previamente definidos. Formalmente, se A1, Ao, ... sd0 conjuntos entdo a estrutura geral das regras de
um conjunto definido indutivamente B é como a seguir:

1. Inicialmente temos as regras nao recursivas que definem diretamente os elementos by, ...,b,, de B:
a; € Ay CLQEAQ...G/J‘IEA]‘I a; € Ay CLQEAQ...O/ijA‘"L
bl[al,...,ajl]EB bm[.’El,...,ﬂfJ‘m]GB

2. Em seguida, temos as regras recursivas que constroem novos elementos a partir de elementos ja
construidos:
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a1€A1... aji GAji dl,...,dkl €B ay €A1... Q. GAjn dl,...,dkn €B
61[1‘1,...,xji,dl,...,dkl] €B Cn[a,l,...,ajn,dl,...,d/cn] €B

Qualquer elemento de um conjunto definido indutivamente pode ser construido apés um ntmero

finito de aplicagoes das regras que o definem (e somente com estas regras). Os elementos dy,ds, . .., dy,
sao ditos estruturalmente menores do que o elemento ¢;laq,...,a;,,di,...,dy,]. Isto significa que os
elementos di,ds, ..., dy, sdo subtermos préprios de ¢;a1,...,a;,,d1, ..., dg,].

Podemos associar um principio de indugao a qualquer conjunto definido indutivamente. No contexto
genérico acima, teremos um caso base (base da indugdo) para cada regra ndo recursiva, e um passo
indutivo para cada regra recursiva. O esquema simplificado (omitindo os parametros por falta de espago)
tem a seguinte forma:

casos base casos indutivos
P(b1)...P(bm) (Vdi...dk,,P(dr),...,P(dk,) = P(c1))...(Vdy...dk,, P(dr),...,P(dk,) = P(cn))
Ve e B,P x

Retornando ao caso do conjunto dos niimeros naturais, temos um principio indutivo com apenas um
caso base e um caso indutivo:

PO Vk,P k= P (S k)
Vn,P n

O conjunto dos booleanos possui um principio indutivo com dois casos base, e nenhum caso indutivo:

P true P false
Vb, P b

Futuramente estudaremos diversos algoritmos que utilizam a estrutura de lista encadeada, definida
pela seguinte gramdtica | ::= nil | a :: I, onde nil representa a lista vazia, e a :: [ representa a lista
com primeiro elemento a e cauda [. Como esta gramatica possui um construtor ndo recursivo, e um
construtor recursivo, teremos um principio de indu¢ao com um caso base, e um passo indutivo:

P nil Vih,Pl= P (h:l)
VI, Pl

O comprimento de uma lista, isto é, o nimero de elementos que a lista possui, é definido recursivamente
por:

] = 0, se [ = nil
S 1+, sel=axl
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Uma operacao importante que nos permite construir uma nova lista a partir de duas listas ja
construidas é a concatenacao. Podemos definir a concatenacdo de duas listas por meio da seguinte
funcéo recursiva:

I oly — lg, se ll = nil
P27V a(Uoly), sely=a:l'
Por fim, o reverso de uma lista é definido recursivamente por:

rev(l) = l, se | = nil
T (rev(l’))o(a:nil), sel=a:=l

Os exercicios a seguir expressam diversas propriedades envolvendo estas operagoes. Resolva cada um
deles utilizando indugao.

Exercicio 75. Prove que |l o la| = |l1] + |l2|, quaisquer que sejam as listas l1,1s.

Exercicio 76. Prove que l o nil =1, qualquer que seja a lista .

Exercicio 77. Prove que a concatenagio de listas é associativa, isto é, (Iyoly)ols) =110 (la0l3)
quaisquer que sejam as listas 11,15 e l3.

Exercicio 78. Prove que |rev(l)| = |l|, qualquer que seja a lista .

Exercicio 79. Prove que rev(ly ols) = (rev(lz)) o (rev(ly)), quaisquer que sejam as listas ly,ls.

Exercicio 80. Prove que rev(rev(l)) =1, qualquer que seja a lista L.
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