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Capítulo 1

Introdução

Este material foi desenvolvido para dar suporte à disciplina Lógica Computacional 1 do Departamento
de Ciência da Computação da Universidade de Brasília.

A lógica consiste no estudo do raciocínio, ou seja, consiste no estudo dos caminhos que nos permitem
concluir quando um determinado fato é verdadeiro. Na antiguidade, a lógica consistia em um ramo da
Filosofia. Depois passou a ser também um ramo da Matemática, e mais recentemente, pode ser vista
também como um ramo da Computação.

No contexto computacional, o estudo da lógica é particularmente importante porque é o fundamento
matemático dos programas de computador. De fato, a lógica é utilizada tanto em projetos de hardware
quanto de software.

A primeira parte deste material apresenta os conceitos básicos da Lógica Proposicional (LP), que
será dividida em três etapas:

1. A Lógica Proposicional Minimal (LPM);

2. A Lógica Proposicional Intuicionista (LPI), e;

3. A Lógica Proposicional Clássica (LPC).

O estudo dessas etapas é feito de forma incremental, onde a compreensão de uma etapa nos permite
avançar para a próxima. Utilizaremos o sistema de Dedução Natural para construirmos a demonstração
dos sequentes, que são os objetos a serem provados, e portanto, verdadeiros.

A segunda parte, consiste no estudo da Lógica de Primeira Ordem (LPO), também conhecida como
Lógica de Predicados. A LPO pode ser vista como a "lógica padrão" utilizada, ainda que informalmente,
em Matemática e Computação.

Chamaremos os caminhos trilhados até uma conclusão de demonstração. Assim, podemos definir
uma demonstração como sendo um objeto que nos permite concluir se uma determinada afirmação é
verdadeira. As provas, ou demonstrações, tanto na LP quanto na LPO serão desenvolvidas em dois
níveis: inicialmente serão feitas em papel e lápis (provas informais), e posteriormente, em computador
(provas formais). A construção de provas é um tema que costuma ser espinhoso, de forma que aqui
tentaremos facilitar o processo de familiarização com este tema partindo de provas simples, para em
seguida explorarmos situações mais complexas. Para as provas formais, isto é, as provas desenvolvidas
em computador utilizaremos o assistente de provas Rocq, que é um software de código aberto que pode
ser facilmente instalado em qualquer sistema operacional.
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Apesar da LP possuir limitações de expressividade, ela será útil para que possamos entender a
dinâmica da construção de provas, mas a lógica efetivamente usada no dia a dia do matemático ou do
cientista da computação é a Lógica de Primeira Ordem (LPO), que nos permitirá expressar propriedades
de algoritmos de forma mais natural. Durante esta caminhada, estudaremos um assunto fundamental
que está presente em diversos contextos: indução. Intuitivamente, o conceito de indução é bastante
simples, mas a sua aplicação em situações específicas costuma gerar muita dúvida.

A construção de provas mecânicas, ou seja, provas feitas em computador, é uma atividade que tem
despertado interesse crescente nas últimas décadas em função da forma como a computação tem se
infiltrado no nosso dia a dia. Mas aqui precisamos de uma pequena pausa para explicarmos o que
queremos dizer com provas feitas por computador. Esta explicação se faz necessária porque existem pelo
menos duas abordagens distintas no que se refere a este assunto: os provadores automáticos de teoremas
por um lado, e os assistentes de prova por outro.

Um provador automático de teoremas é um programa munido de uma heurística que recebe um
teorema como argumento e tenta, de forma automática, encontrar uma prova para o teorema dado [28, 19,
21]. Um assistente de provas por outro lado, consiste em um programa que requer a orientação/interação
do usuário para poder construir uma prova. Ou seja, o usuário vai guiando o sistema na construção
de prova, enquanto o sistema verifica se cada passo dado/sugerido pelo usuário está correto. São
exemplos de assistentes de prova o PVS[24], o Isabelle/HOL[22], o Lean[12] e o Rocq[30]. Neste material
trabalharemos com o assistente de provas Rocq, que é um sistema de código aberto e que pode ser
instalado em sistemas Linux, MacOs e Windows, ou até mesmo ser executado via browser[1].

Existem materiais muito interessantes que servem como tutoriais do Rocq, como por exemplo, [27],
ou [6]. Este material não é um tutorial do Rocq, mas a sua utilização enriquecerá bastante nosso estudo.
Nosso foco é o estudo da lógica proposicional e de primeira ordem, assim como a sua utilização/aplicação
no estudo de algoritmos. Para isto utilizaremos o Rocq como ferramenta de apoio mostrando como
um assistente de provas pode ser útil nesta caminhada. Aqui é importante observar também que um
assistente de provas é basicamente uma linguagem de programação juntamente com uma linguagem
de especificação, ou seja, além da linguagem de programação existem uma camada lógica adicional,
chamada de linguagem de especificação, que nos permite expressar os lemas e teoremas, por exemplo. A
camada lógica do Rocq é baseada em um formalismo conhecido como cálculo de construções indutivas
[25] que é muito mais expressivo do que a lógica de primeira ordem que estudaremos aqui. Neste sentido,
utilizaremos apenas uma pequena parte do poder de computacional do Rocq.

Não assumimos nenhum conhecimento prévio de Rocq, e sua utilização é opcional. Ou seja, é
perfeitamente possível utilizar apenas a parte teórica deste material. A ideia aqui é que você possa
reproduzir os temas abordados em Rocq a partir do zero: simplesmente abra o Rocq com a interface de
sua preferência, e siga as orientações das atividades propostas. Nem tudo que será abordado aqui terá
uma versão correspondente em Rocq, já que alguns temas serão puramente teóricos e foram pensados
para serem feitos apenas em papel e lápis. E mesmo a etapa de construção de provas em um assistente de
provas deve ser precedida de um esboço em papel e lápis. As atividades a serem realizadas no assistente
de provas têm um arquivo correspondente de apoio cujo link é fornecido junto com o texto da atividade.

No contexto de algoritmos e desenvolvimento de software é comum a utilização de testes como método
de validação. Ou seja, o programa (ou software) é executado com diversas entradas distintas, e se
nenhum problema é encontrado, o programa é considerado bom o suficiente para ser utilizado. De
fato, a primeira coisa que fazemos após implementar um algoritmo é testá-lo para diversas entradas,
e caso alguma resposta seja incorreta, uma revisão da implementação é feita para corrigir o erro, e
então novos testes são realizados. Este processo é repetido até que o programador sinta confiança na
implementação, mas depois de todos estes testes é possível dizer que o programa é correto? Certamente
não! Pensando no caso particular da implementação de um algoritmo de ordenação listas de naturais
ou inteiros (ou qualquer estrutura munida de uma ordem total), sabemos que existe uma infinidade de
listas de inteiros que podem ser utilizadas nos testes, e portanto não é possível testar todas elas. Em
se tratando de programas utilizados em sistemas críticos (aviação, medicina, sistemas bancários, etc),
por menores que sejam as chances de erros, falhas não são toleradas. O que fazer então para garantir a
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correção de um programa? Uma abordagem possível consiste em utilizar a lógica para provar a correção
do programa! Uma prova de uma propriedade de um programa fornece a garantia de que o programa
satisfaz a propriedade provada sempre! Esta é a abordagem que utilizaremos aqui, e que tem se mostrado
cada vez mais importante para o desenvolvimento da Matemática[15, 13, 2, 3] e Computação[20, 26, 23].
Para concluir esta seção e começarmos a colocar a mão na massa, listamos três exemplos famosos de
erros em sistemas computacionais:

1. Therac-25: Uma máquina de radioterapia controlada por computador causou a morte de pelo
menos 6 pacientes entre 1985 e 1987 por overdose de radiação.

2. Pentium FDIV: Um erro na construção da unidade de ponto flutuante do processador Pentium
da Intel causou um prejuízo de aproximadamente 500 milhões de dólares para a empresa que se
viu forçada a substituir os processadores que já estavam no mercado em 1994.

3. Ariane 5: Um foguete que custou aproximadamente 7 bilhões de dólares para ser construído
explodiu no seu primeiro voo em 1996 devido ao reuso sem verificação apropriada de partes do
código do seu predecessor.

Já deixamos claro que vamos provar muita coisa aqui. Mas o que é uma prova? Uma resposta
possível "é um argumento feito para convencer alguém" [29]. O problema deste argumento é que pessoas
diferentes podem ter compreensões distintas sobre o argumento, de forma que o argumento pode ser uma
prova para uma pessoa, mas não para a outra. . . estranho, não? Uma definição geral e abstrata para
a noção de prova não é uma tarefa fácil, mas forneceremos uma definição precisa em um contexto mais
restrito, a saber, o da lógica simbólica[18, 32].
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Capítulo 2

A Lógica Proposicional (LP)

Linguagens naturais, como o Português por exemplo, são ambíguas. De fato, considere a seguinte
afirmação:

Eu vi a moça com o binóculo.

Quem estava com o binóculo? Ou ainda,

O professor da Maria acabou a aula fazendo apontamentos no seu caderno.

Em qual caderno o professor estava fazendo apontamentos, no da Maria ou no do dele mesmo? A
primeira coisa que faremos para evitarmos ambiguidades consiste em restringir a linguagem com a qual
trabalharemos.

A Lógica Proposicional é baseada na noção de proposição, que consiste em uma afirmação (ou
sentença) que pode ser qualificada como verdadeira ou falsa, mas nunca ambos. Por exemplo, são
proposições:

• 2+2 = 4.

• 1+3 < 0.

• 2 é um número primo.

• João tem 20 anos e Maria tem 22 anos.

Mas nem toda sentença é uma proposição. De fato, a sentença "Feche a porta!", ou ainda a pergunta
"Qual é o seu nome?" não podem ser qualificadas como verdadeira ou falsa, e portanto não são proposições.
As proposições também são chamadas de sentenças lógicas.

Nos exemplos acima podemos observar dois tipos de proposições:

4



1. Proposições atômicas: são sentenças que não podem ser divididas em proposições menores como
é o caso de:

• 2+2 = 4.

• 1+3 < 0.

• 2 é um número primo.

2. Proposições compostas: são sentenças formadas pela composição de uma ou mais proposições
atômicas como é o caso de:

• João tem 20 anos e Maria tem 22 anos.

• Se está chovendo então o chão está molhado.

Como dito anteriormente, a lógica é o estudo do raciocínio, mais especificamente, neste curso estamos
interessados no raciocínio dedutivo. Ou seja, estamos interessados no processo de inferência onde a
conclusão é garantida se as premissas forem verdadeiras. Vejamos dois exemplos:

Premissa 1: Se está chovendo então o chão está molhado.
Premissa 2: Está chovendo.
Conclusão: O chão está molhado.

Premissa 1: Se x = 4 então a terra é o centro do universo.
Premissa 2: x = 4
Conclusão: a terra é o centro do universo.

Estruturalmente, os dois exemplos são iguais, o que muda é o conteúdo das proposições. Se abstrairmos
o conteúdo das proposições, e escrevermos a implicação "Se p então q" na forma p → q, teremos algo da
seguinte forma:

Premissa 1: p → q
Premissa 2: p
Conclusão: q

Como veremos, o conteúdo das proposições será irrelevante porque estamos interessados nos passos
da inferência. A linguagem da LP nos permite estudar as regras de inferência sem considerar o conteúdo
das proposições. As estruturas abstratas construídas na linguagem da LP são chamadas de fórmulas
bem formadas, ou simplesmente, fórmulas. Utilizaremos letras latinas minúsculas, aqui chamadas de
variáveis proposicionais, para representar proposições atômicas. Assim, variáveis proposicionais são
fórmulas. Adicionalmente, utilizaremos a implicação para construirmos fórmulas mais complexas, ou
seja, para representarmos proposições compostas. Assumiremos um conjunto enumerável P de variáveis
proposicionais.
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2.1 O Fragmento Implicacional da Lógica Proposicional
O Fragmento Implicacional da Lógica Proposicional (FILP) contém exatamente as fórmulas que são
construídas utilizando apenas variáveis proposicionais e a implicação como conectivo lógico. Podemos
representar as fórmulas deste fragmento pela seguinte gramática:

φ ::= p | (φ → φ) (2.1)

onde p ∈ P, e o construtor φ → φ diz que uma fórmula implicacional é construída a partir de duas
fórmulas já construídas anteriormente (não necessariamente iguais). Por exemplo, se p e q denotam
variáveis proposicionais então podemos concluir que p → q é uma fórmula, e neste caso, chamamos p de
antecedente, e q de sucedente da implicação. Utilizando esta nova fórmula, podemos construir uma nova
implicação a partir dela, e por exemplo, p, obtendo (p → q) → p ou p → (p → q), e assim por diante.
Como indicado pela gramática (2.1), utilizaremos letras gregas minúsculas para representar as fórmulas
da LP.

A implicação lógica possui algumas diferenças em relação à implicação que costumamos utilizar no
dia a dia em linguagem natural. Por exemplo, não precisa existir uma relação de causa e efeito entre o
antecedente e o consequente de uma implicação lógica. No primeiro exemplo acima, a causalidade existe
entre o antecedente (está chovendo) e o consequente (o chão está molhado) da implicação, ou seja, o fato
de estar chovendo é causa do chão estar molhado. No segundo exemplo, não existe relação de causa e
efeito entre o antecedente (x = 4) e o consequente (a terra é o centro do universo). A implicação lógica é
definida apenas pela relação de dependência entre os valores de verdade do antecedente e do consequente,
sintetizada na seguinte tabela:

φ ψ φ → ψ
V V V
V F F
F V V
F F V

A tabela acima é conhecida como tabela verdade da implicação e fornece todas as possíveis relações de
valores de verdade entre o antecedente e o consequente da implicação. Ou seja, nos fornece a semântica
ou o significado da implicação. Existem outras formas de expressar a implicação φ → ψ que podem
facilitar a compreensão destas relações:

1. φ é condição suficiente para ψ, ou seja, se varphi for verdadeira (V) então ψ também será
verdadeira. Basta que φ seja verdadeira para que ψ também seja.

2. ψ é condição necessária para φ, ou seja, psi segue de φ.

Nosso objetivo agora é raciocinar sobre as fórmulas construídas a partir da gramática (2.1). Mais
especificamente, queremos obter (ou derivar) novas informações a partir de informações conhecidas. Tudo
isto em um contexto abstrato onde os símbolos proposicionais utilizados podem representar qualquer
informação que corresponda a uma proposição. Utilizaremos a notação de sequentes para separar as
informações (fórmulas) dadas, ou conhecidas, da nova informação (fórmula) que queremos derivar ou
concluir. Chamaremos as fórmulas dadas de premissas, e a fórmula a ser derivada de conclusão, assim
um sequente é formado por duas partes: um conjunto finito de fórmulas (que são as premissas), digamos
Γ, e uma fórmula que é a conclusão, digamos φ, que escrevemos como Γ ⊢ φ. Assim, se φ1, φ2, . . . , φn

são as premissas de um sequente, e se ψ é a sua conclusão, então escrevemos φ1, φ2, . . . , φn ⊢ ψ para
representar o sequente que tem ψ como conclusão, e o conjunto {φ1, φ2, . . . , φn} de premissas. O conjunto
{φ1, φ2, . . . , φn}, isto é, a primeira componente do sequente φ1, φ2, . . . , φn ⊢ ψ também pode ser chamado
de contexto ao longo do texto, e normalmente será escrito sem as chaves que usualmente são usadas para
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representar conjuntos. Este é um abuso de linguagem usado para deixar a notação mais leve. Assim, se
Γ denota um conjunto finito de fórmulas, ao invés de Γ ∪ {φ} ⊢ ψ, escreveremos simplesmente Γ, φ ⊢ ψ,
onde Γ, φ deve então ser lido como a união Γ com o conjunto unitário {φ}.

O conceito de prova agora será definido de forma mais precisa. Concretamente, uma prova (ou uma
derivação) de um sequente da forma Γ ⊢ ψ é uma sequência de passos dedutivos, e um passo dedutivo
consiste na aplicação de uma regra de inferência que possui a seguinte forma:

Γ1 ⊢ γ1 Γ2 ⊢ γ2 . . .Γk ⊢ γk

Γ ⊢ ψ

onde k ≥ 0. Quando k = 0 e Γ = {ψ} a regra corresponde a um axioma:

{ψ} ⊢ ψ
(Ax)

Uma prova (i.e. uma sequência de passos dedutivos) pode ser representada por meio de uma estrutura
de árvore, onde os nós são anotados com sequentes. A raiz da árvore é anotada com o sequente que
queremos provar, digamos, Γ ⊢ ψ, e as folhas são axiomas. Quais são as regras de inferência que podem
ser utilizadas no fragmento implicacional da lógica proposicional? Além do axioma apresentado acima,
temos duas regras para a implicação. Antes de apresentá-las devemos lembrar que o sistema dedutivo que
utilizaremos se chama dedução natural, e as regras deste sistema são divididas em dois tipos: introdução
e eliminação. A regra de eliminação da implicação é conhecida pelo nome modus ponens e tem a seguinte
estrutura:

Γ1 ⊢ φ → ψ Γ2 ⊢ φ

Γ1 ∪ Γ2 ⊢ ψ
(→e)

ou seja, para construirmos uma prova de um sequente com a forma Γ ⊢ ψ utilizando esta regra, precisamos
construir duas outras provas: uma do sequente Γ ⊢ φ → ψ, e outra do sequente Γ ⊢ ψ. Ou seja, na
leitura desta regra de baixo para cima (i.e. da conclusão para as premissas) reduzimos o problema de
provar Γ ⊢ ψ a dois outros problemas (potencialmente) mais simples. Esta regra também pode ser lida
de cima para baixo (i.e. das premissas para a conclusão), e neste caso precisamos de uma prova de uma
implicação, a saber Γ ⊢ φ → ψ, e de uma prova do antecedente desta implicação, a saber Γ ⊢ ψ para
construirmos uma prova da conclusão da implicação, ou seja, uma prova de Γ ⊢ ψ.

A regra de introdução é bastante intuitiva e, em certo sentido, nos fornece uma definição da implicação:

Γ, φ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ → ψ
(→i)

ou seja, na leitura de baixo para cima, para construirmos a prova de uma implicação precisamos construir
uma prova do sucedente assumindo que temos uma prova do antecedente. Na leitura de cima para baixo,
precisamos transformar uma prova do antecedente em uma prova do sucedente.
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O interesse computacional do fragmento implicacional está diretamente relacionado ao algoritmo de
inferência de tipos em linguagens funcionais[17]. O fundamento teórico destas linguagens é o cálculo λ[5]
desenvolvido por Alonzo Church em 1936 [7, 8]. Para mais detalhes veja o Capítulo 1 de [4].

Como primeiro exemplo, considere o sequente ⊢ (p → q) → (q → r) → p → r. A primeira observação
a ser feita aqui é que a implicação é associativa à direita, ou seja, φ → ψ → γ deve ser lido como
φ → (ψ → γ), e não como (φ → ψ) → γ. Portanto, o sequente que queremos provar deve ser lido como
⊢ (p → q) → ((q → r) → (p → r)). Vejamos como aplicar as regras (→i), (→e) e (Ax) apresentadas
anteriormente para construirmos a árvore de derivação do sequente ⊢ (p → q) → (q → r) → p → r.
Nosso objetivo é construir uma árvore com raiz ⊢ (p → q) → (q → r) → p → r, cuja folha sejam axiomas.
Assim, iniciaremos a prova de baixo para cima, isto é, da raiz para as folhas da árvore. Como a fórmula
a ser provada é uma implicação, a utilização da regra (→i) parece ser uma boa ideia:

?
⊢ (p → q) → (q → r) → p → r

(→i) ⇐⇒
Γ, φ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ → ψ
(→i)

Aqui temos o passo chave para aplicarmos as regras de Dedução Natural: precisamos instanciar
as variáveis Γ, φ e ψ da regra (→i). Neste caso, Γ é instanciada como o conjunto vazio, φ é
instanciada com a fórmula p → q, e ψ é instanciada com a fórmula (q → r) → p → r. Esta
instanciação nos permite saber o que colocar no antecedente da regra (→i):

?
p → q ⊢ (q → r) → p → r

⊢ (p → q) → (q → r) → p → r
(→i) ⇐⇒

Γ, φ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ → ψ
(→i)

Agora podemos repetir o processo com o sequente p → q ⊢ (q → r) → p → r. Como o
consequente é uma implicação, vamos novamente aplicar a regra (→i) instanciando Γ com o
conjunto unitário contendo a fórmula p → q, varphi com a fórmula q → r e ψ com a fórmula p → r:

?
p → q ⊢ (q → r) → p → r

(→i)

⊢ (p → q) → (q → r) → p → r
(→i) ⇐⇒

Γ, φ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ → ψ
(→i)

E assim, podemos avançar mais um passo na construção da árvore:

?
p → q, q → r ⊢ p → r

p → q ⊢ (q → r) → p → r
(→i)

⊢ (p → q) → (q → r) → p → r
(→i) ⇐⇒

Γ, φ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ → ψ
(→i)

Mais uma vez, a fórmula a ser provada é uma implicação, a saber p → r. Então podemos aplicar
a regra (→i) mais uma vez:

?
p → q, q → r ⊢ p → r

p → q ⊢ (q → r) → p → r
(→i)

⊢ (p → q) → (q → r) → p → r
(→i) ⇐⇒

Γ, φ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ → ψ
(→i)

Instanciando Γ com o conjunto p → q, q → r, φ com p e ψ com r, podemos adicionar um novo
nó à árvore de derivação:
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?
p → q, q → r, p ⊢ r

p → q, q → r ⊢ p → r
(→i)

p → q ⊢ (q → r) → p → r
(→i)

⊢ (p → q) → (q → r) → p → r
(→i)

Agora precisamos construir uma prova de r tendo como premissas as fórmulas p → q, q → r e
p. Como a fórmula r não é uma implicação, não temos mais como aplicar a regra (→i). Este
sequente também não tem a forma do axioma, e portanto não podemos aplicar a regra (Ax).
Assim, vamos tentar aplicar a regra (→e) de eliminação da implicação. A instanciação a ser
feita é relativamente simples: Γ1 ∪ Γ2 será instanciado com o conjunto p → q, q → r, p e ψ será
instanciado com r:

?
p → q, q → r, p ⊢ r

(→e)

p → q, q → r ⊢ p → r
(→i)

p → q ⊢ (q → r) → p → r
(→i)

⊢ (p → q) → (q → r) → p → r
(→i) ⇐⇒

Γ1 ⊢ φ → ψ Γ2 ⊢ φ

Γ1 ∪ Γ2 ⊢ ψ
(→e)

As premissas da regra (→e) exigem um pouco mais de atenção. Observe que a árvore de prova é
bifurcada em dois ramos: um para Γ1 ⊢ φ → ψ e outro para Γ2 ⊢ φ. Adicionalmente, a fórmula
φ não aparece no consequente da regra. Como fazer então esta instanciação? A única fórmula
que temos que nos permite concluir r é q → r, então parece uma boa ideia instanciar φ com q.
Adicionalmente, nosso objetivo é chegar em um axioma, e portanto se instanciarmos Γ1 com
q → r conseguiremos concluir o ramo esquerdo da árvore com um axioma. No ramo direito, Γ2
será instanciado com p → q, p:

q → r ⊢ q → r
(Ax)

?
p → q, p ⊢ q

p → q, q → r, p ⊢ r
(→e)

p → q, q → r ⊢ p → r
(→i)

p → q ⊢ (q → r) → p → r
(→i)

⊢ (p → q) → (q → r) → p → r
(→i) ⇐⇒

Γ1 ⊢ φ → ψ Γ2 ⊢ φ

Γ1 ∪ Γ2 ⊢ ψ
(→e)

Por fim, a prova do sequente p → q, p ⊢ q consiste em mais uma aplicação da regra (→e). Você
consegue dizer como são as instanciações neste caso?

q → r ⊢ q → r
(Ax)

p → q ⊢ p → q
(Ax)

p ⊢ p
(Ax)

p → q, p ⊢ q
(→e)

p → q, q → r, p ⊢ r
(→e)

p → q, q → r ⊢ p → r
(→i)

p → q ⊢ (q → r) → p → r
(→i)

⊢ (p → q) → (q → r) → p → r
(→i)

O exemplo que acabamos de fazer contém as ideias mais importantes que utilizaremos ao longo de
todo o curso: como instanciar e aplicar as regras de Dedução Natural.
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Fragmento Implicacional da Lógica Proposicional

φ ⊢ φ
(Ax)

Regras de introdução Regras de eliminação
Γ, φ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ → ψ
(→i)

Γ1 ⊢ φ → ψ Γ2 ⊢ φ

Γ1 ∪ Γ2 ⊢ ψ
(→e)

Agora veja se compreendeu o processo resolvendo os exercícios a seguir com as regras (→i), (→e) e
(Ax):

Exercício 1. Prove o sequente ⊢ (p → q → r) → q → p → r.

Exercício 2. Prove o sequente ⊢ (p → q → r) → (p → q) → p → r.

Exercício 3. Prove o sequente ⊢ (p → q) → (p → r) → (q → r → t) → p → t.

Exercício 4. Prove o sequente ⊢ (q → r → t) → (p → q) → p → r → t.

Exercício 5. Prove o sequente ⊢ (p → p → q) → p → q.

Exercício 6. Prove o sequente ⊢ (p → q) → p → p → q

2.2 O fragmento implicacional no Rocq
As provas construídas na seção anterior baseiam-se na aplicação das regras (→i), (→e) e (Ax), que é
um processo puramente sintático. Ou seja, uma vez escolhida a regra a ser aplicada, basta instanciar o
sequente da parte inferior da regra para inferir o sequente da parte superior, quando a regra é aplicada
de baixo para cima. O mesmo raciocínio vale quando aplicamos as regras são aplicadas de cima para
baixo. Portanto, podemos pensar em implementar essas regras em uma linguagem de programação
qualquer, e nosso trabalho seria indicar, a cada passo, qual regra deveria ser aplicada. A implementação
das regras teria a vantagem de garantir a aplicação correta de cada uma, uma vez que a instanciação é
única e a aplicação da regra é um passo puramente sintático. Nessa seção, veremos como colocar esta
ideia na prática, mas ao invés de implementar as regras, vamos utilizar um sistema que já possui uma
implementação das regras. Trata-se do assistente de provas Rocq (https://rocq-prover.org). O Rocq
é uma ferramenta de código aberto e que pode ser facilmente instalada em qualquer sistema operacional.

O Rocq é um sistema que possui uma implementação das lógicas que estudaremos neste curso. Um
assistente de provas, como o nome sugere, é uma ferramenta que, sob nossa orientação, nos permitirá
construir uma prova. Ou seja, nos permitirá refazer uma prova manuscrita para o computador. Mas
qual é a vantagem de refazer uma prova no computador? A grande vantagem é ter a garantia de que a
prova está efetivamente correta. Provas manuscritas são mais susceptíveis a erros.

No entanto, como comentado na Introdução, um assistente de provas não é adequado para encontrar
uma nova prova. Ou seja, não deve ser utilizado de forma não planejada para eventualmente conseguir
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completar uma prova. A utilização eficiente consiste em primeiro ter uma prova manuscrita (ou pelo
menos na cabeça) para, em seguida, reconstruí-la no assistente de prova. Provas feitas em assistentes
de prova são bastante confiáveis, e amplamente aceitas na comunidade científica. Um caso interessante,
que levou o matemático americano Thomas Hales ao mundo dos assistentes de prova, ocorreu em 1998
quando ele submeteu um artigo de aproximadamente 250 páginas para publicação contendo uma prova
da Conjectura de Kepler. Esta conjectura foi formulada em 1611 pelo matemático Johannes Kepler
e permaneceu sem solução até então, ou seja, por quase 400 anos! Uma comissão de especialistas foi
montada para analisar o artigo de Hales e concluiu, após quase 2 anos, que tinha 99% de certeza de
que a prova apresentada estava correta. Conta-se, que o então diretor do periódico onde se pleiteava a
publicação, disse a Hales que se ele fornecesse alguma nova evidência de que a prova estava correta, o
artigo seria publicado. Mas o que pode fornecer uma evidência maior da prova de um teorema do que o
próprio artigo? Sim, uma prova formal! Em 2003, Halles começou a trabalhar no projeto Flyspeck que
tinha como objetivo formalizar sua prova utilizando os assistentes de prova Isabelle[22] e HOL/Light1,
mas o artigo acabou sendo publicado em 2005[16]. O projeto tinha uma previsão inicial de durar 20
anos, mas em 2014, isto é 11 anos depois, o grupo do projeto Flyspeck anunciou que tinha completado
a formalização da prova da Conjectura de Kepler[15].

Voltando ao Rocq, é importante observarmos que ele é uma ferramenta de pesquisa, e não foi
desenvolvido exclusivamente para o ensino. Grandes projetos foram feitos nele como a formalização
do Teorema das 4 cores[13], do Teorema de Feit-Thompson[14] e a verificação de um compilador C[20].
Por não ter o ensino como foco principal, veremos que os comandos não estão em uma relação biunívoca
com as regras de inferência estudadas aqui, mas ainda assim o Rocq nos será bastante útil. Assumiremos
que você tem o Rocq instalado em sua máquina.

Utilizaremos verbatim para apresentar o código do Rocq. Uma sessão típica do Rocq possui três
janelas:

A janela da esquerda é a janela de especificação, ou seja, onde escrevemos as definições, os lemas e
as provas. As especificações serão escritas em uma caixa azul:

1https://www.cl.cam.ac.uk/~jrh13/hol-light/
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janela de especificação

A janela do canto superior direito nos mostra o status atual da prova; e a do canto inferior direito
nos mostra mensagens do sistema. O texto correspondente a estas janelas aparecerá em uma caixa verde:

janela de prova ou mensagens do sistema

Existem diversas razões para a utilização do Rocq, mas aqui apresentaremos duas: a primeira é
que o Rocq implementa o sistema de dedução natural e portanto, é o candidato natural para explorar
computacionalmente este sistema dedutivo; segundo, que o Rocq possui uma comunidade muito grande
e sempre disponível para ajudar com as dúvidas2. Apresentaremos as regras do fragmento implicacional
da LP e faremos uma analogia entre o sistema de dedução natural que apresentamos aqui e o Rocq
sempre que possível, mas como veremos, esta analogia não é feita via uma correspondência direta entre
as regras em dedução natural e as regras do Rocq que são chamadas de táticas. De fato, as táticas são
desenvolvidas para realizarem vários passos de prova, incluindo simplificações, de só uma vez porque isto
facilita o processo de construção de provas em sistemas mais complexos.

A regra de introdução da implicação (→i) é simulada por meio da tática intro. Por exemplo, para
provarmos uma implicação, digamos:

============================
phi -> psi

podemos utilizar a tática intro que vai mover o antecedente phi da implicação para as hipóteses,
reduzindo assim, o problema de provar phi -> psi ao problema de provar psi assumindo phi:

H : phi
============================
psi

A regra de eliminação da implicação (→e), isto é, a regra modus ponens corresponde à tática apply.
Considere uma aplicação da regra (→e) como a seguir:

φ → ψ,φ ⊢ φ → ψ
(Ax)

φ → ψ,φ ⊢ φ
(Ax)

φ → ψ,φ ⊢ ψ
(→e)

A situação correspondente no Rocq é dada a seguir:

2Existem diversos canais disponíveis para dúvidas sobre o Rocq como, por exemplo, https://coq.discourse.group/ e
https://proofassistants.stackexchange.com/.
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H1 : phi -> psi
H2 : phi
============================
psi

Podemos aplicar a tática apply H1 que vai reduzir a prova de psi a uma prova de phi já que
o consequente da implicação phi -> psi coincide com a fórmula que queremos provar. Em seguida,
concluímos a prova com a utilização da tática assumption porque phi é a hipótese H2.

Agora vamos refazer aqui os exemplos da seção anterior. Iniciaremos com o ⊢ (p → q) → ((q → r) →
(p → r)). Precisamos declarar as variáveis p, q e r e, em seguida enunciarmos o lema a ser provado:

Parameter p q r: Prop.

Lemma ex1: (p -> q) -> ((q -> r) -> (p -> r)).
Proof.

A janela de prova correspondente é:

1 goal (ID 1)

============================
(p -> q) -> (q -> r) -> p -> r

Repetindo os passos da prova construída na seção anterior, devemos aplicar 3 vezes a regra (→i).
Na primeira aplicação, a fórmula p -> q é colocada no contexto. Em outras palavras, introduzimos a
fórmula p -> q:

Parameter p q r: Prop.

Lemma ex1: (p -> q) -> ((q -> r) -> (p -> r)).
Proof.

intro H1.

1 goal (ID 2)

H1 : p -> q
============================
(q -> r) -> p -> r

Em seguida, introduzimos a fórmula q -> r:

Parameter p q r: Prop.

Lemma ex1: (p -> q) -> ((q -> r) -> (p -> r)).
Proof.

intro H1. intro H2.
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1 goal (ID 3)

H1 : p -> q
H2 : q -> r
============================
p -> r

E então, introduzimos a fórmula p:

Parameter p q r: Prop.

Lemma ex1: (p -> q) -> ((q -> r) -> (p -> r)).
Proof.

intro H1. intro H2. intro H3.

1 goal (ID 4)

H1 : p -> q
H2 : q -> r
H3 : p
============================
r

Alternativamente, podemos compor os 3 passos de introdução de uma única vez usando a variante
intros:

Parameter p q r: Prop.

Lemma ex1: (p -> q) -> ((q -> r) -> (p -> r)).
Proof.

intros H1 H2 H3.

1 goal (ID 4)

H1 : p -> q
H2 : q -> r
H3 : p
============================
r

Agora podemos provar r via a regra (→e) utilizando a hipótese H2 que tem r como consequente. Isto
corresponde a utilizar a tática apply H2, que resulta na obrigação de provar q:

Parameter p q r: Prop.

Lemma ex1: (p -> q) -> ((q -> r) -> (p -> r)).
Proof.

intros H1 H2 H3. apply H2.
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1 goal (ID 5)

H1 : p -> q
H2 : q -> r
H3 : p
============================
q

Agora utilizamos novamente a regra (→e) com a hipótese H1, ou seja, aplicamos a tática apply H1,
e concluímos com assumption já que p corresponde à hipótese H3:

Parameter p q r: Prop.

Lemma ex1: (p -> q) -> ((q -> r) -> (p -> r)).
Proof.

intros H1 H2 H3. apply H2. apply H1.
assumption.

Qed.

Ferramentas de Inteligência Artificial (IA) também podem resolver estes problemas facilmente:

IA

Pergunta: Construa uma prova para o sequente ⊢ (p → q) → ((q → r) → (p → r)) no assistente
de provas Rocq.

Resposta:

Theorem example : forall (p q r : Prop), (p -> q) -> ((q -> r) -> (p -> r)).
Proof.
intros p q r.
intros Hpq Hqr Hp.
apply Hqr.
apply Hpq.
apply Hp.

Qed.

2.3 A Lógica Proposicional Minimal
Agora vamos ampliar o poder de expressividade do fragmento implicacional da LP adicionando novos
construtores gramaticais e novas regras de inferência. Assim, a nova gramática terá, além da implicação,
a constante (⊥), a negação (¬), a conjunção (∧) e a disjunção (∨):

φ ::= p | ⊥ | (¬φ) | (φ ∧ φ) | (φ ∨ φ) | (φ → φ) (2.2)
A constante ⊥ é utilizada para representar a negação: ¬φ é o mesmo que φ → ⊥. Ou seja, temos duas
maneiras distintas de escrever a negação, e portanto a gramática acima possui redundâncias. De fato,
veremos que existem outras redundâncias na gramática (2.2), mas elas são úteis porque simplificam a
escrita das fórmulas.
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A gramática (2.2) define as fórmulas da LP, e a partir dela consideraremos 3 sublógicas da LP: a
minimal, a intuicionista e a clássica. Nesta seção estudaremos a lógica proposicional minimal (LPM),
que assim como no fragmento implicacional visto anteriormente, possui uma regra de introdução e uma
regra de eliminação para cada um dos conectivos lógicos. Ou seja, uma regra de introdução e uma de
eliminação para cada um dos construtores recursivos da gramática (2.2).

Apesar da gramática apresentada acima não incluir a bi-implicação, este é um conectivo bastante
utilizado, e pode ser escrito em função dos outros conectivos: φ ↔ ψ é o mesmo que (φ → ψ) ∧ (ψ → φ).

As regras da negação são análogas às regras da implicação, uma vez que uma negação, digamos (¬φ)
é definida como (φ → ⊥).

Γ, φ ⊢ ⊥
Γ ⊢ ¬φ

(¬i)
Γ1 ⊢ ¬φ Γ2 ⊢ φ

Γ1 ∪ Γ2 ⊢ ⊥
(¬e)

Veremos posteriormente que apenas com a negação e implicação podemos expressar todos os outros
conectivos apresentados na gramática (2.2), que portanto é uma gramática redundante. No entanto, esta
redundância é interessante porque nos permite expressar fórmulas complexas de forma compacta.

Exercício 7. Seja φ uma fórmula da LP. Prove o sequente φ ⊢ ¬¬φ na LPM.

A prova do exercício anterior ocorre com alta frequência como parte de outras provas, e por isto ela
será promovida ao status de regra derivada, ou seja, regras que podem ser provadas a partir das regras
básicas:

Γ ⊢ φ

Γ ⊢ ¬¬φ
(¬¬i)

Talvez você esteja esperando agora a derivação da eliminação da dupla negação para se juntar a regra
anterior, mas infelizmente isto não é possível neste momento porque o poder de expressividade que temos
até agora com as regras (→e), (→i), (¬i) e (¬e) não é suficiente para provarmos a eliminação da dupla
negação.

Exemplo 1. Ainda não temos expressividade suficiente para provar uma regra geral
de eliminação da dupla negação, mas podemos provar a dupla eliminação de fórmulas
negadas. Ou seja, provaremos o seguinte sequente: ¬¬¬φ ⊢ ¬φ.

(¬¬i)
¬¬¬φ,φ ⊢ φ

(Ax)

¬¬¬φ,φ ⊢ ¬¬φ ¬¬¬φ,φ ⊢ ¬¬¬φ
(Ax)

¬¬¬φ,φ ⊢ ⊥
(¬e)

¬¬¬φ ⊢ ¬φ
(¬i)
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Voltaremos a falar da eliminação da dupla negação na seção sobre lógica proposicional clássica.

Exemplo 2. Considere o sequente φ → ψ,¬ψ ⊢ ¬φ. Como a fórmula do consequente
é uma negação, vamos aplicar a regra de introdução da negação na construção de uma
prova de baixo para cima, isto é, da raiz para as folhas da árvore:

?
φ → ψ,¬ψ,φ ⊢ ⊥
φ → ψ,¬ψ ⊢ ¬φ

(¬i)

Agora, precisamos construir uma prova do absurdo, e portanto podemos tentar utilizar
a regra (¬e). Para isto precisamos escolher uma fórmula do contexto para fazer o
papel de φ da regra 8 da Tabela ??. A princípio temos três opções: φ → ψ, ¬ψ e φ.
A boa escolha neste caso é ¬ψ porque podemos facilmente provar ψ a partir deste contexto:

(→e)
φ → ψ ⊢ φ → ψ

(Ax)
φ ⊢ φ

(Ax)

φ → ψ,φ ⊢ ψ ¬ψ ⊢ ¬ψ
(Ax)

φ → ψ,¬ψ,φ ⊢ ⊥
(¬e)

φ → ψ,¬ψ ⊢ ¬φ
(¬i)

Depois de concluída a prova é fácil entender o que queríamos dizer com boa escolha
acima: Uma boa escolha é um caminho que vai nos permitir concluir uma prova. Mas
como fazer uma boa escolha? Isto depende do problema a ser resolvido. Em alguns casos
pode ser simples, mas em outros, bastante complicado. O ponto importante a compreender
é que existem caminhos possíveis distintos na construção de provas da lógica proposicional,
e muito deste processo depende da nossa criatividade.

O sequente que acabamos de provar ocorre com certa frequência em outras provas, assim como a
regra derivada (¬¬i). As regras que são obtidas a partir das regras da Tabela ?? são chamadas de regras
derivadas. Este é o caso da regra conhecida como modus tollens (MT) obtida a partir do sequente do
exemplo anterior, onde cada antecedente é generalizado como uma premissa da regra:

Γ1 ⊢ φ → ψ Γ2 ⊢ ¬ψ
Γ1 ∪ Γ2 ⊢ ¬φ

(MT)

Exercício 8. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Prove o sequente φ → ψ ⊢ (¬¬φ) → (¬¬ψ) na LPM.

Exercício 9. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Prove o sequente ¬¬(φ → ψ) ⊢ (¬¬φ) → (¬¬ψ) na
LPM.

A regra de introdução da conjunção, denotada por (∧i), nos diz o que precisamos fazer para construir
uma prova de um sequente que possui uma conjunção na conclusão, isto é, um sequente da forma
Γ ⊢ φ1 ∧φ2, onde Γ é um conjunto finito de fórmulas da LP, e φ1 e φ2 são fórmulas da LP. A regra (∧i)
é dada pela seguinte regra de inferência:
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Γ1 ⊢ φ1 Γ2 ⊢ φ2

Γ1 ∪ Γ2 ⊢ φ1 ∧ φ2
(∧i)

ou seja, uma prova de Γ ⊢ φ1 ∧φ2 é construída a partir de uma prova de Γ ⊢ φ1 e de uma prova de Γ ⊢ φ2.

Existem duas regras de eliminação para a conjunção já que podemos extrair qualquer uma das
componentes de uma conjunção:

Γ ⊢ φ1 ∧ φ2

Γ ⊢ φ1
(∧e1 )

Γ ⊢ φ1 ∧ φ2

Γ ⊢ φ2
(∧e2 )

Estas duas regras podem ser representadas de forma mais concisa da seguinte forma:

Γ ⊢ φ1 ∧ φ2

Γ ⊢ φi∈{1,2}
(∧e)

Usaremos o nome (∧e) para designar a utilização da regra de eliminação da conjunção quando não
quisermos especificar qual das regras (∧e1) ou (∧e2) foi utilizada.

Exemplo 3. Com as regras da conjunção já podemos fazer um exercício interessante:
provar a comutatividade da conjunção, isto é, queremos construir uma prova para o
sequente φ∧ψ ⊢ ψ ∧φ, onde φ e ψ são fórmulas quaisquer da LP. A construção da prova
é feita inicialmente de baixo para cima com a aplicação da regra (∧i):

?
φ ∧ ψ ⊢ ψ

?
φ ∧ ψ ⊢ φ

φ ∧ ψ ⊢ ψ ∧ φ
(∧i)

Concluímos com a regra de eliminação da conjunção e o axioma:

φ ∧ ψ ⊢ φ ∧ ψ
(Ax)

φ ∧ ψ ⊢ ψ
(∧e)

φ ∧ ψ ⊢ φ ∧ ψ
(Ax)

φ ∧ ψ ⊢ φ
(∧e)

φ ∧ ψ ⊢ ψ ∧ φ
(∧i)
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Exercício 10. Prove que a conjunção é associativa, isto é, prove o sequente (φ ∧ ψ) ∧ ρ ⊣⊢
φ ∧ (ψ ∧ ρ) na LPM, onde φ, ψ e ρ são fórmulas quaisquer da LP.

Exercício 11. Sejam φ e ψ fórmulas quaisquer da LP. Prove os sequentes ¬¬(φ ∧ ψ) ⊣⊢
(¬¬φ) ∧ (¬¬ψ) na LPM.

Uma vez que uma bi-implicação corresponde a uma conjunção de duas implicações, ela pode ser
decomposta com a regra de eliminação da conjunção:

Γ ⊢ φ1 ↔ φ2

Γ ⊢ φ1 → φ2
(∧e1 )

Γ ⊢ φ1 ↔ φ2

Γ ⊢ φ2 → φ1
(∧e2 )

Vejamos agora as regras para a disjunção. A regra de introdução da disjunção nos permite construir
a prova de uma disjunção a partir da prova de qualquer uma das suas componentes:

Γ ⊢ φ1

Γ ⊢ φ1 ∨ φ2
(∨i1 )

Γ ⊢ φ2

Γ ⊢ φ1 ∨ φ2
(∨i2 )

Como no caso da regra de eliminação da conjunção podemos representar estas duas regras de forma
mais compacta:

Γ ⊢ φi∈{1,2}

Γ ⊢ φ1 ∨ φ2
(∨i)

A regra de eliminação da disjunção nos permite construir a prova de uma fórmula, digamos γ, a partir
de uma disjunção. Para isto, precisamos de duas provas distintas de γ, cada uma assumindo uma das
componentes da disjunção separadamente:

Γ1 ⊢ φ1 ∨ φ2 Γ2, φ1 ⊢ γ Γ3, φ2 ⊢ γ

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ⊢ γ
(∨e)

Assim, para que tenhamos uma prova de γ a partir de Γ precisamos de uma prova de γ a partir de
φ e das fórmulas em Γ e de outra prova de γ a partir de φ2 e das fórmulas em Γ. Observe como os
contextos mudam em cada um dos sequentes que compõem esta regra.

A Tabela abaixo resume todas as regras da LPM, isto é, as regras de introdução e eliminação dos
conectivos lógicos apresentados na gramática 2.2.
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Regras da Lógica Proposicional Minimal

φ ⊢ φ
(Ax)

Regras de introdução Regras de eliminação
Γ, φ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ → ψ
(→i)

Γ1 ⊢ φ → ψ Γ2 ⊢ φ

Γ1 ∪ Γ2 ⊢ ψ
(→e)

Γ, φ ⊢ ⊥
Γ ⊢ ¬φ

(¬i)
Γ1 ⊢ ¬φ Γ2 ⊢ φ

Γ1 ∪ Γ2 ⊢ ⊥
(¬e)

Γ1 ⊢ φ1 Γ2 ⊢ φ2

Γ1 ∪ Γ2 ⊢ φ1 ∧ φ2
(∧i)

Γ ⊢ φ1 ∧ φ2

Γ ⊢ φi∈{1,2}
(∧e)

Γ ⊢ φi∈{1,2}

Γ ⊢ φ1 ∨ φ2
(∨i)

Γ1 ⊢ φ1 ∨ φ2 Γ2, φ1 ⊢ γ Γ3, φ2 ⊢ γ

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ⊢ γ
(∨e)

Exemplo 4. Vamos mostrar que a disjunção é comutativa, ou seja, queremos construir
uma prova para o sequente φ ∨ ψ ⊢ ψ ∨ φ. A ideia aqui é utilizarmos a regra (∨e). Para
isto podemos instanciar Γ com o conjunto unitário contendo a fórmula φ∨ ψ. Em função
da estrutura da regra (∨e), precisamos construir duas provas distintas de ψ ∨ φ: uma a
partir de φ, e outra a partir de ψ. Podemos fazer isto com a ajuda da regra (∨i):

(Ax)
φ ∨ ψ ⊢ φ ∨ ψ

φ ⊢ φ
(Ax)

φ ⊢ ψ ∨ φ
(∨i)

ψ ⊢ ψ
(Ax)

ψ ⊢ ψ ∨ φ
(∨i)

φ ∨ ψ ⊢ ψ ∨ φ
(∨e)

Exercício 12. Sejam φ, ψ e ρ fórmulas quaisquer da LP. Prove que a disjunção é associativa,
isto é, prove o sequente (φ ∨ ψ) ∨ ρ ⊣⊢ φ ∨ (ψ ∨ ρ) na LPM.

Exemplo 5. Considere o sequente φ → ψ ⊢ ¬ψ → ¬φ. Inicialmente, devemos observar
que a fórmula que queremos provar é uma implicação, e portanto, o mais natural é tentar
aplicar a regra (→i), e em seguida aplicar (MT) (na construção de baixo para cima) para
poder completar a prova:

(Ax)
φ → ψ ⊢ φ → ψ ¬ψ ⊢ ¬ψ

(Ax)

φ → ψ,¬ψ ⊢ ¬φ
(MT)

φ → ψ ⊢ ¬ψ → ¬φ
(→i)

A prova que acabamos de fazer é outro caso que aparece com frequência, e corresponde a uma regra
conhecida como contrapositiva:
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Γ ⊢ φ → ψ

Γ ⊢ ¬ψ → ¬φ
(CP)

Exercício 13. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Prove o sequente φ → ¬ψ ⊢ ψ → ¬φ na LPM.

Exercício 14. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Prove o sequente ⊢ ((((φ → ψ) → φ) → φ) →
ψ) → ψ na LPM.

Exercício 15. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Prove o sequente φ,¬φ ⊢ ¬ψ na LPM.

Exemplo 6. Neste exemplo, veremos que é possível fazer a introdução de uma implicação
sem precisar descartar uma hipótese, se tivermos uma prova do consequente da implicação
que queremos construir. Ou seja, se temos uma prova de ψ então podemos construir uma
prova de φ → ψ, qualquer que seja a fórmula φ. Em outras palavras, queremos construir
uma prova para o sequente ψ ⊢ φ → ψ:

ψ,φ ⊢ ψ
(Ax)

ψ ⊢ φ → ψ
(→i)

Como este raciocínio aparece com frequência nas provas, vamos colocá-lo como uma regra derivada:

Γ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ → ψ
(→i) ∅

Regras derivadas da LPM

Γ ⊢ φ

Γ ⊢ ¬¬φ
(¬¬i)

Γ1 ⊢ φ → ψ Γ2 ⊢ ¬ψ
Γ1 ∪ Γ2 ⊢ ¬φ

(MT)
Γ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ → ψ
(→i) ∅

Γ ⊢ φ → ψ

Γ ⊢ ¬ψ → ¬φ
(CP)

Γ ⊢ φ → ¬ψ
Γ ⊢ ψ → ¬φ

(CP)′

Exercício 16. Sejam φ,ψ e γ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
⊢ (φ → ψ) → φ → γ → ψ na LPM.

Exercício 17. Sejam φ e γ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente φ,¬φ ⊢ ¬γ
na LPM.
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Exercício 18. Seja φ uma fórmula da LP. Construa uma prova para o sequente ¬¬¬φ ⊢ ¬φ na
LPM.

Exercício 19. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
¬(φ ∨ ψ) ⊢ (¬φ) ∧ (¬ψ) na LPM.

Exercício 20. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
(¬φ) ∧ (¬ψ) ⊢ ¬(φ ∨ ψ) na LPM.

Exercício 21. Sejam φ,ψ e δ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
φ → ψ ⊢ (δ ∨ φ) → (δ ∨ ψ) na LPM.

Exercício 22. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
φ → ψ ⊢ ¬(φ ∧ ¬ψ) na LPM.

Exercício 23. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
φ ∧ ψ ⊢ ¬(¬φ ∨ ¬ψ) na LPM.

Exercício 24. Sejam φ e γ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
(¬φ) ∨ (¬γ) ⊢ ¬(φ ∧ γ) na LPM.

Exercício 25. Sejam φ e γ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
¬¬(φ ∧ γ) ⊢ (¬¬φ) ∧ (¬¬γ) na LPM.

Exercício 26. Sejam φ e γ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
(¬¬φ) ∧ (¬¬γ) ⊢ ¬¬(φ ∧ γ) na LPM.

Exercício 27. Sejam φ,ψ e γ fórmulas da LP. Prove o sequente φ∨ (ψ ∧ γ) ⊢ (φ∨ ψ) ∧ (φ∨ γ)
na LPM.

Exercício 28. Sejam φ,ψ e γ fórmulas da LP. Prove o sequente (φ∨ ψ) ∧ (φ∨ γ) ⊢ φ∨ (ψ ∧ γ)
na LPM.
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Exercício 29. Sejam φ,ψ e γ fórmulas da LP. Prove o sequente φ∧ (ψ ∨ γ) ⊢ (φ∧ ψ) ∨ (φ∧ γ)
na LPM.

Exercício 30. Sejam φ,ψ e γ fórmulas da LP. Prove o sequente (φ∧ ψ) ∨ (φ∧ γ) ⊢ φ∧ (ψ ∨ γ)
na LPM.

Exercício 31. Seja φ uma fórmula da LP. Prove o sequente ⊢ ¬¬(φ ∨ ¬φ) na LPM.

Exercício 32. Seja φ uma fórmula da LP. Prove o sequente ⊢ ¬(φ ∧ ¬φ) na LPM.

Exercício 33. Sejam φ e γ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
(φ → γ) ∧ ¬(φ ∧ γ) ⊢ ¬φ na LPM.

Exercício 34. Sejam φ,ψ e γ fórmulas da LP. Prove o sequente φ ↔ ψ,ψ → γ,¬γ ⊢ (¬φ)∧(¬ψ)
na LPM.

Exercício 35. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
¬¬(ψ → φ) ⊢ (¬φ) → (¬ψ) na LPM.

2.4 Dedução Natural em notação padrão
O sistema de dedução natural visto anteriormente utiliza uma notação de sequentes. Nesta notação, o
contexto aparece no mesmo nível da fórmula que está sendo provada. A desvantagem desta notação é ter
que explicitar o contexto em cada nó da árvore de prova. Nesta seção, vamos apresentar uma notação
equivalente à anterior onde o contexto não aparece de forma explícita[18, 11, 31, 4]. Para motivarmos
a vantagem da nova notação, considere a prova da associatividade da conjunção, isto é, do sequente
(ϕ ∧ ψ) ∧ φ ⊢ ϕ ∧ (ψ ∧ φ):

(∧e)
(∧e)
(Ax)

(ϕ ∧ ψ) ∧ φ ⊢ (ϕ ∧ ψ) ∧ φ

(ϕ ∧ ψ) ∧ φ ⊢ ϕ ∧ ψ

(ϕ ∧ ψ) ∧ φ ⊢ ϕ

(∧e)
(∧e)
(Ax)

(ϕ ∧ ψ) ∧ φ ⊢ (ϕ ∧ ψ) ∧ φ

(ϕ ∧ ψ) ∧ φ ⊢ ϕ ∧ ψ

(ϕ ∧ ψ) ∧ φ ⊢ ψ

(ϕ ∧ ψ) ∧ φ ⊢ (ϕ ∧ ψ) ∧ φ
(Ax)

(ϕ ∧ ψ) ∧ φ ⊢ φ
(∧e)

(ϕ ∧ ψ) ∧ φ ⊢ (ψ ∧ φ)
(∧i)

(ϕ ∧ ψ) ∧ φ ⊢ ϕ ∧ (ψ ∧ φ)
(∧i)

Observe que o contexto, isto é, o antecedente de cada um dos sequentes desta prova é o mesmo, e
como o que muda ao longo da prova é o consequente dos sequentes, podemos colocar nosso foco na parte
que é modificada e remover os contextos da prova deixando-a mais limpa e compacta:
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(∧e)
(∧e)

(ϕ ∧ ψ) ∧ φ

(ϕ ∧ ψ)
ϕ

(∧e)
(∧e)

(ϕ ∧ ψ) ∧ φ

ϕ ∧ ψ

ψ

(ϕ ∧ ψ) ∧ φ

φ
(∧e)

(ψ ∧ φ)
(∧i)

ϕ ∧ (ψ ∧ φ)
(∧i)

A remoção do contexto em provas como a do exemplo anterior é trivial já que ele não muda e é dado
no enunciado. Mas será que é possível sempre remover os contextos das provas de uma forma sistemática?
Sim! Mas então como lidar com as regras (¬i) , (→i) e (∨e) que mudam o contexto? Vejamos um exemplo:
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Exemplo 7. Considere novamente o sequente φ → ψ,¬ψ ⊢ ¬φ que foi provado em
um exemplo anterior utilizando a notação de sequentes. Se simplesmente apagarmos os
contextos, obtemos a seguinte árvore de derivação:

(→e)
φ → ψ φ

ψ ¬ψ
⊥

(¬e)

¬φ
(¬i)

Agora vamos inferir o contexto em cada nó da árvore considerando o comportamento
das regras da Tabela ??. Vamos fazer isto das folhas para a raiz considerando apenas a
árvore de derivação acima. Como a árvore possui três folhas, cada uma contendo uma
fórmula distinta, o contexto das folhas é o conjunto contendo as três fórmulas, ou seja,
o conjunto {φ → ψ,¬ψ,φ}. Como a regra (→e) preserva o mesmo contexto, o contexto
da fórmula ψ, na linha 2, é também o conjunto {φ → ψ,¬ψ,φ}. Da mesma forma, a
regra (¬e) preserva o contexto, e portanto o contexto da fórmula ⊥ é também o conjunto
{φ → ψ,¬ψ,φ}. Já a regra (¬i) adiciona uma fórmula ao contexto (leitura de baixo para
cima), ou remove uma fórmula do contexto, se a leitura for feita de cima para baixo.
Neste caso, a fórmula removida é φ, e portanto o contexto da fórmula ¬φ (raiz da árvore)
é o conjunto {φ → ψ,¬ψ} como esperado. Na árvore de derivação acima, não existe
nenhuma informação explícita de que a fórmula φ é eliminada do contexto. Podemos
inferir isto porque conhecemos o comportamento da regra (¬i), mas em uma árvore maior
onde várias fórmulas sejam removidas do contexto a leitura da árvore de derivação pode
se tornar bastante confusa. Para facilitar a leitura de qual fórmula é eliminada, e em
qual passo, podemos marcar as fórmulas que são eliminadas:

(→e)
φ → ψ [φ]

ψ ¬ψ
⊥

(¬e)

¬φ
(¬i)

e agora fica claro que a fórmula φ não faz parte do contexto original do sequente a ser
provado. Note que os colchetes são colocados apenas nas folhas que contêm fórmulas
que não fazem parte do contexto dado pelo problema. Em outras palavras, os colchetes
são utilizados para marcar fórmulas que são hipóteses temporárias, ou seja, que em
determinado momento serão removidas do contexto. Em uma situação geral, podem
existir diversas fórmulas para serem descartadas, e por regras distintas. Para que fique
claro o escopo de cada fórmula, precisamos de um mecanismo para nos informar quando
as fórmulas marcadas com os colchetes são removidas (ou descartadas) do contexto.
No exemplo acima, isto ocorre ao aplicarmos a regra (¬i). Então, utilizaremos um símbolo
qualquer para registrar este fato. Neste exemplo utilizamos como símbolo a letra u:

(→e)
φ → ψ [φ]u

ψ ¬ψ
⊥

(¬e)

¬φ
(¬i) u

Agora sabemos que hipótese [φ]u foi descartada durante a aplicação da regra (¬i) u na
árvore de derivação.

A seguir, veremos exemplos mais complexos onde fórmulas idênticas podem exigir marcas distintas,
mas antes disto compare as regras de dedução natural para a lógica proposicional minimal com notação
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de sequente, e com a notação padrão na Tabela ??. Observe como o mecanismo de descarte simula a
mudança de contexto antes e depois de uma aplicação das regras (∨e), (→i) e (¬i). Como a notação
padrão (contextos implícitos) é mais compacta, a partir deste momento não utilizaremos mais a notação
com sequentes. A intenção de iniciar este trabalho utilizando a notação com sequentes foi para permitir
uma explicação mais fácil e natural para o processo de descarte de hipóteses, que sempre gera muitas
dúvidas entre os alunos. Por exemplo, se a razão do descarte não está clara, é comum aparecerem árvores
de derivação com descarte de hipóteses feito em regras como (∧i), (∧e), (∨i), (→e) e (¬e). Se você acha
que está tudo bem uma árvore de derivação conter descarte de hipóteses nas regras citadas na frase
anterior, volte para o início deste capítulo e reinicie o estudo do sistema de dedução natural antes de
prosseguir :-)

Regras da LPM

Notação com sequentes Notação padrão

1
Γ1 ⊢ φ1 Γ2 ⊢ φ2

Γ1 ∪ Γ2 ⊢ φ1 ∧ φ2
(∧i)

φ1 φ2

φ1 ∧ φ2
(∧i)

2
Γ ⊢ φ1 ∧ φ2

Γ ⊢ φi∈{1,2}
(∧e)

φ1 ∧ φ2

φi∈{1,2}
(∧e)

3
Γ ⊢ φi∈{1,2}

Γ ⊢ φ1 ∨ φ2
(∨i)

φi∈{1,2}

φ1 ∨ φ2
(∨i)

4
Γ ⊢ φ1 ∨ φ2 Γ, φ1 ⊢ γ Γ, φ2 ⊢ γ

Γ ⊢ γ
(∨e) φ1 ∨ φ2

[φ1]u
...
γ

[φ2]v
...
γ

γ (∨e) u, v

5
Γ, φ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ → ψ
(→i)

[φ]u
...
ψ

φ → ψ
(→i) u

6
Γ ⊢ φ → ψ Γ ⊢ φ

Γ ⊢ ψ
(→e)

φ → ψ φ

ψ
(→e)

7
Γ, φ ⊢ ⊥
Γ ⊢ ¬φ

(¬i)

[φ]u
...
⊥
¬φ (¬i) u

8
Γ ⊢ ¬φ Γ ⊢ φ

Γ ⊢ ⊥
(¬e)

¬φ φ

⊥
(¬e)

A partir deste ponto, utilizaremos apenas a notação padrão.

2.5 A Lógica Proposicional Intuicionista
A Lógica Proposicional Intuicionista (LPI) tem como sistema dedutivo as regras da LPM juntamente
com a regra de eliminação do absurdo intuicionista, também conhecida como regra da explosão:

⊥
φ

(⊥e)

Assim, as provas em dedução natural na LPI são construídas utilizando as regras da tabela abaixo:
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Regras derivadas da LPI

1
φ1 φ2

φ1 ∧ φ2
(∧i)

2
φ1 ∧ φ2

φi∈{1,2}
(∧e)

3
φi∈{1,2}

φ1 ∨ φ2
(∨i)

4
φ1 ∨ φ2

[φ1]u
...
γ

[φ2]v
...
γ

γ (∨e) u, v

5

[φ]u
...
ψ

φ → ψ
(→i) u

6
φ → ψ φ

ψ
(→e)

7

[φ]u
...
⊥
¬φ (¬i) u

8
¬φ φ

⊥
(¬e)

9
⊥
φ

(⊥e)

Exercício 36. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
(¬φ) ∨ ψ ⊢ φ → ψ na LPI.

Exercício 37. Seja φ uma fórmula da LP. Construa uma prova para o sequente ⊢ ¬¬(¬¬φ → φ)
na LPI.

Exercício 38. Seja φ uma fórmula da LP. Construa uma prova para o sequente ⊢ ¬¬((¬φ) ∨φ)
na LPI.

Exercício 39. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
(¬¬φ) → (¬¬ψ) ⊢ ¬¬(φ → ψ) na LPI.

Exercício 40. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Construa uma prova para o sequente
⊢ ¬¬(((φ → ψ) → φ) → φ) na LPI.
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2.6 A Lógica Proposicional Clássica
Vamos caminhar na direção de mais uma extensão, agora da LPI para a Lógica Proposicional Clássica
(LPC). Iniciamos com a lógica proposicional minimal, depois a estendemos para a lógica proposicional
intuicionista, e agora vamos estendê-la com a regra da eliminação do absurdo clássico, também conhecida
como prova por contradição, obtendo assim a LPC. A tabela abaixo apresenta as regras da LPC:

Regras da Lógica Clássica

1
φ1 φ2

φ1 ∧ φ2
(∧i)

2
φ1 ∧ φ2

φi∈{1,2}
(∧e)

3
φi∈{1,2}

φ1 ∨ φ2
(∨i)

4
φ1 ∨ φ2

[φ1]u
...
γ

[φ2]v
...
γ

γ (∨e) u, v

5

[φ]u
...
ψ

φ → ψ
(→i) u

6
φ → ψ φ

ψ
(→e)

7

[φ]u
...
⊥
¬φ (¬i) u

8
¬φ φ

⊥
(¬e)

9
⊥
φ

(⊥e)

10

[¬φ]u
...
⊥
φ (PBC) u

Exercício 41. Mostre que a regra (⊥e) é uma regra derivada na LPC. Ou seja, ela pode ser
provada com as regras da LPM juntamente com (PBC).
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Exercício 42. Acabamos de caracterizar a LPC como sendo a LPI juntamente com a regra
de prova por contradição (PBC), mas outras caracterizações são possíveis. De fato, podemos
adicionar qualquer das regras a seguir à LPI para obter a LPC:

¬¬φ
φ

(¬¬e)
φ ∨ (¬φ)

(LEM)
((φ → ψ) → φ) → φ

(LP)

Para justificar o argumento acima, mostre que as regras (PBC), (¬¬e), (LEM) e (LP) são
equivalentes.

Exercício 43. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Prove φ ∧ ψ ⊣⊢ ¬(¬φ ∨ ¬ψ).

Exercício 44. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Prove φ → ψ ⊣⊢ (¬φ) ∨ ψ.

Exercício 45. Sejam φ e ψ fórmulas da LP. Prove o sequente (¬φ) → ψ ⊢ (¬ψ) → φ.

Exercício 46. Sejam φ e ψ fórmulas quaisquer da LP. Prove os sequentes ¬¬(φ ∨ ψ) ⊣⊢
(¬¬φ) ∨ (¬¬ψ).

Exercício 47. φ ↔ ¬φ ⊢ ⊥

Exercício 48. (¬φ) → (¬ψ) ⊢ ¬¬(ψ → φ)

Exercício 49. Sejam φ e ψ fórmulas quaisquer da LP. Mostre que o sequente φ → ψ ⊢ (¬φ) ∨ψ
não possui uma derivação intuicionista.

Exercício 50. Sejam φ e ψ fórmulas quaisquer da LP. Mostre que o sequente
¬((¬φ) ∧ (¬ψ)) ⊢ φ ∨ ψ não possui uma derivação intuicionista.

Exercício 51. Sejam φ e ψ fórmulas quaisquer da LP. Mostre que o sequente
¬((¬φ) ∨ (¬ψ)) ⊢ φ ∧ ψ não possui uma derivação intuicionista.

2.6.1 A Semântica da LPC
Considere o seguinte problema:
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Exemplo 8. Em uma ilha moram apenas dois tipos de pessoas: as honestas, que sempre
falam a verdade; e as desonestas, que sempre mentem. Um viajante, ao passar por esta
ilha encontra três moradores chamados A, B e C. O viajante pergunta para o morador A:
“Você é honesto ou desonesto?” A responde algo incompreensível, e o viajante pergunta
para B: “O que ele disse?” B então responde “Ele disse que é desonesto”. Neste momento
C se manifesta: “Não acredito nisto! Isto é uma mentira!”. Questão: C é honesto ou
desonesto?

Para resolver este problema pense no que ocorre se um morador desta ilha, digamos X,
disser "Eu sou desonesto"? Isto nos levaria a uma contradição! De fato, se X for honesto
então ele disse a verdade, e portanto é desonesto. Por outro lado, se X é desonesto então
ele mentiu, e portanto é honesto. Assim, como A não poderia ter dito que é desonesto,
podemos concluir que B é desonesto! E portanto, C é honesto! Vamos construir uma
prova de que este raciocínio está em correto usando a teoria que estudamos? O ponto
de partida é construir um sequente que corresponda ao enunciado deste problema. Que
variáveis proposicionais vamos precisar? Certamente precisamos de variáveis que nos
permitam caracterizar quando um morador é ou não honesto. Assim, utilizaremos três
variáveis proposicionais com a seguinte semântica:

• a: o morador A é honesto;

• b: o morador B é honesto;

• c: o morador C é honesto.

Desta forma, a negação de qualquer destas variáveis significa que o morador correspondente
é desonesto. Agora precisamos representar o que foi dito por cada um dos moradores
por meio de uma fórmula da lógica proposicional. Considere o que disse o morador B:
"Ele disse que é desonesto", quer dizer, o morador B disse que o morador A disse que
era desonesto. Como codificar este fato por meio de uma fórmula da LP? Vamos iniciar
considerando uma situação geral e mais simples. Digamos que um morador X tenha dito
Y , isto é, "X disse Y ". Que fórmula da LP corresponde a este fato? Suponha que a
variável x codifica a proposição "X é honesto". Então observe que, se X for honesto então
o que ele disse é verdade, ou seja, tanto x quanto Y são verdade. Por outro lado, se X for
desonesto então Y é falso, e tanto x quanto Y são falsos. Assim, podemos concluir que
as variáveis x e Y são equivalentes, no sentido que ou ambas são verdadeiras, ou ambas
são falsas. Assim, podemos representar a afirmação "X disse Y " pela fórmula x ↔ Y .
Voltando então ao nosso problema original, podemos agora representar o fato de que o
morador B disse que o morador A disse que era desonesto pela fórmula b ↔ (a ↔ (¬a)).
O morador C por sua vez, disse que B mentiu, o que corresponde a fórmula c ↔ (¬b).
Com isto podemos montar o sequente a ser provado: b ↔ (a ↔ (¬a)), c ↔ (¬b) ⊢ c.

Exercício 52. Prove o sequente b ↔ (a ↔ (¬a)), c ↔ (¬b) ⊢ c construído no exemplo anterior.
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Exercício 53. Considere uma ilha onde moram apenas dois tipos de pessoas: as honestas, e que
portanto sempre falam a verdade; e as desonestas, que sempre mentem. Um viajante, ao passar
por esta ilha encontra três moradores chamados A, B e C. O viajante pergunta para o morador
A: “Quantos, dentre vocês três, são desonestos?” A responde algo incompreensível, e o viajante
pergunta para B: “O que ele disse?” B então responde “Ele disse que exatamente dois de nós
somos desonestos”. Neste momento C se manifesta: “Não acredito nisto! Isto é uma mentira!”.
Questão: C é honesto ou desonesto?

Exercício 54. Em uma ilha moram apenas dois tipos de habitantes: os honestos, que sempre
falam a verdade; e os desonestos, que sempre mentem. Você encontra dois habitantes desta
ilha, digamos João e José. João diz que José é desonesto. José diz "Nem João nem eu somos
desonestos". Você consegue determinar qual dos dois é honesto e qual é desonesto?

No exemplo anterior, utilizamos a associação do valor de verdade (verdadeiro ou falso) de uma variável
proposicional para resolver um problema. Esta abordagem está relacionado com a semântica da lógica
proposicional clássica que nos fornece os meios para concluir quando uma fórmula é verdadeira ou falsa.
A gramática

φ ::= p | ⊥ | (¬φ) | (φ ∧ φ) | (φ ∨ φ) | (φ → φ) (2.3)

define como são as fórmulas da LP, a partir de seis construtores:

1. O primeiro denota uma variável proposicional, e caracteriza uma fórmula atômica, i.e. uma fórmula
que não pode ser subdividida em uma fórmula menor.

2. O segundo construtor é uma constante que denota o absurdo (⊥), que também é uma fórmula
atômica. O absurdo é utilizado para representar uma fórmula que tem valor de verdade "falso
(F)". É importante observar que podemos associar a qualquer fórmula da LP apenas dois valores
de verdade, a saber: verdadeiro (T) ou falso (F).

3. O terceiro construtor denota a negação e nos permite construir uma nova fórmula a partir de uma
fórmula dada. Assim, dada uma fórmula φ, podemos construir a sua negação (¬φ). A semântica da
negação é a que conhecemos intuitivamente: se uma fórmula φ é verdadeira (T) então sua negação
é falsa (F), e vice-versa. Normalmente, representamos este fato via a seguinte tabela:

φ (¬φ)
T F
F T

4. O quarto construtor denota a conjunção e nos permite construir uma nova fórmula a partir de duas
fórmulas dadas. Assim, dadas duas fórmulas φ1 e φ2, podemos construir a sua conjunção (φ1 ∧φ2).
A semântica da conjunção também é a usual, isto é, a conjunção (φ1 ∧ φ2) é verdadeira somente
quando φ1 e φ2 são simultaneamente verdadeiras:

Aqui é importante observar que a leitura da construção da conjunção na gramática 2.2 não diz que
suas componentes são iguais (apesar da utilização do mesmo símbolo φ nas duas componenetes).
Lembre-se que a leitura desta construção em 2.2 é: dadas duas fórmulas (não necessariamente
iguais!), podemos construir a sua conjunção. Alternativamente, poderíamos ter escrito a gramática
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φ1 φ2 (φ1 ∧ φ2)
T T T
T F F
F T F
F F F

2.2 da seguinte forma equivalente:

φ,ψ ::= p | ⊥ | (¬φ) | (φ ∧ ψ) | (φ ∨ ψ) | (φ → ψ) (2.4)

5. O quinto construtor denota a disjunção e, como no caso anterior, nos permite construir uma nova
fórmula a partir de duas fórmulas dadas. Assim, dadas duas fórmulas φ1 e φ2, podemos construir
a sua disjunção (φ1 ∨ φ2), cuja semântica é dual à semântica da conjunção: a disjunção (φ1 ∨ φ2)
é falsa somente quando φ1 e φ2 são simultaneamente falsas.

φ1 φ2 (φ1 ∨ φ2)
T T T
T F T
F T T
F F F

6. O sexto construtor é a implicação. Assim, dadas duas fórmulas φ1 e φ2, podemos construir a sua
implicação (φ1 → φ2) com a semântica dada na tabela abaixo.

φ1 φ2 (φ1 → φ2)
T T T
T F F
F T T
F F T

O sentido usual da implicação assume implicitamente uma relação de causa e efeito, ou causa e
consequência no sentido de que o antecedente φ1 é o que gera o consequente φ2 como em "Se eu não
beber água então ficarei desidratado". No entanto, o sentido da implicação na lógica é um pouco
diferente pois tem como fundamento a preservação da verdade, que não necessariamente possui
uma relação de causa e efeito. Por exemplo, a proposição "Se 2+2=4 então o dia tem 24 horas" é
verdadeira, mas não existe relação causal entre a igualdade 2+2=4 e o fato de o dia ter 24 horas
de duração.

Uma gramática como 2.2 (ou 2.4) nos fornece as regras sintáticas para a construção das fórmulas da
LP. São quatro construtores recursivos (negação, conjunção, disjunção e implicação) também chamados
de conectivos lógicos, e dois não recursivos.

Apesar da gramática apresentada acima não incluir a bi-implicação, este é um conectivo bastante
utilizado. De fato, a bi-implicação, já utilizada em exemplos anteriores, pode ser reescrita em usando a
implicação e conjunção. Como exercício construa a tabela verdade da bi-implicação e observe que φ ↔ ψ
é verdadeira somente quando φ e ψ possuem o mesmo valor de verdade. Adicionalmente, dizemos que
duas fórmulas φ e ψ são equivalentes quando a fórmula φ ↔ ψ é uma tautologia:
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Tautologia Uma fórmula que é sempre verdadeira,
independentemente dos valores de verda-
de associados às suas variáveis.

Contradição Uma fórmula que é sempre falsa,
independentemente dos valores de verda-
de associados às suas variáveis.

Contingência Uma fórmula que pode ser tanto verda-
deira quanto falsa dependendo dos va-
lores de verdade associados às suas
variáveis.

As tautologias e as contradições são particularmente importantes, e possuem símbolos especiais para
representá-las. Nas gramáticas 2.2 e 2.4 já vimos que a constante ⊥ é o representante das contradições.
As tautologias, por sua vez, podem ser representadas pelo símbolo ⊤.

Agora chegamos em um momento chave do nosso estudo. Considere um sequente arbitrário, digamos
Γ ⊢ φ, onde Γ é um conjunto finito de fórmulas da LP. Podemos então perguntar: é possível provar este
sequente? Ou em outras palavras, qualquer sequente possui uma prova? A resposta certamente é não.
Se tudo pudesse ser provado então não teríamos razão para estudar a lógica proposicional. Como então
é possível separar os sequentes que têm prova dos que não podem ser provados? Para responder esta
pergunta precisamos inicialmente compreender a noção de consequência lógica. Dizemos que uma
fórmula φ é consequência lógica da fórmula ψ, notação ψ |= φ, se φ for verdadeira sempre que ψ for
verdadeira. Este conceito pode ser facilmente estendido para um conjunto Γ de fórmulas, de forma que
Γ |= φ, isto é, φ é consequência lógica do conjunto Γ se φ for verdadeira sempre que as fórmulas em Γ
forem verdadeiras. Agora podemos enunciar dois teoremas importantes que nos permitirão responder à
questão anterior:

Teorema 1 (Correção da LP). Sejam Γ um conjunto, e φ uma fórmula da lógica proposicional.
Se Γ ⊢ φ então Γ |= φ.

A prova deste teorema é por indução em Γ ⊢ φ. Não detalharemos aqui esta prova, que pode ser
encontrada por exemplo em [4].

Teorema 2 (Completude da LP). Sejam Γ um conjunto, e φ uma fórmula da lógica proposicional.
Se Γ |= φ então Γ ⊢ φ.

A prova do teorema de completude da LP é um pouco mais complexa do que a prova de correção,
e também pode ser encontrada em [4]. Note que este lema responde a nossa pergunta anterior: um
sequente tem prova exatamente quando seu consequente for consequência lógica do seu antecedente.
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Capítulo 3

TODO A Lógica de Primeira Ordem

Vamos estender a Lógica Proposicional para ganhar em poder de expressividade. Como é a gramática
da Lógica de Primeira Ordem (LPO)? Isto é, qual a linguagem que precisamos para conseguir expressar
quantificação universal e existencial? Inicialmente, precisamos representar os elementos que podem ser
quantificados. Assim, diferentemente do caso proposicional, temos duas classes de objetos na LPO:
termos e fórmulas. Os termos são representados pela seguinte gramática:

t ::= x | f(t, . . . , t) (3.1)

ou seja, os termos são construídos a partir de variáveis (no sentido usual da palavra em Matemática) e,
funções com uma certa aridade (i.e número de argumentos). Observe que os termos vão representar os
elementos do conjunto sobre o qual podemos quantificar e caracterizar por meio de propriedades. Por
exemplo, considere o conjunto dos números naturais N. Neste caso, as variáveis representam números
naturais, e exemplos de funções são: sucessor (aridade 1), soma (aridade 2), etc. O conjunto das variáveis
de um termo t, notação (t), consiste no conjunto das variáveis que ocorrem em t, e pode ser definido
indutivamente por:

Definição 1. O conjunto var(t) das variáveis que ocorrem no termo t é definido indutivamente
como a seguir:

1. var(x) = {x};

2. var(f(t1, t2, . . . , tn)) = var(t1) ∪ var(t2) ∪ . . . ∪ var(tn).

Denotaremos por t[[x/u]] o termo obtido ao se substituir todas as ocorrências da variável x pelo termo
u no termo t.

As fórmulas da LPO utilizam os mesmos conectivos da LP e são definidas pela seguinte gramática:

φ ::= p(t, . . . , t) | ⊥ | (¬φ) | (φ ∧ φ) | (φ ∨ φ) | (φ → φ) | ∃xφ | ∀xφ (3.2)

onde o primeiro construtor representa uma fórmula atômica, e os dois últimos representam, respectivamente,
a quantificação existencial e universal. Note que as fórmulas atômicas representam fórmulas que não
podem ser decompostas, e que têm termos como argumentos. Em uma fórmula atômica da forma
p(t1, . . . , tn), p é um predicado de aridade n, e t1, . . . , tn são termos. A LPO é a lógica utilizada no dia a
dia dos matemáticos, ainda que de maneira informal. Com os predicados podemos expressar propriedades
dos termos. Por exemplo, ainda no conjunto dos números naturais, podemos expressar a propriedade de
um número natural ser primo por meio de um predicado unário, digamos p. Desta forma, a fórmula p(x)
pode expressar o fato de x ser primo. Outros exemplos de fórmulas atômicas incluem os predicados ≤,
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≥, < e > que normalmente usamos em notação infixa como em 2 ≤ 5, por exemplo.

Observe que agora existem dois tipos de variáveis na linguagem da Lógica de Primeira Ordem.
Por exemplo, considere as fórmulas q(x) e ∀xp(x). Em ∀xp(x) ocorrência da variável x em p(x) está
ligada ao quantificador universal, enquanto que na fórmula q(x), a variável x está livre. De uma forma
geral, dizemos que uma ocorrência de uma variável é ligada, se ela estiver no escopo de um quantificador
(universal ou existencial), e livre, se a ocorrência não estiver no escopo de nenhum quantificador. Observe
que uma variável pode ocorrer livre e ligada em uma mesma fórmula: q(x) ∨ ∀xp(x). O conjunto das
variáveis livres de uma fórmula φ, notação FV (φ), é definido indutivamente como segue:

Definição 2. Seja φ uma fórmula da LPO. O conjunto FV (φ) das variáveis livres da fórmula
φ é definido indutivamente na estrutura de φ por:

1. FV (p(t1, t2, . . . , tn)) = var(t1) ∪ var(t2) ∪ . . . ∪ var(tn);

2. FV (⊥) = {};

3. FV (¬ψ) = FV (ψ);

4. FV (ψ ⋆ γ) = FV (ψ) ∪ FV (γ), onde ⋆ ∈ {∧,∨,→};

5. FV (Qxψ) = FV (ψ)\{x}, onde Q ∈ {∀,∃}.

De maneira análoga podemos definir o conjunto das variáveis ligadas de uma fórmula:

Definição 3. Seja φ uma fórmula da LPO. O conjunto BV (φ) das variáveis ligadas da fórmula
φ é definido indutivamente na estrutura de φ por:

1. BV (p(t1, t2, . . . , tn)) = {};

2. BV (⊥) = {};

3. BV (¬ψ) = BV (ψ);

4. BV (ψ ⋆ γ) = BV (ψ) ∪BV (γ), onde ⋆ ∈ {∧,∨,→};

5. BV (Qxψ) = BV (ψ) ∪ {x}, onde Q ∈ {∀,∃}.

Estas noções são importantes porque a operação de substituição na Lógica de Primeira Ordem é
definida de tal forma a evitar captura de variáveis, diferentemente da substituição feita em termos vista
anteriormente. Isto significa que, por exemplo, se quisermos substituir a ocorrência de y em ∀xp(x, y)
por x, o resultado não pode ser ∀xp(x, x) já que neste caso a segunda ocorrência de x que era livre,
passou a ser ligada depois da substituição, ou seja, a segunda ocorrência de x foi capturada. Para
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evitar este problema, podemos renomear as variáveis ligadas de uma fórmula sempre que necessário.
De fato, observe que as fórmulas ∀xq(x), ∀yq(y) e ∀zq(z) têm todas a mesma semântica. Isto significa
que o renomeamento de variáveis ligadas não muda o sentido, ou significado, de uma fórmula. Para
enfatizarmos a operação de substituição que definiremos a seguir, denotaremos por φ[x/t] o resultado de
substituir todas as ocorrências livres de x na fórmula φ pelo termo t. Quando a variável a ser substituída
não precisar ser enfatizada (por exemplo, por poder ser facilmente obtida do contexto), escreveremos
simplesmente φ(t) ao invés de φ[x/t].

Definição 4. Seja φ uma fórmula da LPO. A operação de substituir todas as ocorrências livres
da variável x pelo termo t em φ, notação φ[x/t] é definida indutivamente na estrutura da fórmula
φ da seguinte forma:

1. p(t1, t2, . . . , tn)[x/t] = p(t1[[x/t]], t2[[x/t]], . . . , tn[[x/t]]);

2. ⊥[x/t] = ⊥;

3. (¬ψ)[x/t] = ¬(ψ[x/t]);

4. (ψ ⋆ γ)[x/t] = (ψ[x/t]) ⋆ (γ[x/t]), onde ⋆ ∈ {∨,∧,→};

5. (Qyψ)[x/t] =

 Qyψ, se x = y;
Qy(ψ[x/t]), se y ̸∈ var(t);
Qz(ψ[y/z][x/t]), c.c.

onde z é uma variável nova, e Q ∈ {∀,∃}.

Observe que o primeiro caso do item 5 da definição anterior, a substituição não tem nenhum efeito
sobre a fórmula quando a variável da substituição coincide com a variável do quantificador (x = y),
e portanto variáveis ligadas não são substituídas. O caso em que y ̸∈ var(t) faz a propagação da
substituição para dentro do corpo do quantificador já que não há possibilidade de captura de variável.
Por fim, quando x ̸= y e y ∈ var(t) a variável do quantificador é renomeada para um nome novo, no
caso z, as ocorrências de y em ψ são renomeadas para z e então a substituição é propagada para dentro
do corpo do quantificador.

O sistema de dedução natural na LPO possui as mesmas regras utilizadas no caso proposicional, mas
agora aplicadas a fórmulas da LPO, e adicionalmente temos as regras de introdução e eliminação para
os quantificadores que apresentamos a seguir.

A regra de introdução do quantificador universal permite a construção de uma prova de uma fórmula
da forma ∀xφ(x), ou seja, queremos concluir que a propriedade φ é satisfeita por qualquer elemento x
do domínio. Mas o que precisamos para garantir que todo elemento x do domínio tenha a propriedade
φ? Uma maneira seria tentar a construção individual de cada uma destas provas, ou seja, suponha que
o domínio seja o conjunto {x0, x1, x2 . . .} que pode ser finito ou infinito, e considere uma prova de φ(x0),
isto é, uma prova de que x0 satisfaz a propriedade φ. Seria possível repetir esta prova para x1, x2, e
assim sucessivamente? Se pudermos repetir a mesma prova para todos os elementos do domínio então
certamente podemos concluir ∀xφ(x). Para que uma generalização desta forma seja possível precisamos
que a prova de φ(x0) não dependa de hipótese que assuma alguma informação sobre x0.
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φ(x0)
∀xφ(x)

(∀i) se a prova de φ(x0) não depende de hipótese não-descartada que contenha x0.

A regra de eliminação do quantificador universal nos permite instanciar a variável quantificada
universalmente x com qualquer elemento t do domínio.

∀xφ(x)
φ(t)

(∀e)

A analogamente, a regra de introdução do quantificador existencial nos permite concluir que existe
um elemento que satisfaz a propriedade φ a partir da prova de que algum elemento do domínio, digamos
t, satisfaça a propriedade φ.

φ(t)
∃xφ(x)

(∃i)

Por fim, a regra de eliminação do quantificador existencial é dada como a seguir:

∃xφ(x)

[φ(x0)]u
...
γ

γ
(∃e) u

onde x0 é uma variável nova que não ocorre em γ.

Nesta regra provamos γ a partir de uma prova de ∃xφ(x), e de uma prova de γ a partir da suposição
φ(x0). Ou seja, como temos uma prova de ∃xφ(x), então temporariamente assumimos que x0 (um novo
elemento que, portanto, não pode ter sido utilizado antes) satisfaz a propriedade φ. Se a partir desta
suposição pudermos provar uma fórmula, digamos γ, que não dependa de x0 então podemos concluir γ
após descartar a suposição φ(x0).

Exercício 55. Apresente derivações em Dedução Natural para os sequentes ∀x¬φ ⊣⊢ ¬∃xφ na
LPO minimal.

Exercício 56. Apresente derivações em Dedução Natural para os sequentes ¬∀xϕ ⊣⊢ ∃x¬ϕ, e
em seguida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou clássica.

Exercício 57. Apresente derivações em Dedução Natural para os sequentes ∀xϕ ⊣⊢ ¬∃x¬ϕ, e
em seguida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou clássica.
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Exercício 58. Apresente derivações em Dedução Natural para os sequentes ∃xϕ ⊣⊢ ¬∀x¬ϕ, e
em seguida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou clássica.

Exercício 59. Apresente derivações em Dedução Natural para os sequentes a seguir assumindo
que x não ocorre livre em ψ, e em seguida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou
clássica.

1. (∀xϕ) ∧ ψ ⊢ ∀x (ϕ ∧ ψ)

2. (∃xϕ) ∧ ψ ⊢ ∃x (ϕ ∧ ψ)

3. ∀x (ψ → ϕ) ⊢ ψ → ∀xϕ

4. ∀x (ϕ → ψ) ⊢ (∃xϕ) → ψ

Exercício 60. Prove que não existe uma derivação intuicionista para os sequentes a seguir:

1. ¬∃x¬φ ⊢ ∀xφ

2. ¬∀x¬φ ⊢ ∃xφ

3. ∀x¬¬φ ⊢ ¬¬∀xφ

3.1 Indução
Indução é uma ferramenta fundamental que será utilizada com frequência para provar a correção de
algoritmos. Além disso, na análise da eficiência dos algoritmos, usaremos várias ferramentas matemáticas,
como somatórios, conjuntos, funções e matrizes. O apêndice VIII do livro [9, 10] pode ser consultado
para revisar esses tópicos. A próximas subseções fazem uma revisão de indução.

3.1.1 Indução Matemática
Indução matemática é uma técnica de prova muito poderosa que desempenha um papel fundamental
tanto em Matemática quanto em Computação. Se P (n) denota uma propriedade dos números naturais
N = {0, 1, 2, . . .} então o princípio da indução matemática (PIM) é dado por:

P 0 ∀k, P k =⇒ P (k + 1)
∀n, P n

(PIM)

Na descrição acima, chamamos P 0 de base da indução e ∀k, P k =⇒ P (k + 1) de passo indutivo.
No passo indutivo, P k é chamado de hipótese de indução. Vejamos um exemplo:
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Exemplo 9. Considere a seguinte propriedade sobre os números naturais:

A soma dos n primeiros números naturais ímpares é igual a n2. (3.3)

Esta propriedade vale trivialmente para o 0 (a soma dos 0 primeiros números ímpares é igual a
02), o que corresponde à base da indução. Agora seja k um natural arbitrário, e suponha que a
soma dos k primeiros números ímpares seja igual a k2 (hipótese de indução). Precisamos provar
que a soma dos k + 1 primeiros números ímpares é igual a (k + 1)2. De fato, o (k + 1)-ésimo
número ímpar é igual a 2.k+1 (por que?), e portanto k2+2.k+1 = (k+1)2 como queríamos provar.

Uma prova mais detalhada de (3.3) pode ser feita da seguinte forma: a soma dos n primeiros
números ímpares pode ser escrita por meio do somatório

∑n
i=1(2.i− 1), que por definição é igual

a 0, se n = 0. Queremos provar que

n∑
i=1

(2.i− 1) = n2,∀n (3.4)

Aplicando o princípio da indução matemática (PIM), temos 2 casos para analisar:

• (Base da indução): Para n = 0, a igualdade (3.4) é trivial porque o lado esquerdo da
igualdade é igual a 0 por definição.

• (Passo indutivo): No passo indutivo assumimos que (3.4) vale para um número
natural arbitrário, digamos k, e provamos que esta propriedade continua valendo para
o natural k + 1. Ou seja, assumimos que

∑k
i=1(2.i − 1) = k2, e vamos provar que∑k+1

i=1 (2.i − 1) = (k + 1)2. Partindo do lado esquerdo desta última igualdade, podemos
decompor o somatório da seguinte forma

∑k+1
i=1 (2.i − 1) =

∑k
i=1(2.i − 1) + (2.k + 1), e

agora podemos utilizar a hipótese de indução (h.i.) para assim chegarmos ao lado direito
da mesma:

∑k+1
i=1 (2.i− 1) =

∑k
i=1(2.i− 1) + (2.k + 1) h.i.= k2 + (2.k + 1) = (k + 1)2.

Observe que o passo indutivo é a parte interessante de qualquer prova por indução. A base da indução
consiste apenas na verificação de que a propriedade vale para uma situação particular. Agora resolva os
exercícios a seguir:

Exercício 61. Mostre que
n∑

i=0
i = n(n+ 1)

2 .

Exercício 62. Prove que
n∑

i=0
i(i+ 1) = n.(n+ 1).(n+ 2)

3 .

Exercício 63. Prove que
n∑

i=0
2i = 2n+1 − 1.

39



Exercício 64. Prove que 3 | (22n − 1) para todo n ≥ 0.

Existem propriedades que valem apenas para um subconjunto próprio dos números naturais:

Por exemplo, 2n < n! só vale para n ≥ 4. Para este tipo de problema utilizamos uma generalização
do PIM onde a base de indução não precisa ser o 0. Chamaremos esta variação de Princípio da Indução
Generalizado (PIG):

P m ∀k, P k =⇒ P (k + 1)
∀n ≥ m,P n

(PIG)

Exemplo 10. Prove que 2n < n!,∀n ≥ 4.

1. (Base de indução) A propriedade vale para n = 4, o que é trivial, e;

2. (Passo indutivo) Mostraremos que 2k+1 < (S k)! assumindo que 2k < k!,∀k ≥ 4. De fato,

temos que 2k+1 = 2.2k
(h.i)
< 2.k!

(∗)
< (k+ 1).k! = (k+ 1)!, onde a desigualdade (*) se justifica

pelo fato de k ser maior ou igual a 4.

Exercício 65. Prove que a soma dos n primeiros números naturais é igual a n(n+1)
2 .

Exercício 66. Prove que a soma dos n primeiros quadrados é igual a n(n+1)(2n+1)
6 . Ou seja,

mostre que
n∑

i=1
i2 = n(n+ 1)(2n+ 1)

6 .

Exercício 67. Prove que a soma dos n primeiros cubos é igual ao quadrado da soma de 1 até n,
ou seja, que 13 + 23 + . . .+ n3 = (1 + 2 + . . .+ n)2.

Exercício 68. Prove que 2n − 1 é múltiplo de 3, para todo número natural n par.

Exercício 69. Prove que 3n ≥ n2 + 3 para todo n ≥ 2.

Exercício 70. Prove que n2 < 4n−1 para todo n ≥ 3.
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Exercício 71. Prove que n! > 3n para todo n ≥ 7.

Exercício 72. Prove que n! ≤ nn para todo n ≥ 1.

Uma variação do PIM bastante útil é conhecida como Princípio da Indução Forte (PIF):

∀k, (∀m,m < k =⇒ P m) =⇒ P k

∀n, P n
(PIF )

Exercício 73. Prove que qualquer inteiro n ≥ 2 é um número primo ou pode ser escrito como
um produto de primos (não necessariamente distintos), i.e. na forma n = p1.p2. · · · .pr, onde os
fatores pi (1 ≤ i ≤ r) são primos.

Exercício 74. Mostre que PIM e PIF são princípios equivalentes.

3.1.2 Indução Estrutural
Nesta seção veremos que o princípio de indução matemática (PIM) visto anteriormente é um caso
particular de um princípio geral que está associado a qualquer conjunto definido indutivamente. Vimos
dois tipos de regras utilizadas na construção de um conjunto definido indutivamente:

1. As regras não recursivas, ou seja, aquelas que definem diretamente um elemento do conjunto
definido indutivamente;

2. As regras recursivas, ou seja, aquelas que constroem novos elementos a partir de elementos já
construídos.

Como veremos no próximo exemplo, estas regras podem fazer uso de elementos de outros conjuntos
previamente definidos. Formalmente, se A1, A2, . . . são conjuntos então a estrutura geral das regras de
um conjunto definido indutivamente B é como a seguir:

1. Inicialmente temos as regras não recursivas que definem diretamente os elementos b1, . . . , bm de B:

a1 ∈ A1 a2 ∈ A2 . . . aj1 ∈ Aj1

b1[a1, . . . , aj1 ] ∈ B
· · ·

a1 ∈ A1 a2 ∈ A2 . . . ajm
∈ Ajm

bm[x1, . . . , xjm ] ∈ B

2. Em seguida, temos as regras recursivas que constroem novos elementos a partir de elementos já
construídos:
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a1 ∈ A1 . . . aj′
1

∈ Aj′
1
d1, . . . , dk1 ∈ B

c1[x1, . . . , xj′
1
, d1, . . . , dk1 ] ∈ B

· · ·
a1 ∈ A1 . . . ajn

∈ Ajn
d1, . . . , dkn

∈ B

cn[a1, . . . , ajn , d1, . . . , dkn ] ∈ B

Qualquer elemento de um conjunto definido indutivamente pode ser construído após um número
finito de aplicações das regras que o definem (e somente com estas regras). Os elementos d1, d2, . . . , dki

são ditos estruturalmente menores do que o elemento ci[a1, . . . , aji
, d1, . . . , dki

]. Isto significa que os
elementos d1, d2, . . . , dki

são subtermos próprios de ci[a1, . . . , aji
, d1, . . . , dki

].

Podemos associar um princípio de indução a qualquer conjunto definido indutivamente. No contexto
genérico acima, teremos um caso base (base da indução) para cada regra não recursiva, e um passo
indutivo para cada regra recursiva. O esquema simplificado (omitindo os parâmetros por falta de espaço)
tem a seguinte forma:

casos base︷ ︸︸ ︷
P (b1) . . . P (bm)

casos indutivos︷ ︸︸ ︷
(∀d1 . . . dk1 , P (d1), . . . , P (dk1 ) ⇒ P (c1)) . . . (∀d1 . . . dk1 , P (d1), . . . , P (dkn ) ⇒ P (cn))

∀x ∈ B,P x

Retornando ao caso do conjunto dos números naturais, temos um princípio indutivo com apenas um
caso base e um caso indutivo:

P 0 ∀k, P k =⇒ P (S k)
∀n, P n

O conjunto dos booleanos possui um princípio indutivo com dois casos base, e nenhum caso indutivo:

P true P false
∀b, P b

Futuramente estudaremos diversos algoritmos que utilizam a estrutura de lista encadeada, definida
pela seguinte gramática l ::= nil | a :: l, onde nil representa a lista vazia, e a :: l representa a lista
com primeiro elemento a e cauda l. Como esta gramática possui um construtor não recursivo, e um
construtor recursivo, teremos um princípio de indução com um caso base, e um passo indutivo:

P nil ∀l h, P l =⇒ P (h :: l)
∀l, P l

O comprimento de uma lista, isto é, o número de elementos que a lista possui, é definido recursivamente
por:

|l| =
{

0, se l = nil
1 + |l′|, se l = a :: l′
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Uma operação importante que nos permite construir uma nova lista a partir de duas listas já
construídas é a concatenação. Podemos definir a concatenação de duas listas por meio da seguinte
função recursiva:

l1 ◦ l2 =
{
l2, se l1 = nil
a :: (l′ ◦ l2), se l1 = a :: l′

Por fim, o reverso de uma lista é definido recursivamente por:

rev(l) =
{
l, se l = nil
(rev(l′)) ◦ (a :: nil), se l = a :: l′

Os exercícios a seguir expressam diversas propriedades envolvendo estas operações. Resolva cada um
deles utilizando indução.

Exercício 75. Prove que |l1 ◦ l2| = |l1| + |l2|, quaisquer que sejam as listas l1, l2.

Exercício 76. Prove que l ◦ nil = l, qualquer que seja a lista l.

Exercício 77. Prove que a concatenação de listas é associativa, isto é, (l1 ◦ l2) ◦ l3) = l1 ◦ (l2 ◦ l3)
quaisquer que sejam as listas l1, l2 e l3.

Exercício 78. Prove que |rev(l)| = |l|, qualquer que seja a lista l.

Exercício 79. Prove que rev(l1 ◦ l2) = (rev(l2)) ◦ (rev(l1)), quaisquer que sejam as listas l1, l2.

Exercício 80. Prove que rev(rev(l)) = l, qualquer que seja a lista l.
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