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Capitulo 1

Introducao

Este material estd sendo desenvolvido para dar suporte aos alunos de graduacao da Universidade de
Brasilia nas disciplinas de Logica Computacional 1 e Projeto e Analise de Algoritmos. Normalmente, o
publico que cursa estas disciplinas pertence aos cursos de Computagao, Matemética e Engenharias em
geral, mas acreditamos que este material seja ttil para todos que tenham interesse nos temas de logica e
algoritmos. A primeira parte deste material apresenta os conceitos bésicos de logica partindo da logica
proposicional e chegando na logica de primeira ordem. A logica de primeira ordem pode ser vista como a
"6gica padrao"utilizada, ainda que informalmente, em Matematica e Computagao. Este estudo inicial de
logica sera tutil para a segunda parte que trata da andlise de algoritmos. Tanto o estudo de légica quanto
o de algoritmos d4 especial atencdo a construgio de provas (mateméticas). Neste contexto, as provas séo
inicialmente feitas em papel e lapis (provas informais), e posteriormente em computador (provas formais).
A construcao de provas € um tema que costuma ser espinhoso, de forma que aqui tentaremos facilitar
o processo de familiarizagdo com este tema partindo de provas simples, para em seguida explorarmos
situagoes mais complexas. Novas atividades serdo incorporadas sempre que possivel, de forma que este
material est4d em constante atualizagao.

Linguagens naturais, como o Portugués por exemplo, sao ambiguas por natureza, e para evitarmos
possiveis duvidas na leitura de formulas ou propriedades utilizaremos linguagens mais restritas. Ini-
ciaremos com a linguagem da logica proposicional (LP), que nos permitira resolver diversos problemas
interessantes. Estes problemas serao estudados também no contexto computacional. Com isto, queremos
dizer que resolveremos problemas manualmente, isto é, em papel e lapis, e também no computador.

Apesar da LP possuir limitagoes de expressividade, ela serd util para que possamos entender a di-
namica da construcao de provas, mas a logica efetivamente usada no dia a dia do matemaético ou do
cientista da computagao é a Logica de Primeira Ordem (LPO), que nos permitira expressar propriedades
de algoritmos de forma mais natural. Durante esta caminhada, estudaremos um assunto fundamental
que esta presente em diversos contextos: induc¢do. Intuitivamente, o conceito de indugao é bastante
simples, mas a sua aplicacdo em situagoes especificas costuma gerar muita davida.

A construgao de provas mecénicas, ou seja, provas feitas em computador, é uma atividade que tem
despertado interesse crescente nas tltimas décadas em fungao da forma como a computagao tem se infil-
trado no nosso dia a dia. Mas aqui precisamos de uma pequena pausa para explicarmos o que queremos
dizer com provas feitas por computador. Esta explicacdo se faz necessaria porque existem pelo menos
duas abordagens distintas no que se refere a este assunto: os provadores autométicos de teoremas por
um lado, e os assistentes de prova por outro.

Um provador automaético de teoremas é um programa munido de uma heuristica que recebe um
teorema como argumento e tenta, de forma automética, encontrar uma prova para o teorema dado
[33, 21, 26]. Um assistente de provas por outro lado, consiste em um programa que requer a orienta-
¢ao/interacdo do usuério para poder construir uma prova. Ou seja, o usuario vai guiando o sistema na
construgdo de prova, enquanto o sistema verifica se cada passo dado/sugerido pelo usuério esta correto.
Sao exemplos de assistentes de prova o PVS|29], o Isabelle/HOL[27], o Lean|I4] ¢ o Coq|37]. Neste
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material trabalharemos com o assistente de provas Coq, que é um sistema de cédigo aberto e que pode
ser instalado em sistemas Linux, MacOs e Windows, e até mesmo ser executado via browser[I].

Existem materiais muito interessantes que servem como tutoriais do Coq, como por exemplo, [32], ou
[8]. Aqui ndo pretendemos apresentar um tutorial do Coq. Nosso foco é o estudo da logica proposicional
e de primeira ordem, assim como a utilizacao delas no estudo de algoritmos. Para isto utilizaremos o
Coq como ferramenta de apoio mostrando como um assistente de provas pode ser tutil nesta caminhada.
Aqui é importante observar também que um assistente de provas é basicamente uma linguagem de pro-
gramagao juntamente com uma linguagem de especificagao, ou seja, além da linguagem de programagao
existem uma camada légica adicional, chamada de linguagem de especificacao, que nos permite expressar
os lemas e teoremas, por exemplo. A camada légica do Coq é baseada em um formalismo conhecido como
cdlculo de construgoes indutivas [30] que é muito mais expressivo do que a logica de primeira ordem que
estudaremos aqui. Neste sentido, utilizaremos apenas uma pequena parte do poder de computacional do
Coq. Nao assumimos nenhum conhecimento prévio de Coq. A ideia aqui é que vocé possa reproduzir os
temas abordados em Coq a partir do zero: simplesmente abra o Coq com a interface de sua preferéncia
e siga as orientacoes. Nem tudo que sera abordado aqui terd uma versao correspondente em Coq, ja que
alguns temas serdo puramente tedricos e foram pensados para serem feitos em papel e lapis. E mesmo a
etapa de construgao de provas em um assistente de provas deve ser precedida de um esboco em papel e
lapis.

No contexto de algoritmos e desenvolvimento de software é comum a utilizagao de testes como mé-
todo de validagdo. Ou seja, o programa (ou software) é executado com diversas entradas distintas, e
se nenhum problema é encontrado, o programa é considerado bom o suficiente para ser utilizado. De
fato, a primeira coisa que fazemos apo6s implementar um algoritmo é testa-lo para diversas entradas,
e caso alguma resposta seja incorreta, uma revisao da implementacao é feita para corrigir o erro, e
entao novos testes sao realizados. Este processo é repetido até que o programador sinta confianga na
implementagao, mas depois de todos estes testes é possivel dizer que o programa é correto? Certamente
nao! Pensando no caso particular da implementacdo de um algoritmo de ordenacdo listas de naturais
ou inteiros (ou qualquer estrutura munida de uma ordem total), sabemos que existe uma infinidade de
listas de inteiros que podem ser utilizadas nos testes, e portanto nao é possivel testar todas elas. Em se
tratando de programas utilizados em sistemas criticos (aviagdo, medicina, sistemas bancarios, etc), por
menores que sejam as chances de erros, falhas nao sao toleradas em sistemas criticos. O que fazer entao
para garantir a correcao de um programa? Uma abordagem possivel consiste em utilizar a légica para
provar a corregdo do programa! Uma prova de uma propriedade de um programa fornece a garantia
de que o programa satisfaz a propriedade provada sempre! Esta é a abordagem que utilizaremos aqui,
e que tem se mostrado cada vez mais importante para o desenvolvimento da Mateméaticall7, 15l 2] B] e
Computagao[23] 31 [28]. Para concluir esta se¢do e comegarmos a colocar a mao na massa, listamos trés
exemplos famosos de erros em sistemas computacionais:

1. Therac-25: Uma méaquina de radioterapia controlada por computador causou a morte de pelo
menos 6 pacientes entre 1985 e 1987 por overdose de radiagao.

2. Pentium FDIV: Um erro na construgao da unidade de ponto flutuante do processador Pentium
da Intel causou um prejuizo de aproximadamente 500 milhoes de ddlares para a empresa que se
viu forcada a substituir os processadores que ja estavam no mercado em 1994.

3. Ariane 5: Um foguete que custou aproximadamente 7 bilhdes de dolares para ser construido ex-
plodiu no seu primeiro voo em 1996 devido ao reuso sem verificagao apropriada de partes do codigo
do seu predecessor.

A Légica Computacional (LC) tem por objetivo utilizar a légica para raciocinar sobre Computagao,
ou seja, consiste na utilizacao da logica para a resolucao de problemas computacionais. Isto pode ser
feito considerando a logica como uma linguagem de programacao [36], ou considerando uma mecanizagao
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do raciocinio légico de forma a permitir a resolucao de exercicios no computador, ao invés da resolugao
usual em papel e lapis [20]. A abordagem que utilizaremos difere das anteriores, mas possui um pouco
de cada uma delas como veremos a seguir.

Para explicar a nossa abordagem, suponha que vocé tenha um grande banco de dados com infor-
macoes de uma determinada populacdo, e que por alguma razao precise ordenar estas informacgoes por
idade em determinado momento; em outro momento, a ordenagao que precisa ser feita é por nome ou
outro critério qualquer. O que vocé faz? Uma alternativa é utilizar uma implementagao jé feita, mas
precisamos entdo perguntar se a implementacao utilizada é correta. A alternativa que utilizaremos con-
siste em construirmos uma implementacao e provarmos que ela esta correta. Em particular, estudaremos
sistemas dedutivos que nos permitirdo expressar e provar propriedades de programas[4].

Ja deixamos claro que vamos provar muita coisa aqui. Mas o que é uma prova? Uma resposta
possivel "é um argumento feito para convencer alguém"[35]. O problema deste argumento é que pessoas
diferentes podem ter compreensoes distintas sobre o argumento, de forma que o argumento pode ser uma
prova para uma pessoa, mas nao para a outra... estranho, ndo? Uma definicao geral e abstrata para
a nocao de prova nao é uma tarefa facil, mas forneceremos uma definicao precisa em um contexto mais
restrito, a saber, o da logica simbolica[19, 39].

Este material esta sendo construido a partir de notas de aulas utilizadas nas minhas turmas de Lo6-
gica Computacional 1 e Projeto e Anéalise de Algoritmos na Universidade de Brasilia nos tultimos anos,
e portanto estd em constante atualizacao.

Agradecimentos Este material foi escrito com o apoio do programa Aprendizagem para o Terceiro
Milénio (A3M) coordenado pelo CEAD/UnB, que viabilizou o trabalho do estudante Rafael Monteiro
Rodrigues na elaboracdo de diversas atividades. O estudante Gabriel Silva também fez contribuigoes
importantes na elaboragao das atividades, e em particular, na formalizacao do algoritmo mergesort. No
entanto, todos os erros eventualmente existentes sdo de minha inteira responsabilidade. Criticas e/ou
sugestoes sao muito bem-vindas e podem ser enviadas para flaviomoura@unb.br.
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Capitulo 2

A Loégica Proposicional

Iniciaremos nosso estudo com a ldgica proposicional (LP) que é uma logica baseada na nogao de propo-
sicao. Uma proposicao, por sua vez, é uma sentenga que pode ser qualificada como verdadeira ou falsa.
Sao exemplos de proposigao:

o 242 =4.

e 143 < 0.

e 2 é um nimero primo.

e Joao tem 20 anos e Maria tem 22 anos.

Mas nem toda sentenga é uma proposi¢ao. De fato, a sentenca "Feche a porta!", ou ainda a pergunta
"Qual é o seu nome?"nao podem ser qualificadas como verdadeira ou falsa, e portanto ndo sdo propo-
sicoes. Algumas proposigoes podem ser divididas em proposi¢coes menores. Por exemplo, a proposigao
"Joao tem 20 anos e Maria tem 22 anos"é composta da proposigao "Joao tem 20 anos"e da proposigao
"Maria tem 22 anos", que por sua vez nao podem mais serem divididas porque os pedacos menores
nado sdo mais qualificaveis como verdadeiro ou falso. Uma proposicdo que ndao pode ser dividida é um
elemento basico utilizado na construgao de proposicoes mais complexas, que chamaremos de formula
atémica. Utilizaremos letras latinas mintdsculas para representar formulas atomicas. Por exemplo, po-
demos utilizar a letra ¢ para representar a proposi¢ao "Maria tem 22 anos", e a letra p para "Joao tem
20 anos". A proposigdo do exemplo acima é construida com a utilizagdo do conectivo "E"(conjungao),
que sera representado pelo simbolo A. Com esta simbologia, podemos codificar a proposi¢ao "Jodo tem
20 anos e Maria tem 22 anos"pela formula p A ¢. Vejamos entao a gramatica utilizada na construcao das
formulas da LP, que serao representadas por letras gregas mintsculas:

pu=plL(=p) [ (eA@) [ (pVe)l(p—¢) (2.1)

A gramatica (2.1) define como as férmulas da LP sdo construidas. Ela possui 6 construtores:

1. O primeiro denota uma variavel proposicional, e caracteriza uma féormula atémica, i.e. uma férmula
que nao pode ser subdividida em férmulas menores.

2. O segundo construtor é uma constante que denota o absurdo (L), que também é uma formula
atomica. O absurdo seré utilizado quando tivermos informagoes contraditérias em nossas provas.
Isto ficara mais claro nos exemplos.



3. O terceiro construtor denota a negagao.

4. O quarto construtor denota a conjungao.
5. O quinto construtor denota a disjungao.

6. O sexto construtor é a implicagao.

Uma gramatica como nos fornece as regras sintaticas para a construgao das férmulas da LP. Sao
quatro construtores recursivos (negagao, conjun¢ao, disjuncdo e implica¢ao) também chamados de conec-
tivos logicos, e dois nao recursivos. Apesar da gramatica apresentada acima nao incluir a bi-implicagao,
este é um conectivo bastante utilizado, e pode ser escrito em fungao dos outros conectivos: ¢ <> ¥ é
o mesmo que (¢ — ¥) A (¥ = ). Na verdade, a graméatica apresentada possui redundancias, isto é,
conectivos que podem ser escritos em fungao de outros, mas veremos isto posteriormente.

2.1 A Légica Proposicional Minimal

O sistema conhecido como dedu¢ao natural serd utilizado para a construcao das provas. Este sistema
foi criado pelo 16gico alemao Gerhard Gentzen (1909-1945), e consiste em um sistema 16gico composto
por um conjunto de regras de inferéncia que tenta capturar o raciocinio matemético da forma mais
natural possivel. Como veremos, estas regras nos permitem derivar novos fatos a partir das premissas.
Os fatos a serem provados sdo representados por meio de formulas da LP. Neste contexto, o primeiro
conceito importante que aparece é o de sequente. Formalmente, um sequente é um par cujo primeiro

elemento é um conjunto finito de férmulas (hipoteses), e o segundo elemento é uma formula (conclu-
sa0). Assim, se @1, pa,...,p, sdo as hipoteses de um dado problema, e se ¢ é a sua conclusdo, es-
crevemos 1, pa, ..., Py F 19 para representar o sequente que simboliza que 1 tem uma prova a partir
das hipoteses @1, @2, ..., pn. O conjunto {¢1,p2,...,pn}, isto &, a primeira componente do sequente
©1,92, .-, 9n F 1 também serd chamado de contexto ao longo do texto, e normalmente sera escrito sem
as chaves que usualmente sao usadas para representar conjuntos. Este é um abuso de linguagem usado
para nédo deixar a notagao sobrecarregada. Assim, se I' denota um conjunto finito de férmulas, ao invés
de T U {p} 9, escreveremos simplesmente I', ¢ F 1, onde T, ¢ deve entao ser lido como o conjunto que
contém a formula ¢ e todas as formulas de I'. O conceito de prova agora sera definido de forma mais
precisa. Concretamente, uma prova (ou uma derivagao) de um sequente da forma I' - ¢ é uma arvore
finita onde cada né corresponde a uma regra valida. A raiz da arvore é anotada com a conclusao, ou seja,
0 sequente que queremos provar, e as folhas sao anotadas com axiomas. As regras sao representadas por
regras de inferéncia, onde cada premissa e a conclusao correspondem a um sequente:

Fl F’}/l FQF’yQ...FkF’yk
't

onde k > 0. Quando k=0 e ' = {¢} a regra corresponde a um azioma:

— (Ax)
Yy

Uma prova (sequéncia de passos dedutivos) pode ser representada por meio de uma estrutura de ar-
vore, onde os nds sdo anotados com sequentes. A raiz da arvore é anotada com o sequente que queremos
provar, isto é, I' - 1, e as folhas da arvore sao axiomas.

Como veremos, a construgao desta arvore deve obedecer alguns critérios que detalharemos ao longo
deste capitulo, mas em linhas gerais, o principal critério consiste em obedecer as regras que definem o
sistema de deducdo natural. As regras sdo divididas em dois tipos: regras de introdu¢do e regras de
eliminacdo dos conectivos.
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1. O fragmento implicacional da logica proposicional

Iniciaremos com a regra de elimina¢ao da implica¢ao que é bastante conhecida. Denotaremos esta
regra, que também é conhecida como modus ponens, por (—.):

=9y | R
F17F2|_/¢

(=)

onde I'1,T's é 0o mesmo que I'y UTs.

A regra (—.) nos diz que a partir de uma prova de I'; - ¢ — ¥ e de outra prova de I's F ¢ pode-
mos concluir que I'y,'s F %, ou seja, uma prova de 1 a partir da uniao de I'y com I's. As regras
de introducao sao bastante intuitivas e, em certo sentido, podem ser vistas como uma definigao
do conectivo que estdo introduzindo. A regra de introdugio da implicag¢do, denotada por (—;),
possui alguns detalhes importantes. Para construirmos uma prova de uma implicagao, digamos do
sequente I' F ¢ — 1, precisamos construir uma prova de 1 tendo ¢ como hipdtese adicional ao
contexto I'. Em outras palavras, na leitura de baixo para cima, reduzimos o problema de provar
I' - ¢ — 1 ao novo problema (possivelmente mais simples) de provar I', ¢ F 4:

Loy
Troop )
o=

Também podemos observar esta regra de cima para baixo. Neste caso, ela nos permite passar uma
formula do conjunto de hipoteses para o consequente como antecedente de uma implicacdo. Assim,
a formula ¢ que era uma das hipdteses necesséarias para provar 1, deixa de ser hipotese, e passa
a ser antecedente de uma implicagdo no consequente. Considerando o subconjunto das férmulas
da logica proposicional construidas apenas com a implicagdo (, varidveis e a constante 1) e as
regras (—¢) e (—) temos o chamado fragmento implicacional da légica proposicional. O interesse
computacional deste fragmento esta diretamente relacionado ao algoritmo de inferéncia de tipos
em linguagens funcionais[I8]. O fundamento tedrico destas linguagens é o calculo-A[6] desenvolvido
por Alonzo Church em 1936[9, [10]. Para mais detalhes veja o Capitulo 1 de [4]. Como primeiro
exemplo, vamos considerar o sequente - (p — ¢) — (¢ — r) = p — r. A primeira observagio a
ser feita aqui é que a implicagao é associativa a direita, ou seja, ¢ — v — - deve ser lido como
¢ — (¥ — 7), e ndo como (¢ — ¥) — ~. Portanto, o sequente que queremos provar deve ser lido
como - (p = q) = ((¢ = r) — (p — r)). Utilizando inicialmente a regra (—;), temos a seguinte
situagao:

p—=qb(@g—=1r)—=>(m—r1)

Fp—=q) —(g—=71)—= (=)

Agora podemos aplicar novamente a regra (—;):

p—>q,q—rkEp—r

(=)

p=qb(g—=r) = (—r) )

Fp—=q) —(@—r)—={@—r1)

E mais uma vez, ja que a conclusao do sequente é ainda uma implicagao:
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p—>qq—r,pkr

p—>q,q—rkEp—r

p—=qk(g—=7r)=(p—r)

Fp—=q) —(@—=r)—=>{@—r)

Agora nao é mais possivel utilizar a regra (—;) porque a conclusdo r nao é uma implicagdo, mas
podemos utilizar a hipotese ¢ — r para obter r, desde que tenhamos ¢ para utilizarmos (—.). Neste
ponto, a arvore é bifurcada em dois ramos e precisamos dividir o contexto de forma adequada em
cada um dos ramos.

p—q,pkq q—rkFqg—r

(—e)
p—qq—>rpkr ()
i
p—>q,q—rkEp—r
(=)
p—qt(g—r1)—=(p—r)
(=)

Fp—q) —(@—r)—={@—r1)

Observe que o ramo da direita consiste em um axioma, e portanto consiste em uma folha da arvore.
No ramo da esquerda podemos obter ¢ por meio da regra (—.) com as hipGteses p — ¢ e p. A
prova completa é dada a seguir:

(Ax) (Ax)
pkp p—qbp—q
(—e) (Ax)
p—q,pkq q—>r|—q—>r( )
—e
p—qq—>rpkr )
—i
p—>q,q—rkEp—r
(=)

p—=aqb(g—r1)—=(—r)
Fp—q) = (@—r)—=(p—r)

(=)
Exercicio 1. Prove o sequente - (p = p —q) = p — q.

Exercicio 2. Prove o sequente - (p — q) = (p = p — q).

Exercicio 3. Prove o sequente - (¢ —>r —t) = (p—=q) > p—r —t.

Exercicio 4. Prove o sequente - (p = q—1) = (p—q) = p—r.

Exercicio 5. Prove o sequente - (p - q— 1) — (¢ = p— 7).

Exercicio 6. Prove o sequente - (p = 1) > p—q—r.

Exercicio 7. Prove o sequente - (p —q) = (p = 1) = (g—r —1t) > p—t.
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As regras para a negacao sao muito similares as regras da implicagdo, e isto nao ocorre por acaso.
De fato, uma negagao é uma implicagao particular porque —p é definida como ¢ — 1. Conside-
rando este fato, a analogia com as regras da implicagao é direta.

oL ' F—e TokF o

T (¥ rrarl

Veremos posteriormente que apenas com a negacao e implicagao podemos expressar todos os outros
conectivos apresentados na gramatica , que portanto é uma gramatica redundante. No en-
tanto, esta redundéncia é interessante porque nos permite expressar formulas complexas de forma
compacta.

Exercicio 8. Seja ¢ uma formula da légica proposicional. Prove o sequente @ = ——p.

O sequente do exercicio anterior ocorre com alta frequéncia em provas, e pelo seu carater especial,
ele sera promovido ao status de regra derivada. Nesta transformagao, os antecedentes do sequente,
neste caso a férmula ¢, sao generalizados como premissas da regra de inferéncia:

e
1_"_7@ (=)
e
Talvez vocé esteja esperando agora a derivagao da eliminagao da dupla negacao para se juntar a re-
gra anterior, mas infelizmente isto nao é possivel neste momento porque o poder de expressividade
que temos até agora com as regras (—), (=), (7i) e (—¢) ndo é suficiente para provarmos a elimi-
nacao da dupla negacao. Mas para deixé-lo intrigado provaremos o seguinte sequente: =——p - —.

o (Ax)
pre
(=) (Ax)

(—4)

o, L

O sequente anterior é a prova da eliminacao da dupla negacao de uma férmula negada, e isto
faz toda a diferenca. Voltaremos a falar da eliminagao da dupla negagao na segao sobre logica
proposicional classica.

Exercicio 9. Sejam ¢ e ¥ formulas da légica proposicional. Prove o sequente ¢ — ¢ F (=—¢) —

(=)

Exercicio 10. Sejam ¢ e @ formulas da logica proposicional. Prove o sequente =—(p — )
(=) = (=)

A regra de introdugao da conjungao, denotada por (A;), nos diz o que precisamos fazer para cons-
truir uma prova de um sequente que possui uma conjungao na conclusao, isto é, um sequente da
forma I' F ¢1 A @2, onde T" é um conjunto finito de féormulas da LP, e 1 e @9 sdo féormulas da LP.
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A regra (A;) é dada pela seguinte regra de inferéncia:

' o1 Ta F o '
', T o1 Ao ' (2.2)

ou seja, uma prova de I' F 1 A o é construida a partir de uma prova de I' - ¢ e de uma prova
de '+ ©2.

Existem duas regras de eliminagao para a conjungao ja que podemos extrair qualquer uma das
componentes de uma conjuncao:

F"g@l/\gﬁg F"ng/\QDQ

Ne —— (Ae
T () T ()

Estas duas regras podem ser representadas de forma mais concisa da seguinte formas:

'+ ©®1 N Y2
' @ief1,2y (2.3)

Usaremos o nome (A.) para designar a utilizacao da regra de eliminac¢do da conjungio quando nao
quisermos especificar qual das regras (A, ) ou (A, ) foi utilizada.

Com as regras da conjungao ja podemos fazer um exercicio interessante: provar a comutatividade
da conjuncao, isto é, queremos construir uma prova para o sequente @ A Y = ¥ A p, onde ¢ e
sao formulas quaisquer da LP. A construcao da prova é feita inicialmente de baixo para cima com
a aplicagdo da regra (A;):

? ?

PN Y eANYFEo@
CANYEP A

(N)

Concluimos com a regra de eliminagdo da conjungao e o axioma:

— (Aw (AW
wAwaAw(A) ¢A¢F¢Aw(A)
pAYpEY T pAYPF @ &)

eAYEY A

Exercicio 11. Prove que a conjungao é associativa, isto é, prove o sequente (pAY)Ap = @AWY Ap),
onde @, V¥ e p sao formulas quaisquer da ldgica proposicional.

Vejamos agora as regras para a disjungdo. A regra de introdu¢ao da disjun¢do nos permite construir
a prova de uma disjungao a partir da prova de qualquer uma das suas componentes:
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Fl‘g@l Fl_(pg

— (Vi — (Vi
FFcpl\/gag( 1) FFcpl\upg( 2)

Como no caso da regra de eliminagao da conjungdo podemos representar estas duas regras de forma
mais compacta:

N Pic{1,2} v
'k ©®1 \Y Y2 ‘

A regra de eliminagdo da disjun¢do nos permite construir a prova de uma férmula, digamos v, a
partir de uma disjungao. Para isto, precisamos de duas provas distintas de =, cada uma assumindo
uma das componentes da disjuncao separadamente:

i@ Ve a1 By '3, 2
', Iy, T'skvy

(Ve)

Assim, para que tenhamos uma prova de 7 a partir das formulas em I'1, I'g, I's (sequente ', 'y, I's F
) precisamos de uma prova de v a partir de ¢ e das formulas de 'y (sequente I's, 1 F ) e de
outra prova de 7 a partir de ¢y e das formulas de I's (sequente I's, 2 = 7). Observe como os
contextos mudam em cada um dos sequentes que compoem esta regra.

Exemplo 12. Vamos mostrar que a disjuncdo € comutativa, ou Se€ja, queremos construir uma
prova para o sequente o V1 F 1V . A ideia aqui é utilizarmos a regra (Vo). Para isto podemos
instanciar I' com o conjunto unitdrio contendo a formula ¢ V1. Em funcdo da estrutura da regra
(Ve), precisamos construir duas provas distintas de ¥ V @: uma a partir de @, e outra a partir de
Y. Podemos fazer isto com a ajuda da regra (V;):

(Ax) P ) e (v)
eVYEeVY ey Ve YV (Vo)
VY PV ‘

Exercicio 13. Sejam ¢, ¥ e p formulas quaisquer da ldgica proposicional. Prove que a disjunc¢do
é associativa, isto €, prove o sequente (V) V pE oV (Y V p).

A Tabela apresenta as regras vistas até aqui. Estas regras formam a chamada Ildgica proposici-
onal minimal.

Agora vamos resolver mais alguns exercicios na loégica minimal.

Exemplo 14. Considere o sequente ¢ — b, —p F —p. Como a férmula do consequente é uma
nega¢ao, vamos aplicar a regra de introducdo da negac¢do na construg¢ao de uma prova de baizo para
cima, isto €, da raiz para as folhas da drvore:

2

<P—>1/J7ﬁ1/}a90'_l
e A RV e 1
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\ Regras de introdugao

\ Regras de eliminagao

I | R )) I'F o1 A N
I'i,To o1 Ao Tk gicpay
I'F pieq1,2) v Iy F 1 Vs a1 3,027 (Vo)
Tk Vs ', g, '3~ ‘
o9 NFe— ok o
X (= (—e)
=9y I'y,I'e -9
Mok L ' F—-e | N a7
TF-op T, Tob L (e)

Tabela 2.1: Regras da Logica Minimal

Agora, precisamos construir uma prova do absurdo, e portanto podemos tentar utilizar a regra (—).
Para isto precisamos escolher uma férmula do contexto para fazer o papel de ¢ da regra 8 da Tabela
[273 A principio temos trés opgoes: o — 1, b e . A boa escolha neste caso € = porque podemos
facilmente provar v a partir deste contexto:

(Ax)
poYEe—=Y pEe

=Y,k
o=,k L
o=, p =~

(Ax)

o

(Ax)
(ﬁe)
(=)

Depois de concluida a prova € fdcil entender o que queriamos dizer com boa escolha acima: Uma
boa escolha € um caminho que vai nos permitir concluir uma prova. Mas como fazer uma boa
escolha? Isto depende do problema a ser resolvido. Em alguns casos pode ser simples, mas em
outros, bastante complicado. O ponto importante a compreender € que existem caminhos possiveis
distintos na construgcao de provas da légica proposicional, e muito deste processo depende da nossa
criatividade.

O sequente que acabamos de provar ocorre com certa frequéncia em outras provas, assim como a
regra derivada (——;). As regras que sdo obtidas a partir das regras da Tabela sao chamadas
de regras derivadas. Este é o caso da regra conhecida como modus tollens (MT) obtida a partir do
sequente do exemplo anterior, onde cada antecedente é generalizado como uma premissa da regra:

Iibe—=4¢ TIak—9
F17F2F_|g0

(MT)

Exemplo 15. Considere o sequente ¢ — ¢ = = — —p. Inicialmente, devemos observar que a
formula que queremos provar é uma implicacao, e portanto, o mais natural € tentar aplicar a regra
(=), e em segquida aplicar (MT) (na construgio de baizo para cima) para poder completar a prova:

(Ax) (Ax)
(MT)

(=1)

p=YEe—=9 - =
o=,
A e

O sequente que acabamos de provar é outro caso que aparece com frequéncia em provas, e corres-
ponde a uma regra conhecida como contrapositiva:
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(Ax)
(Ae)

(

A

e

)

T'Fe—1y

'+ ﬁiﬂ — P (CP)

Exercicio 16. Sejam ¢ e formulas da légica proposicional. Prove o sequente p — —ip 9 — —p

E natural pensarmos que se é possivel provar ¢ a partir do conjunto I' entdo também é possivel
provar ¢ a partir do conjunto I' U {¢)}. Formalmente esta ideia corresponde a regra de enfraqueci-
mento (weakening):

'k

= ()

Lo

O teorema a seguir nos mostra que a regra de enfraquecimento pode ser derivada na légica propo-
sicional minimal:

Teorema 17. Se I' - ¢ entdo I',¢ F ¢ na ldgica proposicional minimal, quaisquer que sejam o
congunto ', e as formulas ¢ e 1.

A prova deste lema é feita por indugao na estrutura da derivagdo I' F . Retornaremos a ela no
final da Segao

Exercicio 18. Prove o sequente F ((((p = q) = p) = p) = q) = q.

Considerando que o sistema dedutivo da logica proposicional minimal apresentado nos permite
derivar a regra de enfraquecimento, podemos reestruturar as regras de forma a nao mais precisar
dividir os contextos nas regras com bifurcagido (de baixo para cima). O axioma pode entdo ser
escrito da seguinte forma:

— (A
R@HO( ©)

E as regras de introdugao e eliminagao dos conectivos logicos podem ser escritas como na Tabela[2.2}

Este ¢ um bom momento para simplificarmos a notagao que estamos usando, e tentaremos deixar
clara a vantagem de nossa abordagem com a mudanca de notagao neste momento. Vamos retomar
o Exercicio que consiste em provar que a conjunc¢ao é um conectivo que satisfaz a propriedade
associativa. Neste ponto acreditamos que vocé jé resolveu este exercicio. Em caso negativo, resolva
o exercicio antes de prosseguir. Em seguida, compare sua solugao com a que apresentamos a seguir,
ok? Tentar resolver os exercicios antes de olhar qualquer solugao é um passo muito importante
para a sua evolucao nos estudos de logica. Considere a prova a seguir:

Eix)) @AY APF (AP Ay )

(PAY) N (BAY) N ") (pANY)NpE A (OANP)NEE(DAY) Ay (")
(PAP)NpEPAY (@A) Aty (PAY)Apk o ()
(GAY) Apt ¢ @AY Ak (b Ap) (i,)
(ALY AQE AW AP) Z
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’ \ Regras de introdugao \ Regras de eliminagao

FF(pl FF()OQ FF(pl/\gﬂg
(N) | 57— (Ae)
1 I'E w1 Ap ' wicf1,2)
I'F pieq1,2) v I'Fo1 Vs Loy Thpabry (Vo)
2 TFei Vs 'y ¢
T.oF o TFp >0 TFo
= (=) (=)
3 =9 'y
Mok L 'k —p I'kFoe
4 TF-op Tk L )

Tabela 2.2: Regras da Logica Minimal

Observe que o contexto, isto €, o antecedente de cada um dos sequentes desta prova é o mesmo. De
fato, o contexto em cada n6 da arvore acima é o conjunto unitario contendo a formula (¢ A1) A .
Como o que muda ao longo da prova é o consequente dos sequentes, é natural considerar que o
foco, ou que a parte principal, desta prova é o consequente de cada sequente. Sabendo com qual
contexto estamos trabalhando, podemos remové-lo da prova deixando-a mais limpa e compacta.
Veja como fica a prova sem os contextos:

(/\ M
(AN T dAY (pAY) A
e (/\e) - (/\e)
(@A) Y % (D)
‘ ¢ (¥ A ) (;,)
A (A p) '

Sera que é possivel sempre remover os contextos das provas de uma forma sisteméatica? Sim, e
neste exemplo em particular, a situagao é simples porque o contexto é o mesmo em toda a prova,
mas este nao serda o caso em geral. Ainda considerando o exemplo anterior, se ndo soubéssemos
qual o contexto que foi apagado, seria possivel descobri-lo? Sim, esta informacao vem das folhas
da arvore, que sao as hipoteses do problema. Na notagao com o contexto explicito, as folhas da
arvore tém que ser axiomas, e portanto o contexto de todas as folhas é a formula (¢ A1) A ja que
todas as folhas sdo iguais. Agora podemos consultar a Tabela [2.1] e observar que os contextos das
regras (Ae) e (A;) s@o os mesmos antes e depois da aplicagao destas regras. Portanto, o contexto em
cada no6 da arvore é formado pelo conjunto unitario contendo a formula (¢ A1) A . Outro detalhe
importante é que as folhas desta nova arvore nao correspondem mais a regra (Ax), e portanto as
folhas tém que ser férmulas pertencentes ao contexto. As apresentagoes do sistema de dedugdo
natural normalmente utilizam contextos implicitos [19, [I3] 38| 4].

No Exemplo [T4] construimos uma prova do sequente ¢ — 1, =) - = com contextos explicitos, a
versao com contextos implicitos é dada pela seguinte arvore de derivagao:

o= ®
(0 -
1

(=)

Note que esta arvore possui trés folhas, cada uma contendo uma férmula distinta. O contexto
inicial é o conjunto contendo todas as féormulas que aparecem nas folhas, ou seja, nosso contexto
inicial é o conjunto {¢ — ¥, 1), p}. As regras (—.) e () preservam o contexto, e portanto o
contexto da linha 3 & o conjunto {¢ — 1, =, ¢}. De acordo com a Tabela[2.1] a regra (—;) adiciona
uma formula ao contexto (leitura de baixo para cima), ou remove uma féormula do contexto, se a
leitura for feita de cima para baixo. Neste caso, a férmula removida é ¢, e portanto o contexto da
formula —¢p (raiz da arvore) é o conjunto {¢ — 1, 1} como esperado. Na notagdo sem contexto,

18



as formulas que sao removidas do contexto ao longo da prova, como a féormula ¢ deste exemplo
sao colocadas entre colchetes para enfatizar que sao hipoteses temporarias que em determinado
momento serao removidas do contexto:

(ﬁe)
(=)

e

e agora fica claro que a formula ¢ nao faz parte do contexto original do sequente a ser provado.
Note que os colchetes sao colocados apenas nas folhas que contém féormulas que nao fazem parte
do contexto dado pelo problema. Adicionalmente, como o contexto da raiz tem que ser o contexto
dado pelo problema, caso contrario a prova nao é uma prova do problema proposto, precisamos de
um mecanismo para nos informar quando as férmulas marcadas com os colchetes sao removidas
(ou descartadas) do contexto. No exemplo acima, isto ocorre ao aplicarmos a regra (—;). Entéo,
utilizaremos uma letra para registrar este fato:

o= [e]*

" ~

P

Agora sabemos em que momento a formula ¢ foi introduzida (folha [p]*), e em que momento foi
descartada (regra (—;) u) na arvore de derivagao.

A seguir, veremos exemplos mais complexos onde formulas idénticas podem exigir marcas distintas,
mas antes disto compare as regras de dedugao natural para a loégica proposicional minimal com o
contexto explicito e com o contexto implicito na Tabela 23] e veja como o mecanismo de descarte
simula a mudanca de contexto antes e depois de uma aplicacao das regras (V.), (—i) e (). Como
a notagao com contexto implicito é mais compacta, a partir deste momento nao utilizaremos mais
contextos explicitos. A intencao de iniciar esta apresentagao utilizando contextos explicitos foi de
permitir uma explicagao mais facil e natural para o descarte de hipoteses, que sempre gerou muitas
duavidas entre os alunos. Por exemplo, se a razao do descarte nao esta clara, é comum aparecerem
arvores de derivagao com descarte de hipoteses feito em regras como (A;), (Ae), (Vi), (=) € (—e).
Se vocé acha que estd tudo bem uma arvore de derivagdo conter descarte de hipoteses nas regras
citadas na frase anterior, volte para o inicio deste capitulo e reinicie o estudo do sistema de dedugao
natural antes de prosseguir :-)

Exemplo 19. Neste ezemplo, veremos que € possivel fazer a introducdo de uma implicacdo sem
precisar descartar uma hipotese, se tivermos uma prova do consequente da implicacao que quere-
mos construir. Ou seja, se temos uma prova de ¢ entdo podemos construir uma prova de @ — 1,
qualquer que seja a formula . Em outras palavras, queremos construir wma prova para o sequente
Yo =, Aiddeia da prova neste caso € simples. Vamos assumir uma prova de @, e transformd-
la em uma prova de v que jd temos como hipdtese. Para isto basta introduzirmos e em sequida
eliminarmos uma conjungao contendo :

WLA¢¢(N)
(Ae)
1/)7 (=) u
o=

Como este raciocinio aparece com frequéncia nas provas, vamos colocd-lo como uma regra derivada:

Y
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Contexto explicito

Contexto implicito

I - Iy =9 o1 02
Ai) — (M)
', P o1 Apo 01 N\ 2
'k ©1 A ©2 A P1 A P2
'+ Yic{1,2} Pic{1,2} ‘
'k o, i
Pie{1,2} Vi) Pic{1,2} (Vi)
I'Ep1 Vs 1V o
[p1]® [p2]”
DiForVes  Topiby T,k o) 1V 5 & y
I, Ty, sy o (Ve) u,v
]
Lok J
LA Y (G
'Fe—9 o=
NFe—=y  Tokyp =
(—e) (=)
Iy, Dok i
[]”
Tok L 3
2= .
'y = Fzﬂp( ) P w( )
I, Tk L ‘ 1 ‘
Tabela 2.3: Regras da Logica Proposicional Minimal
'k NFe—9y Ty =9 P T'Fe—=1v
o (=) (MT) (=) 0 TR (CP)
2 [y, T - —e = L=

Tabela 2.4: Regras derivadas da Loégica Proposicional Minimal
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Exercicio 20. Sejam ¢ e v formulas da légica proposicional. Construa uma prova para o sequente
@, 7 F =y na légica proposicional minimal.

Exercicio 21. Seja ¢ uma formula da légica proposicional. Construa uma prova para o sequente
=== F =@ na ldgica proposicional minimal.

Exercicio 22. Sejam ¢ e formulas da ldgica proposicional. Construa uma prova para o sequente
=(e V) (=) A (=) na ldgica proposicional minimal.

Exercicio 23. Sejam ¢ e formulas da ldgica proposicional. Construa uma prova para o sequente
(=) A (b)) F = V ) na légica proposicional minimal.

Exercicio 24. Sejam p,v e § formulas da légica proposicional. Construa uma prova para o se-
quente ¢ — Y F (8 V ) — (6 V) na ldgica proposicional minimal.

Exercicio 25. Sejam ¢ e formulas da ldgica proposicional. Construa uma prova para o sequente
o = Y =(p A=) na ldgica proposicional minimal.

Exercicio 26. Sejam ¢ e formulas da ldgica proposicional. Construa uma prova para o sequente
Y AP F =(—p V) na ldgica proposicional minimal.

Exercicio 27. Sejam ¢ e v formulas da ldgica proposicional. Construa uma prova para os sequen-
tes =(@ V) F (=) A (=) e (@) A (=) F =(p V) na ldgica proposicional minimal.

Exercicio 28. Sejam ¢ ey férmulas da lgica proposicional. Construa uma prova para o sequente
(=) V (=y) F =(¢ A7) na ldgica proposicional minimal.

Exercicio 29. Sejam ¢ e v formulas da légica proposicional. Construa uma prova para o sequente
==(p A7) F (==¢) A (=) na ldgica proposicional minimal.

Exercicio 30. Sejam ¢ ey férmulas da ldgica proposicional. Construa uma prova para o sequente
(=) A (=) E ==(¢ A7) na ldgica proposicional minimal.

Exercicio 31. Sejam ¢, e v férmulas da ldgica proposicional. Prove o sequente ¢ V (¢ A~y)
(V) A(p V).

Exercicio 32. Sejam p, v ey formulas da légica proposicional. Prove o sequente (Vi) A(@V7y) E
eV (Y A7)

Exercicio 33. Sejam ¢,v e v férmulas da légica proposicional. Prove o sequente o A (¢ V v) F
(e VY)A(p V7).

Exercicio 34. Sejam p, 1 e~y formulas da ldgica proposicional. Prove o sequente (V) A(pVy) F
PNV ).

Exercicio 35. Seja ¢ uma formula da ldgica proposicional. Prove o sequente b ——(p V =) na
l6gica proposicional minimal.

Exercicio 36. Seja ¢ uma férmula da légica proposicional. Prove o sequente F —(p A —p) na
légica proposicional minimal.
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2.2 O Assistente de provas Coq

1. Notagao

Utilizaremos algumas notagoes para facilitar a identificacao de diferentes contextos, principalmente
no que se refere ao assistente de provas Coq[37]. Os cédigos do Coq sao escritos em verbatim, mas
uma sessao tipica do Coq possui trés janelas:

workspaces  Aplicativos 6dejan 5:59AM H ® 4 0 100%

emacs@pop-os - ®

File Edit Options Buffers Tools Cogq Proof-General Holes Help

Require Import Arith.

Us--- =goalss ALL L1 (Coq Goals Wrap)
[Loading ML file ring_plugin.cmxs ...
</infomsg>

U:xx- teste.v AL L1 (Coq Script(0-) Holes Wrap.) | U:%%- sresponsex AL 11 (Coq Response Wrap)
menu-bar Cogq Electric Terminator

A janela da esquerda é onde escrevemos as defini¢Ges, lemas e as provas propriamente ditas; a do
canto superior direito nos mostra o status atual da prova; e a do canto inferior direito nos mostra
mensagens do sistema. Os textos da janela da esquerda aparecem em verbatim, enquanto que os
da janela superior direita, isto é, o status das provas aparecem em

verbatim e dentro de uma caixa para facilitar a identificacgdo.

Assumimos que o Coq esté instalado no seu computador. Estas notas estdo sendo escritas usando
a versao 8.15.1 do Coq.

2. A logica proposicional minimal no assistente de provas Coq

Apresentaremos as regras do sistema de dedugdo natural em paralelo com o assistente de provas
Coq. Esta é uma forma de aprendermos a utilizar o sistema de uma forma progressiva e suave.
O Coq implementa uma logica de ordem superior baseado em dedugdo natural. Isto quer dizer
que sera possivel fazer uma analogia entre o sistema de dedugao natural que apresentamos aqui
e o Coq, mas como veremos, esta analogia nao é feita via uma correspondéncia direta entre as
regras em dedugao natural e as regras do Coq que sao chamadas de tdticas. De fato, as taticas
sao desenvolvidas para realizarem varios passos de prova de uma vez porque isto facilita o processo
de construgao de provas em sistemas mais complexos. Iniciaremos com a prova do exemplo ante-
rior, que nos permitird construir a prova de uma conjuncao em Coq. Para simularmos a regra de
introdugao da conjungao vamos declarar duas variaveis phi e psi, e em seguida, criaremos uma
secao que vai delimitar o escopo da prova. Chamaremos esta se¢cao de landi, e entao declaramos
as hipoteses e o lema propriamente dito dentro da segao:

Variables phi psi: Prop.
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Section landi.

Hypothesis H1: phi.
Hypothesis H2: psi.
Lemma landi: phi /\ psi.

End landi.

Esta é uma forma de declarar o sequente phi, psi F phi A psi no Coq. De fato, na janela de
prova temos o sequente como esperado:

H1 : phi
H2 : psi
phi /\ psi

Portanto uma prova deste sequente é o que vai corresponder a uma aplicagdo da regra (A;). A
prova é construida entre as palavras reservadas Proof (que denota o inicio da prova) e Qed (que
indica que a prova foi finalizada). Utilizamos a tatica split para dividirmos a prova da conjungao
em subprovas das suas componentes (ja que a constru¢do em Coq é sempre feita de baixo para
cima, isto é da raiz para as folhas da arvore) que por sua vez sdo hipdteses, e a prova de algo que
ja faz parte do conjunto de hipoteses pode ser concluida com a tatica assumption:

Variables phi psi: Prop.

Section landi.
Hypothesis H1: phi.
Hypothesis H2: psi.
Lemma landi: phi /\ psi.
Proof.
split.
- assumption.
- assumption.
Qed.
End landi.

Logo, a regra (A;) esté relacionada com a téatica split e o axioma com a tética assumption. Uma
maneira de ver isto de forma mais explicita consiste em comparar a arvore de prova do sequente
phi, psik phi A psi:

(Ax)

(Ax) assumption
(A4)

assumption
split

phi, psi - phi phi, psi - psi phi, psi - phi phi, psi F psi

phi, psi - phi A psi phi, psi - phi A psi
Neste caso, temos uma correspondéncia direta entre uma regra do sistema de dedugao natural e o
Coq, mas este nao é sempre o caso. .

Como vimos, as provas em Coq sdo construidas de baixo para cima, isto é, partimos da raiz da
arvore de dedugao que é o sequente que queremos provar, e subimos até as folhas que sao os axi-
omas. Em provas simples conseguimos seguir este caminho sem dificuldades, mas em provas mais
complexas precisamos ter mais flexibilidade. Em papel e lapis, as provas podem ser construidas
tanto de baixo para cima (da raiz para as folhas) quanto de cima para baixo, e na pratica usamos
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as duas estratégias porque dependendo do contexto, pode ser melhor uma estratégia ou outra.
Veremos diversos exemplos para facilitar a compreensao desta ideia, e em Coq o mesmo acontece:
a cada instante da construcao de uma prova podemos tanto dar um passo de baixo para cima
aplicando uma tatica que altera o objetivo (raiz da arvore que estamos construindo) quanto uma
tatica que altera uma hipétese que corresponde a um passo de cima para baixo na construgao da
prova. Vejamos um exemplo de tatica do Coq que altera uma hipotese. Para isto, considere o
sequente que tem uma conjuncao como hipotese, e uma das componentes desta conjuncao como
conclusao: phi A psi F phi:

Variables phi psi: Prop.

Section landel.

Hypothesis H: phi /\ psi.
Lemma landel: phi.

Proof.

Neste momento a janela de prova tem a seguinte forma:

1 subgoal (ID 1)

H : phi /\ psi

phi

Podemos usar tatica inversion H para decompor a hipotese deste sequente, e obtemos:

1 subgoal (ID 1)

H : phi /\ psi

HO : phi
H1 : psi
phi

E a prova pode ser concluida com a tatica assumption. Nao entraremos neste momento nos de-
talhes técnicos da téatica inversion, mas grosso modo, ela gera as condicOes necessarias para a
construgao da hipotese onde ela esta sendo aplicada. Para mais detalhes recomendamos que o
leitor consulte o manual do usuério do Cocﬂ Existem outras taticas que podemos usar no lugar
de inversion no exemplo anterior, como destruct e elim, mas elas nao serao abordadas agora.
No entanto, taticas diferentes podem ser usadas para construir provas diferentes de um mesmo
sequente, assim como ocorre em papel e lapis.

Observe que no exercicio anterior, solicitamos primeiro uma solugao em papel e lapis para, somente
depois, solicitar a prova no Coq. Este é um detalhe importante porque os assistentes de prova nao
sdo ferramentas para nos ajudar a construir provas, mas sim para verificar provas. A ideia é utili-
zar os assistentes de prova para mecanizarmos uma prova que ja tenha sido feito em papel e lapis,
ou uma prova que temos na cabega (mesmo que apenas um esbogo). Iniciar uma prova em um
assistente de provas sem saber inicialmente que caminho seguir, tentando a sorte, em geral nao é
uma boa ideia.

Thttps://coq.inria.fr/distrib/current/refman/
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Exercicio 37. Utilize os seus conhecimentos de Coq para provar que a conjuncdo € comutativa e
associativa.

Em Coq, o sequente deste exemplo pode ser escrito declarando duas variaveis phi e psi, e a hipo-
tese H: phi \/ psi.:

Variables phi psi: Prop.

Section or_comm.

Hypothesis H: phi \/ psi.

Lemma or_comm: psi \/ phi.

Proof.

End or_comm.

Temos entao o seguinte sequente para ser provado:

1 subgoal (ID 1)

H : phi \/ psi

psi \/ phi

A tatica destruct H vai dividir a prova em duas subprovas. A primeira nos pede para provar psi
\/ phi a partir de phi:

H : phi \/ psi
HO : phi

psi \/ phi

que consiste em usar a tatica right seguida de assumption, enquanto que na segunda subprova
precisamos provar psi \/ phi a partir de psi:

H : phi \/ psi
HO : psi

psi \/ phi

que consiste em uma aplicagao da tatica left seguida de assumption.

Em Coq, esta regra é simulada por meio da tatica intro.

phi -> psi

A tatica intro vai mover o antecedente phi da implicagao para as hipoteses:
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H : phi

psi

Portanto a tatica intro corresponde a uma aplicagdo da regra de introdugdao da implicacdo. A
regra de eliminacdo da itmplicacGo € a mais famosa das regras que veremos, a ponto de possuir
um nome proprio, a saber modus ponens. Esta regra nos diz como podemos usar a prova de uma
implicacao juntamente com uma prova do antecedente desta implicagao:

TFp—y Thro
N,

(=)

Quando lida de baixo para cima, esta regra corresponde a uma aplicacdo da regra do corte, que
em Coq corresponde a tatica cut. Assim, aplicando a tatica cut phi, a prova se divide em dois
ramos, ou em dois subobjetivos.

2 subgoals (ID 2)

phi -> psi

subgoal 2 (ID 3) is:
phi

Exemplo 38. Considere o sequente I'; o — 1, o = 1b. Podemos provi-lo usando a regra (—.) da
sequinte forma:

(Ax)

(Ax)
Lo—=v,okp—=9 R@ﬁwaw(%)

L=, ok

Agora faremos a prova acima em Coq considerando o conjunto I' como sendo o conjunto vazio. A
declaragao do sequente € feita como a sequir:

Variables phi psi: Prop.

Section imp_e.

Hypothesis H1: phi -> psi.
Hypothesis H2: phi.

Lemma imp_e: psi.

Proof.

e o ambiente de prova corresponde ao sequente abaixo:

H1 : phi -> psi
H2 : phi

psi
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Agora podemos aplicar a tdtica cut phi como explicado acima, e concluir a prova com assumption

Section imp_e.
Hypothesis H1: phi -> psi.
Hypothesis H2: phi.
Lemma imp_e: psi.
Proof.
cut phi.
- assumption.
- assumption.
Qed.
End imp_e.

Um outro caminho possivel para provar este sequente € por meio da tdtica apply H1 segquida de
assumption. Neste caso, o consequente da hipdtese H1 € confrontado com o objetivo a ser provado.
Como eles coincidem, o novo objetivo gerado passa a ser phi, ou seja, o antecedente da hipdtese H1.

Section imp_e.
Hypothesis H1: phi -> psi.
Hypothesis H2: phi.
Lemma imp_e2: psi.
Proof.
apply H1.
assumption.
Qed.
End imp_e.

Por fim, podemos também usar a tdtica apply nas hipdteses. Neste caso, o antecedente da hipdtese
H1 € confrontado com a formula pht da hipdtese H2. Como estas formulas coincidem, a hipdtese
H2 ¢é convertida na férmula psi e podemos concluir a prova com assumption

Section imp_e.

Hypothesis H1: phi -> psi.
Hypothesis H2: phi.

Lemma imp_e3: psi.

Proof.
apply H1 in H2.
assumption.

Qed.

End imp_e.

Exercicio 39. O simbolo da negacio em Coq é ~. Sabendo disto, refaca a prova acima no Cogq.

Exercicio 40. Prove MT e CP no Coq.

Descarte de hipoteses: Observe como o Coq faz este trabalho de modificar o contexto da mesma
forma que acabamos de descrever:

Variables phi psi: Prop.
Section mt.
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Hypothesis H1: phi -> psi.
Hypothesis H2: “psi.

Lemma mt: “phi.

Proof.

Ao iniciarmos a prova do lema mt, temos a seguinte configuragao:

H1 : phi -> psi
H2 : 7 psi

phi

e aplicando a tatica intro, a formula phi é introduzida no contexto com a marca H:

H1 : phi -> psi
H2 : © psi

H : phi

False

Note que a marca H foi criada automaticamente pelo Coq, mas vocé pode colocar outra marca
informando-a como parametro da tatica intro, como por exemplo, intro u:

H1 : phi -> psi
H2 : 7 psi

u : phi

False

Esta prova corresponde ao Exercicio cuja solugao é dada a seguir:

Variables phi psi: Prop.

Section mt.
Hypothesis H1: phi -> psi.
Hypothesis H2: “psi.
Lemma mt: “phi.
Proof.

intro u.

apply H2.

apply H1.

assumption.
Qed.

End mt.

Exercicio 41. Prove a introdugio da implicagdo com descarte vazio no Cog.

Os exercicios anteriores incluem diversos resultados importantes que podem ser provados na logica
proposicional minimal, e por isto, é importante que vocé resolva todos eles em papel e lapis e
posteriormente no Coq para verificar se sua solugao esta correta.

Exercicio 42. Refa¢a os exercicios anteriores no Coq.
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Tabela 2.5: Regras da Logica Intuicionista

2.3 A Loégica Proposicional Intuicionista

Agora vamos estender a logica proposicional minimal com uma nova regra chamada de regra da explosdo
ou regra da eliminacdo do absurdo intuicionista. Esta regra nos permite concluir qualquer férmula a
partir do absurdo:

— (Le)
4

A logica obtida adicionando-se a regra da explosdo & logica proposicional minimal é denominada
logica proposicional intuicionista. Observe que a logica proposicional minimal possui uma versdo mais
fraca de regra de explosao. De fato, podemos na légica proposicional minimal concluir qualquer féormula
negada a partir do absurdo (veja o Exercicio . A logica proposicional intuicionista é conhecida por
corresponder & nogao de logica construtiva que é particularmente interessante para a Computagao. De
forma simplificada, a légica proposicional intuicionista pode ser vista como a légica que rejeita a lei do
terceiro excluido, ou seja, nesta logica o sequente - ¢ V —¢ nao tem prova, quando ¢ é uma férmula
arbitraria.

2.3

Vejamos um exemplo de prova na légica proposicional intuicionista:

Exemplo 43. Considere o sequinte sequente -V vy F ¢ — . Iniciando esta prova de bairo para cima,
isto é, partindo do consequente, podemos aplicar a regra de introducdao da implicacdo:
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“oVy [

Y
Y=
Agora precisamos construir uma prova de y tendo as férmulas —p V vy e [p]* como contexto. Uma ideia
possivel € usar a regra de elimina¢ao da disjuncao porque com o lado esquerdo, isto €, com —p e com

[¢]* temos o absurdo, e com a regra da explosdo podemos concluir v como queriamos. O lado direito da
disjungao jd € igual a vy, e assim concluimos a prova:

(=) u

[~el”  [p]*

—pVy ¥ [v]*

Y=

Agora vamos refazer esta prova no Coq. Precisamos declarar duas variaveis, digamos phi e psi, e a
hipétese (“phi)\/psi:

Variables phi psi: Prop.

Section or_to_imp.

Hypothesis H: ("phi) \/ psi.
Lemma or_to_imp: phi -> psi.
Proof.

Neste momento estamos com a seguinte janela de prova:

H : ~ phi \/ psi

phi -> psi

Reproduzindo a prova anterior (de baixo para cima), devemos iniciar com a tética intro que cor-
responde a regra (—;) , para em seguida dividirmos a prova em fungao da disjuncdo na hipotese H com
a tatica destruct H. O primeiro subcaso consiste em construir uma prova de psi tendo phi e “phi no

contexto. Neste momento podemos utilizar a regra da explosdo por meio da tatica contradiction. O
outro ramo é trivial:

Variables phi psi: Prop.

Section or_to_imp.
Hypothesis H: ("phi) \/ psi.
Lemma or_to_imp: phi -> psi.
Proof.
intro H’.
destruct H.
- contradiction.
- assumption.
Qed.
End or_to_imp.

Exercicio 44. Sejam ¢ e ¢ formulas da légica proposicional. Construa uma prova para o sequente
(=) = (7)) E ==(p — ) na ldgica proposicional intuicionista.
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Tabela 2.6: Regras da Logica Classica

Comparando o exercicio anterior com o Exercicio podemos concluir que as férmulas (——¢) —
(=) e ==(¢ — ¥) podem ser provadas uma a partir da outra. Isto nos da uma nocao de equivaléncia
que representaremos por (——) — (=) 4+ ==(p — ). Podemos ainda escrever (——p) — (——)) 4
——(p — 1) para enfatizar que esta equivaléncia se da na logica intuicionista.

Exercicio 45. Seja ¢ uma formula da ldgica proposicional. Construa uma prova para o sequente
F ——=(=—¢ — ¢) na ldgica proposicional intuicionista.

Exercicio 46. Sejam ¢ e ¢ formulas da légica proposicional. Construa uma prova para o sequente
F—-=(((¢ = ¥) = ¢) = ©) na ldgica proposicional intuicionista.

2.4 A Loégica Proposicional Classica

Vamos caminhar na direcao de mais uma extensao, agora da logica intuicionista para a légica classica.
Iniciamos com a légica proposicional minimal, depois a estendemos para a légica proposicional intui-
cionista, e agora vamos estendé-la com a lei do terceiro excluido, obtendo assim a logica proposicional
classica. Na Tabela apresentamos também as regras com contexto explicito para que tenhamos sem-
pre em mente como os contextos mudam de acordo com a aplicagao das regras.
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Exemplo 47. Neste exemplo, vamos construir uma prova de uma regra conhecida como prova por con-
tradigdo (PBC). A ideia desta regra é negar o que se quer provar, e entdo gerar uma contradi¢ao. O
sequente a ser provado € o sequinte (—¢) — L F . Veja que queremos provar o, e para isto estamos as-
sumindo que a negagdo de @ nos leva a uma contradi¢ao. Vamos entdo tomar uma instancia da (LEM),
e provar o via a eliminacao da disjungdo:

() =L [=]”

T (—e)
(LEM) (Le)
V- v
Vv p (] ¢ V)

P

A regra de prova por contradicao € dada a sequir. Observe como o contexto muda por conta do des-
carte de hipdteses:

’ Contexto explicito \ Contexto implicito
[—e]”
’ 1L

Agora vamos construir esta prova em Coq, mas precisamos de alguns cuidados porque a logica im-
plementada no Coq é construtiva, e portanto nao temos taticas que correspondam a uma aplicagao da
lei do terceiro excluido. Neste caso, vamos adicionar a lei do terceiro excluido como um axioma:

Section pbc.

Variable phi: Prop.

Axiom lem: phi \/ ~phi.
Hypothesis H: "phi -> False.

Lemma pbc: phi.
Proof.

e o contexto de prova correspondente é como a seguir:

phi : Prop
H : 7 phi -> False
phi

Podemos adicionar um axioma ou lema no contexto via a tatica pose proof. Neste caso, usamos
pose proof lem para obtermos o seguinte contexto:

phi : Prop
H : 7 phi -> False
HO : phi \/ ~ phi

phi

Agora podemos dividir a prova em duas subprovas com a tatica destruct HO. A primeira subprova
é trivial porque o que queremos provar esta nas hipoteses. Na segunda subprova, temos pelo menos dois
caminhos possiveis para seguir. O primeiro consiste em manipular as hipoteses (raciocinio de cima para
baixo) para gerar o absurdo nas hipoteses por meio da téatica apply no seguinte contexto:
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phi : Prop

H : 7 phi -> False
HO : ~ phi
phi

Como resultado, temos o absurdo como hipétese e podemos provar qualquer coisa via a regra da
explosdo (tatica contradiction):

phi : Prop

H : 7 phi -> False
HO : False

phi

A prova completa é dada a seguir:

Variable phi: Prop.
Axiom lem: phi \/ “phi.

Hypothesis H: "phi -> False.
Lemma pbc: phi.
Proof.

pose proof lem.

destruct HO.

- assumption.

- apply H in HO.

contradiction.

Qed.

O segundo caminho consiste em gerar o absurdo como objetivo a ser provado, ou seja, aplicamos a
regra da explosdo de baixo para cima na prova. Isto pode ser feito com a tatica apply False_ind que
simplesmente troca o objetivo atual (qualquer que seja ele) pelo absurdo. Neste caso, podemos aplicar
a hipotese H (com a tatica apply H) e concluir a prova com assumption.

Variable phi: Prop.
Axiom lem: phi \/ “phi.

Hypothesis H: “phi -> False.
Lemma pbc: phi.
Proof.
pose proof lem.
destruct HO.
- assumption.
- apply False_ind.
apply H.
assumption.
Qed.

Exercicio 48. Acabamos de caracterizar a ldgica proposicional cldssica como sendo a ldgica proposicio-
nal intuicionista juntamente com a lei do terceiro excluido (ver Tabela @), mas outras caracterizagoes
sao possiveis. Por exemplo, a ldgica minimal juntamente com a regra de prova por contradi¢ao (PBC)
também nos dd a logica proposicional cldssica. Ou seja, a Tabela[2.7] nos dd outra caracterizagdao da légica
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Contexto implicito
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Tabela 2.7: Regras da Logica Classica (versao 2)

proposicional cldssica. Para mostrarmos que esta €, de fato, uma caracterizagao da logica proposicional
cldssica precisamos provar tanto a regra da explosao quanto a lei do terceiro excluido a partir das regras
da Tabela[2.7] Sendo assim, prove os sequentes a sequir utilizando as regras da Tabela [2.7:

1. L+ ¢ (regra da explosio)
2. b oV -y (lei do terceiro excluido)
3. Refaca estas duas provas no Cog.

Uma terceira caracterizagao possivel para a logica proposicional classica é com a regra de eliminagao
da dupla negacao:

’ Contexto explicito \ Contexto implicito ‘
I\ '_ (p _|_\€ (p

(=)

Exercicio 49. Substitua a regra 9 (PBC) na Tabelapela regra (——.), e prove os sequintes sequentes:

1. L+ ¢ (regra da explosio)
2. b oV (lei do terceiro excluido)

3. = — L F ¢ (prova por contradigio)
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4. Refaca estas trés provas no Cogq.

Considerando que uma negagao, digamos -, é o mesmo que ¢ — |, é facil ver que as regras de
eliminacao da dupla negagao e prova por contradi¢ao sao maneiras diferentes de escrever a mesma coisa
(por que?). Uma outra caracterizagio possivel da logica proposicional classica envolve a chamada lei de
Peirce (LP), como detalhado no exemplo a seguir:

| Contexto explicito | Contexto implicito |

(LP) (LP

Flle=9) =)= ((p=) =) =@

Exercicio 50. Assuma a regra (LP) acima, e prove o sequente b oV —p utilizando as regras da Tabela
Exercicio 51. 1 Aty - —(=hy V =)

Exercicio 52. ¢ — ¥ 4 (—101) V )9

Exercicio 53. ¢ < —p JE|

Exemplo 54. Considere o sequinte problema: Em uma ilha moram apenas dois tipos de pessoas: as
honestas, que sempre falam a verdade; e as desonestas, que sempre mentem. Um viajante, ao passar por
esta ilha encontra trés moradores chamados A, B e C. O wviajante pergunta para o morador A:

“Vocé € honesto ou desonesto?” A responde algo incompreensivel, e o viajante pergunta

para B: “O que ele disse?” B entao responde “Ele disse que € desonesto”. Neste momento C se mani-
festa: “Nao acredito nisto! Isto € uma mentira!”. Questao: C é honesto ou desonesto?

Para resolver este problema pense no que ocorre se um morador desta ilha, digamos X, disser "Eu
sou desomnesto"? Isto nos levaria a uma contradi¢ao! De fato, se X for honesto entdo ele disse a ver-
dade, e portanto € desonesto. Por outro lado, se X € desonesto entao ele mentiu, e portanto é honesto.
Assim, como A nao poderia ter dito que é desonesto, podemos concluir que B € desonesto! E portanto,
C ¢ honesto! Vamos construir uma prova de que este raciocinio estd em correto usando a teoria que
estudamos? O ponto de partida € construir um sequente que corresponda ao enunciado deste problema.
Que varidveis proposicionais vamos precisar? Certamente precisamos de varidveis que nos permitam
caracterizar quando um morador € ou nao honesto. Assim, utilizaremos trés varidveis proposicionais
com a sequinte semdntica:

e a: o morador A € honesto;
e b: 0 morador B € honesto;
e c: 0 morador C' € honesto.

Desta forma, a negagao de qualquer destas varidveis significa que o morador correspondente é deso-
nesto. Agora precisamos representar o que foi dito por cada um dos moradores por meio de uma férmula
da ldgica proposicional. Considere o que disse o morador B: "Ele disse que é desonesto”, quer dizer,
o morador B disse que o morador A disse que era desonesto. Como codificar este fato por meio de
uma formula da LP? Vamos iniciar considerando uma situacao geral e mais simples. Digamos que um
morador X tenha dito Y, isto €, "X disse Y". Que formula da LP corresponde a este fato? Suponha
que a varidvel x codifica a proposicao "X € honesto". Entao observe que, se X for honesto entdo o que
ele disse € verdade, ou seja, tanto x quanto Y sdo verdade. Por outro lado, se X for desonesto entdao Y
€ falso, e tanto x quanto Y sao falsos. Assim, podemos concluir que as varidveis x e Y sao equivalentes,

no sentido que ou ambas sao verdadeiras, ou ambas sao falsas. Assim, podemos representar a afirmacao

2Note que a bi-implicagdo 1 <+ v é apenas uma notagao compacta para (1 — v) A (y — ).
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"X disse Y "pela formula x <> Y. Voltando entdo ao nosso problema original, podemos agora representar
o fato de que o morador B disse que o morador A disse que era desonesto pela formula b < (a < (—a)).
O morador C por sua vez, disse que B mentiu, o que corresponde a formula ¢ <> (—b). Com isto podemos
montar o sequente a ser provado: b <> (a < (—a)),c <+ (—b) k- c.

Exercicio 55. Prove o sequente b <> (a <> (—a)),c < (=b) b ¢ construido no exemplo anterior. Em
sequida refaca a prova em Cog.

Exercicio 56. Considere uma ilha onde moram apenas dois tipos de pessoas: as honestas, e que por-
tanto sempre falam a verdade; e as desonestas, que sempre mentem. Um viajante, ao passar por esta ilha
encontra trés moradores chamados A, B e C. O wviajante pergunta para o morador A: “Quantos, dentre
vocés trés, sao desonestos?” A responde algo incompreensivel, e o viajante pergunta para B: “O que ele
disse?” B entao responde “Ele disse que exatamente dois de nds somos desonestos”. Neste momento C
se manifesta: “Nao acredito nisto! Isto € uma mentira!”. Questio: C € honesto ou desonesto?

Exercicio 57. Em uma ilha moram apenas dois tipos de habitantes: os honestos, que sempre falam a
verdade; e os desonestos, que sempre mentem. Vocé encontra dois habitantes desta ilha, digamos Jodo
e José. Joao diz que José € desonesto. José diz "Nem Joao nem eu somos desonestos”. Vocé conseque
determinar qual dos dois € honesto e qual € desonesto?

No exemplo anterior, utilizamos a associagdo do valor de verdade (verdadeiro ou falso) de uma va-
riavel proposicional para resolver um problema. Esta abordagem esta relacionado com a seméantica da
logica proposicional classica que nos fornece os meios para concluir quando uma férmula é verdadeira ou
falsa. A gramatica define como sao as formulas da LP, a partir de seis construtores:

1. O primeiro denota uma variavel proposicional, e caracteriza uma férmula atémica, i.e. uma férmula
que nao pode ser subdividida em uma férmula menor.

2. O segundo construtor é uma constante que denota o absurdo (1), que também é uma formula
atomica. O absurdo é utilizado para representar uma férmula que tem valor de verdade "falso
(F)". E importante observar que podemos associar a qualquer formula da LP apenas dois valores

de verdade, a saber: verdadeiro (T) ou falso (F).

3. O terceiro construtor denota a negagio e nos permite construir uma nova féormula a partir de uma
formula dada. Assim, dada uma férmula ¢, podemos construir a sua negagao (—p). A semantica da
negagao ¢ a que conhecemos intuitivamente: se uma férmula ¢ é verdadeira (T) entdo sua negagao
é falsa (F), e vice-versa. Normalmente, representamos este fato via a seguinte tabela:

(=)
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T

4. O quarto construtor denota a conjungao e nos permite construir uma nova férmula a partir de duas
formulas dadas. Assim, dadas duas formulas ¢; e @2, podemos construir a sua conjungao (1 Aps).
A seméntica da conjunc¢ao também é a usual, isto é, a conjungdo (@1 A ¢2) é verdadeira somente
quando @1 e g sao simultaneamente verdadeiras:

Aqui é importante observar que a leitura da construgido da conjuncio na gramética nao diz que
suas componentes sao iguais (apesar da utilizagdo do mesmo simbolo ¢ nas duas componenetes).
Lembre-se que a leitura desta construgao em é: dadas duas formulas (ndo necessariamente

36



V)
—~

01 A p2)

—

RO R IR
NI N TS
eSS les i

iguais!), podemos construir a sua conjungéo. Alternativamente, poderfamos ter escrito a graméatica
da seguinte forma equivalente:

o, u=p | L] (m0) [ (eAY) ] (V)| (¢ — ) (2.4)

5. O quinto construtor denota a disjungdo e, como no caso anterior, nos permite construir uma nova
formula a partir de duas formulas dadas. Assim, dadas duas férmulas @1 e 2, podemos construir
a sua disjuncao (¢1 V p2), cuja semantica é dual & semantica da conjungdo: a disjungao (¢1 V ¢2)
é falsa somente quando ¢ e ¢ sao simultaneamente falsas.

2 (p1V )

=

R 1kS
SRR NS

T
T
T
F

6. O sexto construtor é a implicagao. Assim, dadas duas férmulas ¢ e o, podemos construir a sua
implicagdo (1 — p2) com a seméntica dada na tabela abaixo.

Y1 P2 (p1— p2)
T T T
T F F
F T T
F F T

O sentido usual da implicagao assume implicitamente uma relagao de causa e efeito, ou causa e
consequéncia no sentido de que o antecedente ¢y é 0 que gera o consequente o como em "Se eu
nao beber dgua entao ficarei desidratado". No entanto, o sentido da implicacdo na logica é um
pouco diferente pois tem como fundamento a preservacio da verdade, que ndo necessariamente
possui uma relacao de causa e efeito. Por exemplo, a proposicao "Se 24+2=4 entao o dia tem 24
horas"é verdadeira, mas nao existe relagao causal entre a igualdade 24+-2=4 e o fato de o dia ter 24
horas de duracao.

Uma gramaética como (ou[2.4) nos fornece as regras sintaticas para a construgao das formulas da

LP. Séo quatro construtores recursivos (negagao, conjungao, disjuncéo e implicagdo) também chamados
de conectivos logicos, e dois nao recursivos.

Apesar da gramatica apresentada acima néo incluir a bi-implicagdo, este é um conectivo bastante

utilizado. De fato, a bi-implicagao, ja utilizada em exemplos anteriores, pode ser reescrita em usando a
implicagao e conjuncao. Como exercicio construa a tabela verdade da bi-implicagao e observe que ¢ < 1
é verdadeira somente quando ¢ e v possuem o mesmo valor de verdade. Adicionalmente, dizemos que
duas formulas ¢ e ¢ sao equivalentes quando a féormula ¢ <> 1) é uma tautologia:
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Tautologia Uma férmula que é sempre verdadeira,
independentemente dos valores de verda-
de associados as suas variaveis.

Contradigao  Uma férmula que é sempre falsa,
independentemente dos valores de verda-
de associados as suas variaveis.

Contingéncia Uma férmula que pode ser tanto verda-
deira quanto falsa dependendo dos va-
lores de verdade associados as suas
variaveis.

As tautologias e as contradigdes sdo particularmente importantes, e possuem simbolos especiais para
representi-las. Nas gramaéticas e ja vimos que a constante 1 é o representante das contradigoes.
As tautologias, por sua vez, podem ser representadas pelo simbolo T.

Agora chegamos em um momento chave do nosso estudo. Considere um sequente arbitrario, digamos
I'F ¢, onde I ¢ um conjunto finito de formulas da LP. Podemos entao perguntar: é possivel provar este
sequente? Ou em outras palavras, qualquer sequente possui uma prova? A resposta certamente é nao.
Se tudo pudesse ser provado entdo nao teriamos razao para estudar a logica proposicional. Como entao
é possivel separar os sequentes que tém prova dos que nao podem ser provados? Para responder esta
pergunta precisamos inicialmente compreender a nogao de consequéncia légica. Dizemos que uma
formula ¢ é consequéncia logica da férmula ), notacdo ¢ = ¢, se ¢ for verdadeira sempre que ¢ for
verdadeira. Este conceito pode ser facilmente estendido para um conjunto I' de formulas, de forma que
T | ¢, isto &, ¢ é consequéncia logica do conjunto I' se ¢ for verdadeira sempre que as formulas em T
forem verdadeiras. Agora podemos enunciar dois teoremas importantes que nos permitirao responder a
questao anterior:

Teorema 58 (Correcao da LP). Sejam I' um conjunto, e ¢ uma formula da ldgica proposicional. Se
Tk entio T = .

A prova deste teorema é por induc¢do em I' F ¢. Nao detalharemos aqui esta prova, que pode ser
encontrada por exemplo em [4].

Teorema 59 (Completude da LP). Sejam I' um conjunto, e ¢ uma férmula da ldgica proposicional. Se
I'E ¢ entio T F .

A prova do teorema de completude da LP é um pouco mais complexa do que a prova de correcao,
e também pode ser encontrada em [4]. Note que este lema responde a nossa pergunta anterior: um
sequente tem prova exatamente quando seu consequente for consequéncia logica do seu antecedente.

A logica proposicional nos permite resolver diversos problemas, e constitui a base de tudo o que fare-
mos nos préoximos capitulos. Apesar de muito importante como ponto de partida no estudo que estamos
fazendo, a logica proposicional possui limitagbes importantes, como a impossibilidade de quantificar de
forma explicita sobre elementos de um conjunto. Por exemplo, podemos representar a sentenga "Todo
mundo gosta de Matematica"na LP via uma variavel proposicional, mas esta representagao nao expressa
a quantificagdo universal "Todo mundo"de forma explicita. O mesmo vale para uma sentenga da forma
"Existe um ntmero natural que nao é primo". O proprio principio da indugao, tdo importante em Ma-
teméatica e Computacao, precisa de uma linguagem mais expressiva do que a proposicional. A logica que
nos permitira expressar este tipo de quantificagdo (tanto existencial quanto universal) é conhecida como
Légica de Primeira Ordem (LPO), ou Ldgica de Predicados que estudaremos no proximo capitulo.
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Capitulo 3

A Loégica de Primeira Ordem

Nesta segao vamos em um certo sentido estender a Logica Proposicional para ganhar em poder de ex-
pressividade. Como ¢é a gramética da Logica de Primeira Ordem (LPO)? Isto &, qual a linguagem que
precisamos para conseguir expressar quantificacao universal e existencial? Inicialmente, precisamos re-
presentar os elementos que podem ser quantificados. Assim, diferentemente do caso proposicional, temos
duas classes de objetos na LPO: termos e formulas. Os termos sao representados pela seguinte gramatica:

tuo=wl ft,... 1) (3.1)

ou seja, os termos sao construidos a partir de variaveis (no sentido usual da palavra em Matemaética) e,
fungbes com uma certa aridade (i.e nimero de argumentos). Observe que os termos vao representar os
elementos do conjunto sobre o qual podemos quantificar e caracterizar por meio de propriedades. Por
exemplo, considere o conjunto dos ntumeros naturais N. Neste caso, as variaveis representam nimeros
naturais, e exemplos de fungoes sao: sucessor (aridade 1), soma (aridade 2), etc. O conjunto das variaveis
de um termo ¢, notagdo (t), consiste no conjunto das variaveis que ocorrem em ¢, e pode ser definido
indutivamente por:

Defini¢ao 60. O conjunto var(t) das varidveis que ocorrem no termo t € definido indutivamente como
a sequir:

1. var(z) = {z};

2. var(f(t1,ta, ..., tn)) = var(t1) Uvar(te) U... Uvar(ty,).

Denotaremos por t[[z/u]] o termo obtido ao se substituir todas as ocorréncias da variavel « pelo termo
4 no termo t.

As formulas da LPO utilizam os mesmos conectivos da LP e sao definidas pela seguinte gramaética:

pu=plt. ) | LI (o) [ (eAe) [ (pVe) [ (¢ = @) | Fep [ Vap (3-2)

onde o primeiro construtor representa uma féormula atomica, e os dois ultimos representam, respecti-
vamente, a quantificacao existencial e universal. Note que as férmulas atémicas representam férmulas
que nao podem ser decompostas, e que tém termos como argumentos. Em uma férmula atomica da
forma p(t1,...,t,), p &€ um predicado de aridade n, e t1, ..., t, sdo termos. A LPO ¢é a logica utilizada
no dia a dia dos matematicos, ainda que de maneira informal. Com os predicados podemos expressar
propriedades dos termos. Por exemplo, ainda no conjunto dos niimeros naturais, podemos expressar a
propriedade de um niimero natural ser primo por meio de um predicado unério, digamos p. Desta forma,
a formula p(z) pode expressar o fato de x ser primo. Outros exemplos de formulas atomicas incluem os
predicados <, >, < e > que normalmente usamos em notagao infixa como em 2 < 5, por exemplo.
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Observe que agora existem dois tipos de variaveis na linguagem da Logica de Primeira Ordem. Por
exemplo, considere as formulas g(x) e V,p(z). Em V,p(z) ocorréncia da variavel x em p(x) estd ligada
ao quantificador universal, enquanto que na formula g(x), a variavel x esta livre. De uma forma geral,
dizemos que uma ocorréncia de uma variavel é ligada, se ela estiver no escopo de um quantificador (uni-
versal ou existencial), e livre, se a ocorréncia nao estiver no escopo de nenhum quantificador. Observe
que uma variavel pode ocorrer livre e ligada em uma mesma féormula: g(z) V V,p(z). O conjunto das
variaveis livres de uma férmula ¢, notagdo FV (@), é definido indutivamente como segue:

Definicao 61. Seja ¢ uma formula da Logica de Primeira Ordem. O conjunto FV (p) das varidveis
livres da formula ¢ é definido indutivamente na estrutura de @ por:

1. FV(p(t1,ta, ... tn)) = var(ty) Uvar(te) U... Uvar(t,);

2. FV(L) = {};

3. FV (=) = FV(¢);

4. FV(px~v) = FV(Y)UFV(y), onde x € {A,V,—};

5. FV(Quv) = FV(¢)\{z}, onde Q € {V,3}.

De maneira anéloga podemos definir o conjunto das variaveis ligadas de uma férmula:

Definicao 62. Seja ¢ uma férmula da Logica de Primeira Ordem. O conjunto BV (p) das varidveis
ligadas da formula ¢ € definido indutivamente na estrutura de @ por:

1. BV (p(t1,ta,...,tn)) ={};

2. BV(L) ={}:

3. BV(=) = BV (¢¥);

4. BV(¢*7) = BV () UBV(y), onde x € {A,V,—};

5. BV(Quy) = BV (¢) U{zx}, onde Q € {V,3}.

Estas nogoes sdo importantes porque a operacao de substituicdo na Logica de Primeira Ordem é
definida de tal forma a evitar captura de variaveis, diferentemente da substituigao feita em termos vista
anteriormente. Isto significa que, por exemplo, se quisermos substituir a ocorréncia de y em V,p(zx,y)
por z, o resultado nao pode ser V,p(z,x) ji que neste caso a segunda ocorréncia de = que era livre,
passou a ser ligada depois da substituicao, ou seja, a segunda ocorréncia de x foi capturada. Para evitar
este problema, podemos renomear as variaveis ligadas de uma férmula sempre que necessario. De fato,
observe que as formulas V,q(z), Vyq(y) e V.q(z) tém todas a mesma seméntica. Isto significa que o reno-
meamento de variaveis ligadas nao muda o sentido, ou significado, de uma féormula. Para enfatizarmos a
operagao de substitui¢ao que definiremos a seguir, denotaremos por @[z/t] o resultado de substituir todas
as ocorréncias livres de x na férmula ¢ pelo termo ¢. Quando a variavel a ser substituida nao precisar
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ser enfatizada (por exemplo, por poder ser facilmente obtida do contexto), escreveremos simplesmente
©(t) ao invés de p[z/t].

Definigao 63. Seja ¢ uma formula da Ligica de Primeira Ordem. A operagdo de substituir todas as
ocorréncias livres da varidvel x pelo termo t em p, notagio [z /t] € definida indutivamente na estrutura
da formula ¢ da seguinte forma:

1op(tasta, - tn) /1] = p(ta[le /]t /8], - tallz/t]]);

2. Llz/t] = L;

3. (~9)[a/t] = ~(¥lx/t]);

4. (W xy)z/t] = (@le/t]) x (v[z/t]), onde x € {V, A, =};

Qywy sexr =1,
5. (Qu¥)lz/] = ¢ Qy(¥la/t]), se y & var(t);
Q.(Wy/z]|[z/t]), c.c.

onde z € uma varidvel nova, e Q € {V,3}.

Observe que o primeiro caso do item 5 da definicao anterior, a substituicdo nao tem nenhum efeito
sobre a formula quando a variavel da substitui¢do coincide com a variavel do quantificador (xz = y), e
portanto variaveis ligadas nao sao substituidas. O caso em que y & var(t) faz a propagagao da substitui-
¢ao para dentro do corpo do quantificador ja que nao ha possibilidade de captura de variavel. Por fim,
quando = # y e y € var(t) a variavel do quantificador é renomeada para um nome novo, no caso z, as
ocorréncias de y em 9 sao renomeadas para z e entao a substitui¢cao é propagada para dentro do corpo
do quantificador.

O sistema de deducao natural na LPO possui as mesmas regras utilizadas no caso proposicional, mas
agora aplicadas a formulas da LPO, e adicionalmente temos as regras de introdugao e eliminagao para
os quantificadores que apresentamos a seguir.

A regra de introducao do quantificador universal permite a construcao de uma prova de uma férmula
da forma V,p(z), ou seja, queremos concluir que a propriedade ¢ é satisfeita por qualquer elemento x
do dominio. Mas o que precisamos para garantir que todo elemento x do dominio tenha a propriedade
©? Uma maneira seria tentar a construgao individual de cada uma destas provas, ou seja, suponha que
o dominio seja o conjunto {zg,x1, 2 ...} que pode ser finito ou infinito, e considere uma prova de (zg),
isto é, uma prova de que x satisfaz a propriedade . Seria possivel repetir esta prova para x1, =2, €
assim sucessivamente? Se pudermos repetir a mesma prova para todos os elementos do dominio entao
certamente podemos concluir V,p(z). Para que uma generalizagdo desta forma seja possivel precisamos
que a prova de ¢(z) ndo dependa de hipotese que assuma alguma informagao sobre xg.

V() se a prova de ¢(zg) ndo depende de hipdtese ndo-descartada que contenha zg.

A regra de eliminagao do quantificador universal nos permite instanciar a variavel quantificada uni-
versalmente x com qualquer elemento ¢ do dominio.
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A analogamente, a regra de introduc¢do do quantificador existencial nos permite concluir que existe
um elemento que satisfaz a propriedade ¢ a partir da prova de que algum elemento do dominio, digamos
t, satisfaga a propriedade ¢.

Por fim, a regra de eliminacdo do quantificador existencial é dada como a seguir:

[o(0)]"

Jzp(z) Y (3) u
e 2 ., ~
0 onde x(y é uma variavel nova que nao ocorre em -.

Nesta regra provamos 7y a partir de uma prova de 3,¢(x), e de uma prova de «y a partir da suposi¢ao
©(xp). Ou seja, como temos uma prova de 3,p(z), entdo temporariamente assumimos que zp (um novo
elemento que, portanto, nao pode ter sido utilizado antes) satisfaz a propriedade . Se a partir desta
suposicao pudermos provar uma férmula, digamos =, que nao dependa de x(y entao podemos concluir
apo6s descartar a suposicao ¢(xg).

Exercicio 64. Apresente derivagoes em Deduc¢ao Natural para os sequentes ¥,—@ 4+ =3, na ldgica
minimal.

Exercicio 65. Apresente derivagoes em Dedug¢dao Natural para os sequentes —Vx ¢ -+ Jx ¢, em se-
guida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou cldssica.

Exercicio 66. Apresente derivagdes em Dedu¢do Natural para os sequentes Vr ¢ 4 —Ix ¢, em se-
guida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou cldssica.

Exercicio 67. Apresente derivacoes em Dedug¢ao Natural para os sequentes dx ¢ -+ -V ¢, em se-
guida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou cldssica.

Exercicio 68. Apresente derivacdes em Deduc¢ao Natural para os sequentes a sequir assumindo que x
nao ocorre livre em v, em sequida classifique cada prova como minimal, intuicionista ou cldssica.

1. (Yz @) A - Yz (¢ AY)

2. Bzd) Av - Tz (P A1)

3. Vx(p = @) F o = Vo

4. Ve (o= ¢) F (Fzo) =9
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Exercicio 69. Prove que nao existe uma derivacao intuicionista para os sequentes a sequir:
1. ﬁﬂwﬁ(p = Vzg@
2. Ve b Jpp

8 o=k (mp) VY

Assim como a logica proposicional, a logica de primeira ordem é correta e completa, mas estes resul-
tados nao serdo provados aqui (Veja [4]).

3.1 Inducgao

Inducao é uma técnica de prova muito poderosa que desempenha um papel fundamental tanto em Ma-
teméatica quanto na construcao de algoritmos. A ideia é bastante intuitiva: suponha que os elementos
deste conjunto possam ser colocados um apés o outro como pegas de um dominé, de tal forma que, se
uma pega qualquer for derrubada entao a pega que esta logo em seguida também é derrubada. Entao
podemos concluir, que se a primeira pega for derrubada entao todas as outras serao derrubadas. Ou seja,
voltando ao contexto de propriedades de elementos de um conjunto, a ideia é provar que se um elemento
arbitrario do conjunto satisfaz a propriedade entdo o proximo elemento também satisfaz a propriedade.
Se esta prova puder ser feita juntamente com a prova de que o primeiro elemento do conjunto também sa-
tisfaz a propriedade entao podemos concluir que todos os elementos do conjunto satisfazem a propriedade.

Vamos iniciar este estudo sobre indugao no contexto dos niimeros naturais, onde esta nogao de ordem
é bem clara: o primeiro elemento é o 0, em seguida vem o 1, depois o 2, etc. De uma forma geral, depois
de um numero natural £ vem o natural S k, o sucessor de k que também escrevemos como k + 1. A
inducao no contexto dos nimeros naturais é conhecida como inducao matemdtica, e seré explorada na
proxima segao.

1. Indugao Matematica

O conjunto dos numeros naturais N, que pode ser definido pela graméatica a seguir:

n:=0]Sn (3.3)

A gramatica possui dois construtores: 0 e S. O primeiro diz que 0 é um namero natural, e
o segundo diz que a partir de um natural ja construido, digamos n, podemos construir um outro
natural, a saber, S n, ou seja, o sucessor de n. Muito bem, agora considere uma propriedade qual-
quer dos nimeros naturais. Por exemplo, a que diz que a soma dos n primeiros nimeros impares é
igual a n?. Como podemos provar esta propriedade? Isto mesmo, por inducao! O que diz mesmo o
principio de indugdo para os nimeros naturais? Diz que se uma propriedade P vale para 0 (base da
indugdo), e se, supondo que P vale para um natural arbitrario k& (hipotese de indugdo), podemos
provar que ela vale também para S k (o sucessor de k)E| (passo indutivo) entdo podemos concluir
que P vale para todos os nimeros naturais. Esquematicamente, podemos apresentar este principio,
denominado Principio da Indugao Matemdtica (PIM), como a seguir:

PO Vk,P k= P (S k)
Vn,Pn

(PIM)

1Note que o sucessor de k pode ser escrito como S k ou k + 1.
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Exemplo 70. Queremos provar que a soma dos n primeiros nimeros impares € igual a n’. Esta
propriedade vale trivialmente para o 0 (a soma dos 0 primeiros niimeros impares € igual a 0?).
Agora suponha que a soma dos k primeiros niimeros impares seja igual a k? (hipotese de indugdo).
O (k+1)-ésimo nimero impar € igual a 2.k + 1 (por que?), e portanto a soma dos k + 1 primeiros
niimeros impares € k* + 2.k +1 = (k + 1)2, como queriamos provar.

Uma outra forma de resolver este problema em um contexto mais formal pode ser feita a par-
tir de uma defini¢cao formal da soma dos n primeiros niumeros fmpares por meio do somatorio
St (24— 1), que por definicio € igual a 0, se n = 0. Queremos provar que Y . (2.i — 1) = n?,

para todo numero natural n. Aplicando o principio da indugao, teremos 2 casos para analisar:

e (Base da induc¢ao): A base da inducao se dd quando n = 0, e € trivial porque o lado es-
querdo da igualdade € igual a 0 por defini¢ao.

e (Passo indutivo): O passo indutivo € a parte interessante de qualquer prova por indugdo.
Neste caso especifico, vamos assumir que a propriedade que queremos provar vale para um
numero natural arbitrdrio, digamos k, e provaremos que esta propriedade continua valendo
para o natural k + 1. Ou seja, assumimos que Ef:1(2.i — 1) = k%, e vamos provar que
Zf:ll(Q.i —1) = (k+ 1)2. Partindo do lado esquerdo desta igualdade, podemos decompor
o somatdrio da seguinte forma Zf:ll(zi -1) = Zle(zi — 1)+ (2.k + 1), e agora pode-
mos utilizar a hipdtese de inducao (h.i.) para assim chegarmos ao lado direito da igualdade:

S 2 —1) =k (20— 1)+ (2k+1) "2 k2 4+ 2k + 1) = (k+ 1)2.

Por fim, apresentamos esta prova na forma de drvore:

k
D @i-1)=k]"
i=1
k
D @i—1)+@2k+1) = (k+1)°
i=1
k+1
d @i-1)=(k+1)
k = ket 1 (=) u
0=0 di-1) =k =) (2i—1)=(k+1)°
0 i=1 i=1
> (2i-1)=0°
=1 — (Ind. em n)
> @i-1)=n?
i=1
Exercicio 71. Prove que a soma dos n primeiros numeros naturais € igual a % Ou seja,
" nn+1)
t = —.

mostre que ;Z 5
Exercicio 72. Prove que a soma dos n primeiros quadrados € igual a %(%H). Ou seja,

= D2n+1
mostre que Zz’z = n{n + )6( n )
i=1

Exercicio 73. Prove que a soma dos n primeiros cubos € igual ao quadrado da soma de 1 até n,
ou seja, que 13 +23 + ... +n3=(1+2+...+n)%
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Agora vamos refazer estas provas no computador. Para isto utilizaremos o assistente de provas
Coq (https://coq.inria.fr]). Inicialmente, com o comando Print nat, podemos ver como os
ntmeros naturais estao definidos:

Inductive nat : Set := 0 : nat | S : nat -> nat.

A linha acima nos diz que o tipo nat dos nimeros naturais é definido indutivamente (palavra re-
servada Inductive), e que esta definicao possui dois construtores: o 0 que tem tipo nat, ou seja,
0 é um namero natural; e o S que é uma funcdo (a fungio sucessor) que recebe um ntmero natural
como argumento e retorna outro natural como resultado. Esta é essencialmente a mesma informa-
cao dada pela gramatica . Toda defini¢ao indutiva em Coq é capaz de gerar um principio de
indugao de forma automatica. No caso de nat podemos acessar este principio pelo comando Print
nat_ind:

nat_ind =
fun (P : nat -> Prop) (f : P 0) (£f0 : forall n : nat, Pn -> P (S n)) =>
fix F (n : nat) : P n := match n as n0 return (P n0) with

| 0 =>f

| S n0 => £f0 n0 (F n0)

end

:forall P: nat -> Prop, P 0 -> (forall n: nat, Pn -> P (S n)) -> forall n: nat, Pn

A parte essencial da resposta acima estd na ultima linha, onde P é uma propriedade qualquer
dos numeros naturais. A base de indugao diz que P 0, e o passo indutivo corresponde ao trecho
(forall n : nat, Pn -> P (S n)). A conclusdo como esperado, diz que forall n : nat,
P n.

A seguir vamos refazer a prova dada no exemplo anterior de que a soma dos n primeiros ntimeros
fmpares é igual a n2. Inicialmente precisamos definir a funcdo somatério. Antes disto carregamos
a biblioteca Lia, que vai nos ajudar com a simplificacdo de expressoes aritméticas nos inteiros.

Require Import Lia.

Fixpoint msum (n:nat) :=
match n with

| 0=>0

IS k => (msum k) + (2%k+1)
end.

A palavra reservada Fixpoint ¢ utilizada para definir fun¢es recursivas. Note que Y i (2.i — 1)
corresponde a msum n. Podemos fazer alguns testes com esta definicao:

Eval compute in (msum 1).
Eval compute in (msum 2).
Eval compute in (msum 3).
Eval compute in (msum 4).

A primeira linha retorna 1, que é igual ao primeiro nimero impar. A segunda linha retorna 4, que
corresponde a soma dos dois primeiros numeros impares, 1+3. De acordo com estes testes, nossa
definigao de somatoério esta funcionando como esperado, e portanto podemos definir o lema que
queremos provar, a saber, que a soma dos n primeiros nimeros naturais é igual a n*n:
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Lemma msum_square: forall n, msum n = n*n.
Proof.

A prova segue a mesma ideia da érvore dada no exemplo anterior. Iniciamos a prova por indugao
em n com a tatica induction n. Teremos entao dois casos para analisar. O primeiro caso é trivial,
e a tatica reflexivity é capaz de concluir que os lados esquerdo e direito da igualdade sao iguais
a 0. O segundo caso corresponde ao passo indutivo, onde n é um sucessor, digamos (S k). Apli-
camos a tatica simpl para simplificar a expressdo msum (S k) para que possamos usar a hipdtese
de indugao via o comando rewrite IHn. A tatica rewrite nos permite substituir o lado esquerdo
pelo lado direito de uma igualdade, ou vice-versa com rewrite <-. A expressdo resultante é uma
igualdade envolvendo soma e multiplicagdo de nimeros naturais. As simplificagoes algébricas ne-
cessarias para que possamos concluir que os lados esquerdo e direito da igualdade coincidem sao
feitas pela tatica 1ia. Segue o codigo da prova completa:

Lemma msum_square: forall n, msum n = n*n.
Proof.
induction n.
- reflexivity.
- simpl.
rewrite IHn.
lia.
Qed.

Exercicio 74. Refaca os exercicios e[7d no Coq.

Existem propriedades que valem apenas para um subconjunto préprio dos ntimeros naturais:

Por exemplo, 2" < n! s6 vale para n > 4. Para este tipo de problema utilizamos uma generalizagao
do PIM onde a base de indugao nao precisa ser o 0. Chamaremos esta variacao de Principio da
Indugao Generalizado (PIG):

Pm Vk,P k= P (S k)
Yn,n>m=— Pn

(PIG)

Exemplo 75. Assim, para provarmos que 2" < nl,V¥n > 4, precisamos:

(a) (Base de indugdo) Mostrar que esta propriedade vale para n =4, o que é trivial, e;

(b) (Passo indutivo) Mostrar que 25 ¥) < (S k)! assumindo que 2% < k!,Yk > 4. De fato, temos

h.i *
que 205 %) = 2 9k (<) 2.k! (<) (S k).k! = (S k), onde a desigualdade (*) se justifica pelo fato
de k ser maior ou igual a 4.

Exercicio 76. Faca a prova do exemplo anterior no Cog.

Exercicio 77. Prove que 2" — 1 é mailtiplo de 3, para todo nimero natural n par.
Agora vamos mostrar que o PIM e o PIG séo principios equivalentes diretamente no Coq.
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Exercicio 78. Complete a prova a sequir:

Lemma PIG: forall (P : nat -> Prop) (k : nat), P k ->
(forall n, n >k ->Pn ->P (Sn)) >
forall n : nat, n > k -> P n.

Proof.

intros P k H1 IH n H2.

assert (H := nat_ind (funn =>n >k -> P n)).
Admitted.

Observe que a prova do exercicio anterior utiliza o PIM via o comando nat_ind, e portanto temos
uma prova de PIG via PIM. No outro sentido, vamos enunciar PIM como um lema:

Exercicio 79. Complete a prova a sequir:

Lemma PIM : forall P: nat -> Prop,
(P 0) ->
(forall n, Pn ->P (S n)) ->
forall n, P n.
Proof.
intros P H IH n.
apply PIG with O.
Admitted.

Os dois exercicios anteriores estabelecem a equivaléncia entre PIM e PIG:

Exercicio 80. Refaca a prova apresentada no Exemplo[75 no Cog.

Uma variacado do PIM bastante 1til é conhecida como Principio da Indugao Forte (PIF):

Vk,(Ym,m < k=P m)= Pk
Vn,P n

(PIF)

Exercicio 81. Prove que qualquer inteiro n > 2 € uwm niumero primo ou pode ser escrito como
um produto de primos (ndo necessariamente distintos), i.e. na forma n = py.pa.--- .pr, onde o0s
fatores p; (1 <i <r) sao primos.

Exercicio 82. Prove a equivaléncia entre PIM e PIF.

. Indugao Estrutural

A gramética 2.1 nos diz como as férmulas da LP podem ser construidas. Observe em particular
os construtores recursivos destas gramaticas: por exemplo, a negacao de uma férmula é construida
a partir de outra férmula ja construida; a conjuncgao, a disjun¢ao ou a implicagao se constroem a
partir de duas formulas ja construidas. As arvores de derivagao das provas anteriormente também
sao definidas a partir de uma graméatica recursiva: uma arvore é um no, ou construimos uma nova
adrvore a partir de uma ou mais arvores ja construidas. Nesta segao estudaremos como provar
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propriedades de elementos de conjuntos definidos recursivamente, como as férmulas da LP ou as
arvores de derivacao citadas anteriormente.

Como seria o principio indutivo associado & gramatica Este principio é analogo ao apresen-
tado acima para os naturais considerando que temos uma base de indugao para cada construtor
nao recursivo, e um passo indutivo para cada construtor recursivo. Como os naturais tém apenas
um construtor nao recursivo (zero), e um recursivo (sucessor), o principio de indugao tem apenas
uma base de indug@o e um passo indutivo. Ja a gramatica [2.1] que define as férmulas da LP, possui
dois construtores nao recursivos (variéveis proposicionais e a constante 1) e quatro construtores
recursivos (negagao, conjungao, disjuncao e implicagao), e portanto o principio indutivo correspon-
dente tera a seguinte forma, considerando uma propriedade ) qualquer das férmulas da LP:

Qp) (@Q1L)  (Vo,Q p=Q (—¢1))  (Vo1,Q p1 AVp2,Q 2 = Q (1 *p2))
Vo,Q ¢

onde x € {A,V,—}. Chamamos o principio de inducdo construido a partir de uma gramética
recursiva de indugdo estrutural.

No exemplo a seguir, vamos mostrar que a gramética acima possui redundéncias, isto é, que exis-
tem conectivos que podem ser escritos a partir de outros:

Exemplo 83. Prove, sem utilizar tabela de verdade, que para qualquer formula @, existe uma
formula ¢’ equivalente a ¢ construida apenas com os conectivos V e =, e com 0s simbolos proposi-
ClONais que ocorrem em .

Dizemos que duas formulas ¢ e 1 da LP sdo equivalentes se ¢ <> ¢ € uma tautologia. Provaremos
este exercicio por inducao estrutural, isto €, inducao na estrutura de p:

e Se ¢ é uma varidvel proposicional ou a constante 1 entao tome ¢ = .

e Se p = ) entdo, por hipdtese de indugao, existe uma formula ' equivalente a v construida
apenas com os conectivos V e =, e 0s simbolos proposicionais que ocorrem em 1. Neste caso,
basta tomar ¢’ = =)', e estamos prontos.

e Se ¢ = 1 V1o entdo, por hipdtese de indugio, existem formulas ¥i(i = 1,2), equivalentes
respectivamente a ;(i = 1,2), e construidas apenas com os conectivos V e =, e os simbolos
proposicionais que ocorrem em ¥;(i = 1,2). Neste caso, basta tomar ¢’ = ] V 9 e estamos
prontos.

o Se ¢ =11 AP entdo, por hipdtese de inducao, existem formulas (i = 1,2), equivalentes res-
pectivamente a ;(i = 1,2), e construidas apenas com 0s conectivos V e =, e 0s simbolos propo-
sicionais que ocorrem em ;(i = 1,2). Pelo exercicio ?? sabemos que 1 Aha == (=11 V—ha).
Entao basta tomar ¢’ = (=) V —h), e estamos prontos.

e Por fim, se ¢ = 1 — o entdo, por hipdtese de indugdo, existem formulas i(i = 1,2),
equivalentes respectivamente a ¥;(i = 1,2), e construidas apenas com os conectivos V e —, e

0s simbolos proposicionais que ocorrem em ;(i = 1,2). Pelo exercicio 7?7 da lista sabemos
que 1 — Py - (b)) V ihe. Entao basta tomar ¢’ = (—p}) V o e estamos prontos.

Agora ¢é a sua vez! Resolva o exercicios a seguir:
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Exercicio 84. Prove, sem utilizar tabela de verdade, que para qualquer formula p, existe uma
formula ¢ equivalente a ¢ construida apenas com os conectivos — e —, e com 0s simbolos propo-
sicLonals que ocorrem em .

Exercicio 85. Prove, sem utilizar tabela de verdade, que para qualquer formula ¢, existe uma
formula ¢’ equivalente a ¢ construida apenas com os conectivos A e =, e com 0s simbolos proposi-
clonais que ocorrem em .

Baseado no que foi estudado sobre inducao estrutural na LP, sabemos como gerar principios de indu-
cao para gramaticas recursivas como De fato, no caso dos niimeros naturais temos a gramaética:

n:=0|Sn

e o principio de indugao:

PO Vk,P k= P (S k)
Vn, P n

Para a graméatica da LP:

pu=pl L) [ (pA@)[(pVe)]l(p— o)

o principio gerado foi:

(@ p) Q1) Ve, Q o = Q () (Vo1,Q 91 A V2, Q 2 = Q (p1 % @2))
Vo, Q ¢

onde * € {A,V,—}.

Exemplo 86. Considere a gramdtica da LPO:

eu=plt,...,t) | L] (m0) | (eA@) [ (V)| (p—=@)|Tap|Yap

o principio de inducdo correspondente € dado como a sequir:

(V1o tn, @ ptr, -0 tn)) QL) (Vp,Q o= Q (mp))  (¥) (%)
Vo,Q ¢
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onde
(¥) € igual a (Vo1,Q 01 AV, Q o = Q (p1x2)), x € {A,V,=};

(xx) € igual a (Vx,p,Q o(x) = Q (R.p(2))), R € {3,V}.

No proximo capitulo estudaremos diversos algoritmos que utilizam a estrutura de lista, definida
pela seguinte gramatica [ ::= nil | a :: [, onde nil representa a lista vazia, e a :: [ representa a lista
com primeiro elemento a e cauda [.

Exercicio 87. Escreva o principio de indug¢do para listas, e em sequida compare sua resposta com
o principio gerado em Coq via o comando Print list_ind.

O comprimento de uma lista, isto é, o niimero de elementos que a lista possui, é definido recursi-
vamente por:

= 0, se | = nil
Tl 1+, sel=al

Uma operagao importante que nos permite construir uma nova lista a partir de duas listas ja cons-
truidas é a concatenacao. Podemos definir a concatenacao de duas listas por meio da seguinte
fungao recursiva:

] 1, se 11 = nal
holy = { a:(l'oly), seli=a:l

Por fim, o reverso de uma lista é definido recursivamente por:

l, se | = nil

rev(l) = { (rev(l’))o(a::nil), sel=a:=l

Os exercicios a seguir refletem diversas propriedades envolvendo estas operagoes. Resolva estes
exercicios manualmente, e em seguida, no Coq.

Exercicio 88. Prove que |l; ola| = |l1] + |l2|, quaisquer que sejam as listas 1y, 1.

Exercicio 89. Prove que l onil =1, qualquer que seja a lista L.

Exercicio 90. Prove que a concatenagao de listas é associativa, isto é, (Iy oly)ols) =110 (la0l3)
quaisquer que sejam as listas 11,1y e l3.

Exercicio 91. Prove que |rev(l)| = |l|, qualquer que seja a lista l.
Exercicio 92. Prove que rev(ly oly) = (rev(lz)) o (rev(ly)), quaisquer que sejam as listas Iy, 1.

Exercicio 93. Prove que rev(rev(l)) =1, qualquer que seja a lista .
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Exercicio 94. Seja ¢ uma formula da ldgica de predicados. Definimos a tradugdo negativa de
Gadel-Gentzen de o, denotada por ¢V, indutivamente por:

g se p € uma formula atdomica, ou a constante 1
—(yp™) se =
o1 Aoy sep =1 AP
eV =9 (@) A=) sep =01V
oY = oy se 9 =1 @2
V(™) se =Vt
(Vo= (N)) se o = 3p1p

Construa uma prova intuicionista para o sequente a sequir: ﬁﬁ(apN) Fi N

Exercicio 95. Uma formula da ldgica de predicados ¢ pertence ao fragmento negativo se ¢ pode
ser construida a partir da sequinte gramdtica, onde t1,ta,...,t, (n > 0) sdo termos:

¢ = p(ta,to, - otn) [ L (29) (| (@A) [ (6= ¢) || (Vo)

Prove na légica minimal que ——0 ,, 0 para qualquer férmula 6 pertencente ao fragmento negativo.
Use indugao na estrutura de 6.

Exercicio 96. O teorema de Glivenko diz que se I' . ¢ entdo T' ; == na ldgica proposicional,
ou seja, se @ tem uma prova cldssica a partir de I', entao ——p tem uma prova intuicionista a
partir de I' na ldgica proposicional. Prove este teorema, isto é, prove que I' k. ¢ entdo T F; =—¢p
quais quer que sejam I e .

. Indugao na construgao de algoritmos

A construgao de algoritmos e a construgao de provas sao processos similares [25].

3.2 Semantica da Loégica de Primeira Ordem

Estruturas aparecem em matematica rotineiramente. Por exemplo, um grupo é um conjunto nao-vazio
equipado com duas operagoes, sendo uma binéria, uma unéria e com um elemento neutro que satisfaz
certas leis. A seguir definiremos formalmente o que sao estruturas, mas iniciaremos com a defini¢ao de
relagao:

Defini¢ao 97. Uma relagao R n-dria (n > 0) sobre um conjunto nao-vazio A é um subconjunto de A™.

Defini¢ao 98. Uma estrutura 2 sobre o conjunto S = (F,P) (de simbolos de funcao e de relagao,
respectivamente) € um par (A, a) com as seguintes propriedades:

1. A é um conjunto ndo-vazio chamado de universo ou dominio de 2;

2. a é uma fungao definida sobre o conjunto S satisfazendo as sequintes propriedades:
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(a) para cada constante (fungdo da aridade 0), f € F, associamos um elemento a(f) de A;
(b) para cada simbolo de fun¢io f € F de aridade n > 0, a(f) € uma funcdo A™ para A;

(¢) para cada simbolo de relagdo (predicado) p € P de aridade n > 0, a(p) é uma relagdo n-dria
em A, ou seja, um subconjunto de A™.

Ao invés de a(p), a(f) escreveremos, respectivamente, p*, f*. Uma estrutura 2 = (4, a) sobre os
conjuntos F = {f1,..., fa} € P = {p1,...,pm} serd escrita na forma 2 = (A,p,....p> f ..., ).

Exemplo 99. 1. (R,+,-, ~1,0,1) - o corpo dos mimeros reais;
2. (N, <) - o conjunto ordenado dos nimeros naturais;

3. (Z,<,+,—,0) - o grupo ordenado dos nimeros inteiros (com a soma usual). Observe que, neste
caso — € uma fungdo undria, enquanto que + € bindria;

4. (Q,-, ~1,1) - 0 grupo (abeliano) dos mimeros racionais (com a multiplica¢do usual);
5. (Z,4+,-, 71,0,1) - o anel dos mimeros inteiros.
Notagdo: |2 = A, o universo de 2. A estrutura 2 é dita (in)finita se o seu universo é (in)finito.

Defini¢ao 100. Uma funcao de atribui¢io (ou designagao) em uma estrutura A € uma fungdo l : var —
A. Denotaremos por l[x — a] a fungdo de atribuicdo que leva x em a e qualquer outro valor y € levado

em l(y).
Definicao 101. Uma interpretagao J € um par (2,3), onde A é uma estrutura e i é uma designagado.

Exemplo 102. Por exemplo, se a interpretagio I = (A,4) € tal que A = (N, <, +,-,0,1) e i(v,) = 2n
entdo a formula vy - (v1 +v2) = vg € lida como 4-(2+4) = 8. Jd a férmula YvgTvi(vg < v1) € lida como
“para todo numero natural vo existe um numero natural v1 maior do que vy”.

1. Exercicios

(a) Considere a interpretagdo J dada no exemplo anterior. Como as férmulas a seguir sdo lidas
com esta interpretagao?

i. Jvg(vg +vg = v1)
ii. Jug(ve - vo = v1)
iil. Jvy (vg = v1)
iv. Yug3uy (vg = v1)

V. V’U()V’Ula'l}g(’l)() < v N < 'Ul)
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2. Modelos

A nocao de satisfagao que definiremos nesta se¢ao tornara precisa a nogao de quando uma férmula é
verdadeira sob uma dada interpretacdo. A definigdo a seguir mostra como termos séo interpretados:

Definicao 103. Seja J = (U, i) uma interpretagao. Entdo:

(a) para cada varidvel x, definimos J(z) = i(x);

(b) para cada constante c, definimos J(c) := c¥;

(¢) para cada stmbolo de funcdo f de aridade n, e termos ty, ..., ty, definimos J(f(t1,...,t,)) =

fm(j(tl)a e »j(tn))'

Agora podemos definir recursivamente a relagao “J é um modelo da féormula ¢”, onde J é uma
interpretacgao arbitréria.

Definicao 104. Para toda interpretagio I = (U, 1), dizemos que J satisfaz a formula ¢ (notacao
J = ¢) da seguinte forma:

JE=a=0>sseTJ(a) e I(b) representam o mesmo elemento do universo A de A;

JERty...t,q sse R¥ J(ty)...I(tn_1), i-e., se a n-upla (I(to),...,I(tn_1)) estd no sub-
conjunto de A™ que corresponde a interpretacao de R;

J = —¢ sse nao € o caso que J = ¢;

TEoAY sseTEG eTEY;

TJEoVY sseTEG oud EY;

TJE ¢ — 1 sse se TE= ¢ entao T EY;

T ¢ < sseT ¢ se, e somente se, T = 1);

J = V29 sse para todo a € A tal que 3% |= ¢;

J = 3.9 sse existe a € A tal que IZ = ¢.

Dado um conjunto S de férmulas, dizemos que J é um modelo de S (notagio J |= S) se T = ¢ para
todo ¢ € S.

Definigao 105. Seja ¢ uma formula da ldgica de primeira ordem. Dizemos que ¢ é:

e satisfativel, se existe uma interpretagcio M que é modelo de ¢;

e insatisfativel, se ndo possui modelos;
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e valida, se qualquer interpretacao M € modelo de ¢;

e invalida, se existe uma interpretacio M que nao é modelo de ¢.

Exemplo 106. Seja F = {e,-} e P = {<}, onde e é uma constante, - é uma fungao bindria
e < é um predicado bindrio. Considere o modelo M, onde A € o conjunto de todas as strings
(palavras) sobre o alfabeto {0,1} incluindo a palavra vazia que denotaremos por €. A interpretagao
eM corresponde a palavra vazia €, enquanto que ™ corresponde a concatenacio de palavras. Por
exemplo, 010111 M1100 ¢ igual @ 0101111100. Em geral, se ajas...ax e bibs...b. sao palavras
com a;,b; € {0,1} entao aias . ..ay Mbiby ... b, €igual a aray...apbibs...b.. Finalmente, inter-
pretamos < como a relagdo de prefixo sobre palavras, isto é, x <y significa “x € prefizo de y”.

Dizemos que s1 € um prefizo de sy se existir uma palavra ss tal que so € igual a s1 M s3.

(a) Em nosso modelo, a formula Vy((z < z-e) A (x-e < x)) diz que qualquer palavra é um
prefixo dela mesma concatenado com a palavra vazia e vice-versa. Esta formula claramente é
verdadeira em nosso modelo.

(b) Em nosso modelo, a formula 3,¥,(y < x) diz que existe uma palavra s que € prefizo de todas
as outras palavras. Fsta formula é verdadeira porque podemos tomar € como sendo a tal pala-
vra. Note que, de fato, esta € a unica escolha possivel neste caso.

(¢) Em nosso modelo, a formula V,3,(y < x) diz que toda palavra possui um prefizo. Isto também
€ verdade e, em geral, existem muitas escolhas possiveis que dependem de x.

(d) Em nosso modelo, a formula V,V,V,((z <y) = (z-2z < y-2)) diz que sempre que a palavra s;
for um prefixo da palavra so entdo a palavra s1s tem que ser um prefizo da palavra sss para
toda palavra s. Esta formula € falsa em nosso modelo: basta tomar s; = 01, s =011 e s = 0.

e) Em nosso modelo a formula V,3,((x < y) = (y < x)) diz que para qualquer palavra s eziste
y
uma palavra s’ (que depende de s e) que € prefizo a s e tal que s’ é também prefivo de s. Isto
é verdadeiro, pois podemos considerar s' como sendo a propria s.

(f) Em nosso modelo a formula 3,V,((z < y) — (y < x)) diz que existe uma palavra s que seja
prefizo de (toda) palavra sy € tal que sy € também prefixo de s. Isto € falso, pois a nica
palavra que € prefixo de todas as outras € a palavra vazia, no entanto apenas a palavra vazia
€ prefixo dela mesma.

Exemplo 107. Seja F = {maria} e P = {ama}, onde maria é uma constante e ama é um predi-
cado bindrio. O modelo M que estamos construindo consiste de A = {a, b, c}, da fun¢ao constante
maria™ = a e do predicado ama™ = {(a,a), (b, a), (c,a)}.

Queremos verificar se M satisfaz a sequinte sentenca:

Nenhuma das pessoas que amam as pessoas que amam maria ama maria.

Inicialmente precisamos codificar esta senten¢a na LPO:

V. Vy(ama(z, maria) A ama(y, z) — -ama(y,maria))
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Escolhendo a para x e b para y € fdcil ver que este modelo nao satisfaz esta formula.

3 ) . ’ . ’
E se considerarmos o modelo M’ onde A permanece inalterado e maria™ = maria™ e ama™ =

{(b,a),(c,b)}? Neste caso, a sentenga
V. Vy(ama(x, maria) A ama(y, z) — -ama(y, maria))

é verdadeira em M'.

(a) Exercicios

i. Seja P um simbolo de predicado unario e f uma fungdo binaria. Para cada uma das
formulas V., f(vo,v1) = vo, Juy Vo, f(vo,v1) = v1 € Ty (P(vg) A Vo, P(f(vo,v1)) encontre
uma interpretacao que satisfaz a formula e uma que nao a satisfaz.

ii. Férmulas que nao contém —, <> ou — sdo chamadas de positivas. Mostre que toda for-
mula positiva é satisfativel.

. Consequéncia légica

Na logica proposicional dizemos que v é consequéncia logica de ¢1, . . ., ¢, denotado por ¢, ..., ¢, =
1, quando ) é verdadeira sempre que ¢, ..., @, o forem. Como estender esta nogao para a logica
de primeira ordem considerando que M = 9?7

Definigao 108. Seja I' um conjunto (possivelmente infinito) de férmulas da LPO e v uma férmula
da LPO.

(a) A férmula 1 é consequéncia ldgica do conjunto T (notagao T = 1) sse todo modelo de T é
também modelo de .

(b) O conjunto T ¢é satisfativel (ou consistente) sse existe uma estrutura M que é modelo de T,

ie. ME=T.

O simbolo = é utilizado aqui tanto para representar a nogao de consequéncia logica como para
checagem de modelos. Computacionalmente estas duas nogoes sao complicadas:

(a) Verificar que M = ¢ de forma mecénica (isto é, por uma maquina) pode se tornar muito
dificil se o universo A de M for infinito. Neste caso, checar uma sentenca da forma V1), onde
x ocorre livre em ¢ significa verificar M |=[;.4) ¥ para um ntimero infinito de elementos.

(b) Verificar que ¢1,...,¢, = ¥ vale é ainda mais complicado ja que precisariamos considerar
todos os possiveis modelos que possuem a estrutura adequada. Lembre-se que na légica pro-
posicional isto é feito via tabelas-verdade.

Para alguns casos particulares podemos raciocinar sobre a nogao de consequéncia logica na LPO
utilizando argumentos que nao dependem de um modelo especifico. Infelizmente isto s6 é possivel
para um nimero muito limitado de casos. Vejamos alguns exemplos:
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Exemplo 109. Considere ¥, (p(x) — q(z)) | Vap(x) — Veq(x). Seja M um modelo que satisfaz
a formula ¥y (p(z) — q(z)). Precisamos mostrar que M satisfaz Vop(z) — Vzq(x). Se algum dos
elementos de M ndo satisfaz p entio Viyp(x) € falsa e portanto V.p(x) — Vyq(x) é verdadeiro, e
nao hd nada a fazer. Caso contrdrio, isto ¢, se M satisfaz Vop(z) entdo M |=[zsq) p() para todo
a € A, e como M satisfaz V. (p(r) — q(x)) temos que M =jzsq) () para todo a € A. Portanto
M satisfaz Vyq(x). Assim conseguimos mostrar que Yq(p(z) — q(z)) = Vep(x) — Vgeq(z) vale
utilizando argumentos que independem do modelo M.

Exemplo 110. E quanto a Vyp(z) — Veq(z) = Vu(p(z) — q(z))? Agora as coisas ficam muito
mais complicadas... Suponha que M’ é um modelo que satisfaz Vyp(x) — Viq(x). Se A é
0 UNiverso assoczado a este modelo e pM' e g™ sdo as respectivas interpretages de p e q en-
tio M' = Vop(z) — Voq(x) simplesmente nos diz que se p™ ¢ igual ao conjunto A’ entio
qM também ¢é igual ao conjunto A’. Mas se este ndo € o caso, entao o fato de a implicacao
Vop(x) = Veq(z) ser verdadeira ndo nos fornece nenhuma informacao adicional. A partir destas
observagdes podemos construir um contra-ezemplo: seja A’ = {a,b}, pM = {a} e ¢™ = {b}.
Entao M’ = V,p(x) — Vuq(z) vale, mas M’ =V, (p(x) — q(z)) néao vale.

(a) Exercicios

i. Considere a formula ¢ = V.V, (¢(g9(x,v), 9(y,y),2)). Construa duas interpretagdes M e
M’ tais que M = ¢ e M’ [£ ¢.

ii. Considere a sentenca ¢ = V,3,3.(p(z,y) A p(2,y) A (p(z, z) — p(z,2))). Quais das se-
guintes interpretagoes dadas a seguir satisfazem ¢?

A. A interpretacdo M possui como dominio o conjunto dos niimeros naturais, e p™ =
{(m,n) [ m <n};

. ~ . L. . . . /
B. A interpretacio M’ possui como dominio o conjunto dos niimeros naturais, e p™ =
{(m,2m) | m é um ntunero natural};

C. A interpretagio M” possui como dominio o conjunto dos nimeros naturais com
pM° = {(m,n) | m <n+1}.

iii. Considere a sentenga V,,—p(z,z). Construa uma interpretagdo que satisfaz esta sentenga
e outra que nao a
satisfaca.

iv. Considere as seguintes sentencas:

¢ = (3j z)
¢2 = ( (xv )—>p(y,x))
¢ = V vy V= ((p(z, y) Ap(y, 2)) = p(,2))

que expressam a reflexividade, simetria e transitividade do predicado p. Mostre que ne-
nhuma destas sentengas é consequéncia logica das outras duas escolhendo, para cada par
de sentencas uma interpretacao que satisfaca estas duas sentencas, mas nao satisfaca a
terceira. Essencialmente vocé deve encontrar trés relagoes binarias onde cada uma satis-
faz apenas duas destas propriedades.

v. Mostre que V,—¢ = —3,¢. Para isto considere uma interpretacio genérica M e mostre

que se M = V,—¢ entdo M = —3,¢ vale.

vi. Seja ¢ sentenca V,V,3,(r(z,y) — r(y, 2)).
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A. Seja M uma interpretagio onde A = {a,b,c,d} e ¥ = {(b,¢c), (b,b), (b,a)}. E o caso
que M E ¢?

B. Seja M’ uma interpretacao onde A’ = {a,b,c} e rM = {(b,¢), (a,b), (¢,b)}. E o caso
que M’ | ¢7

vii. E o caso que V¥, (p(x)Vq(z)) | Vep(z) VV.q(2)? Em caso afirmativo, construa uma prova,
e em caso negativo justifique sua resposta.

viii. E o caso que 3,(p(z)Vq(z)) E Jop(x)VILq(z)? Em caso afirmativo, construa uma prova,
e em caso negativo justifique sua resposta.

ix. Considere as seguintes sentengas:

+(Fyz+y=0 A3 (2+2=0))
(24 0=2)A(0+2=2))

i
Ve((z
VoVyVa(z + (y +2) = (2 +y) + 2)

Seja v a conjuncao destas trés sentencas.

A. Mostre que v é satisfativel.

B. Mostre que v nao é uma tautologia.

C. Mostre que a sentenca V.V, (z +y = y + ) nao é consequéncia logica de ~.
x. Determine se os sequentes a seguir sdo validos ou néo, e justifique sua resposta:

A F (%3,p(,y) = (3, Vep(z,y))

B. F (3,Vap(z,9)) = (Vo3yp(2,v))

3.3 Indecidibilidade da LPO

Nesta se¢ao provaremos que o ganho de expressividade obtido ao passarmos da légica proposicional para
a logica de primeira ordem vem com um custo. Sabemos que, dada uma féormula ¢ da logica proposi-
cional, podemos (pelo menos teoricamente) decidir se ¢ é valida ou nao: basta construirmos a tabela
verdade de . Ainda que este processo seja ineficiente, ja que cresce exponencialmente de acordo com
o numero de varidveis proposicionais que ocorrem em ¢, ele nos fornece um algoritmo para decidir a
validade na logica proposicional. Esta ideia nao pode ser utilizada na LPO, e como veremos o custo a
ser pago com o ganho de expressividade é que a validade na LPO passa a ser um problema indecidivel.

A prova da indecidibilidade da validade na LPO, também conhecido como indecidibilidade da LPO,
sera feita reduzindo o problema da validade na LPO a outro problema que ja é conhecidamente indeci-
divel: O problema da correspondéncia de Post (PCP), que pode ser enunciado como a seguir.

Dada uma sequéncia finita de pares (s1,t1), (s2,t2), ..., (Sk, tx) tal que todos os s;’s e t;’s sdo pala-
vras binarias de comprimento positivo, existe uma sequéncia de indices 41,2, ..., i, com n > 1 (que
podem ser repetidos) tal que a concatenagao das palavras s;, s, ...s;, €igual a t; t;, ...t

n in *
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Um exemplo de uma instancia deste problema é (1,101), (10,00), (011,11). Note que esta instancia
possui a sequéncia (1,3,2,3) como solu¢ao. Observe que nosso espago de busca ¢é infinito, e isto nos da
uma certa intuicao da razao pela qual este problema nao é solivel em geral.

Assumindo entao a indecidibilidade do PCP, provaremos que a nogao de validade na LPO também é
indecidivel conforme [19]. Iniciaremos definindo a nogéo redutibilidade entre problemas:

Defini¢ao 111. Um problema A é redutivel para um problema B se existe uma fungao (total) computdvel
f:A— B tal que:

x € A< f(z) € B.

Nossa prova consiste em reduzir o PCP para o problema da validade na LPO, construindo uma fungao
computavel que a cada instdncia do PCP retorna uma férmula da LPO. Desta forma, se validade na
LPO fosse decidivel poderiamos construir um algoritmo para decidir PCP da seguinte forma:

e para cada instancia C' de PCP construimos uma férmula ¢¢c tal que ¢¢ é valida se, e somente se,
C possui uma solugao.

Teorema 112. A LPO ¢ indecidivel.

Demonstracao. A prova consiste em dada uma instdncia C' do problema da correspondéncia de Post,
construir em espago e tempo finitos uma formula ¢ da LPO tal que = ¢¢ se, e somente se, a instancia
C tem uma solugao. Seja C a sequéncia (s1,t1),(s2,t2), .., (Sk,tx). Consideramos como simbolos de
funcao e, fy, f1 de aridade 0, 1, 1 respectivamente. Interpretamos e como sendo a palavra vazia, e fy e fi
como sendo a concatenagao com 0 e 1, respectivamente. Assim, se b1by ...b; € uma palavra binaria entao
podemos codifica-la como sendo o termo fy, (fo,_, .- (fo,(f5,(€)))...). Para facilitar a leitura das féormu-
las abreviaremos um termo da forma fp, (fo,_; - - (fo, (f5,(t))) ...) POT fo,p,..5,(t). Também utilizaremos
um predicado binério p, onde p(s,t) significa “existe uma sequéncia de indices (i, 42, ...,%m,) tal que s é
o termo representando s;,s;, ...8;,, €t & o termo representando t;,t;, ...¢;,,”. Ou seja, s constréi uma
palavra utilizando a mesma sequéncia de indices utilizada por ¢t. Nossa férmula ¢c possui a seguinte
estrutura: (¢ A ¢2) — ¢3, onde:

k
¢1 = /\p(fsm(e)aftq(e))
i=1
k
P2 = VyoVu(p(v,w) — /\p(fsi(vhfti(w)))
¢3 = Elzp(zaz) -

Afirmacao: = ¢¢ sse a instancia C' do problema da correspondéncia de Post tem uma solucao.

Inicialmente vamos assumir que = ¢¢. Nossa estratégia é encontrar um modelo M para ¢¢ que nos
diga que existe uma solugao para a instancia C por simples inspe¢ao do significado da satisfatibilidade
de ¢¢ para M. O universo A de M é o conjunto de todas as palavras binarias finitas incluindo a palavra
vazia (que denotaremos por ¢), isto ¢ A = {0,1}*. A interpretacio e da constante e é a palavra vazia
€. A interpretacdo f({‘/‘ de fo é a concatenacio de 0 a uma dada palavra: f§*(s) = s0. Analogamente,
f{M(s) = s1. Por fim,

pM = {(s,t)| existe uma sequéncia de indices

(i1,12,...,4m,) tais que s é igual a
SiySiy .- S, et éigual at;t;, ...t }

m
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onde s e t sao palavras binérias e s; e t; sao dados de C.

Por hipoétese temos que = ¢, e portanto M = ¢. Mostraremos que M = ¢3, de onde podemos
concluir que a instancia C' possui uma solugao.

Afirmacgao 1: M |= ¢;. De fato, a sequéncia unitaria (¢) é tal que p(fs,(e), ft,(e)) é verdadeiro para
todot=1,...,k.

Afirmacgao 2: M = ¢5. De fato, (s,t) € p™ implica que existe um sequéncia (iy, iz, ...,im,) tal que
s éigual a s;,8;,...5;,, et éigual at; t;,...1

m im*

Escolhendo a sequéncia (i1, 42, . . . , im, i) temos que ss; éigual a s;, 8, . .. 8;, 8; e tt; éigual at; t;, ... t; i,

e portanto M |= ¢o. Temos que M |= (1 Apa) = ¢p3 e M = 1 Ada, e portanto M = ¢3. Pela definigio
de ¢35 e p™M, concluimos que existe uma solucdo para C.

Reciprocamente, suponha que a instdncia C' dada do problema da correspondéncia de Post possui
uma solugao, a saber (i1,ia,...,1p). Premsamos provar que se M’ é um modelo qualquer contendo a
constante eM’, duas fungdes unarias f? e f{*'', e um predicado binario p™’ entdo M’ satisfaz ¢. Como
¢ & uma 1mphcagao, nao ha nada a fazer se ./\/l’ K @1 ou M’ [~ ¢o. A parte interessante é mostrar que
M’ = ¢3 sempre que M’ = ¢1 A ¢o. Faremos isto interpretando palavras binarias finitas no dominio A’

de M':

ife) = e
i(0) = (i)
i(s1) = f{"(i(s))

Note que a fungao i : {0,1}* — A’ é definida indutivamente sobre o comprimento de s.

A funcao de interpretagao i aplica as fungoes f(ﬁw e flM, de forma reversa. Por exemplo, a palavra

0100110 ¢ interpretada como SV Y YUY MY M (€M) Note que i(bibs ... by) =
it (fbl 1( (M (eM))...)) corresponde ao significado dado para fs(e) em A’, onde s corresponde

a biby...Db. Sendo assim, e sabendo que M’ |= ¢, concluimos que (i(s;),i(t;)) € p™ para todo
i =1,2,...,k. Analogamente como M’ | ¢5 concluimos que para todo (s,t) € pM temos que
(i(s8;),4(tt; )) p™’ para todo i = 1,2,...,k. Iniciando com (s,t) = (s;,,t;,) podemos utilizar o fato
anterior repetidamente para obter que

(i(8118¢2 ce Sin), i(tiltig .. tzn)) S pM .

Como as palavras s;, S;, - . . 8;,, €t ti, ... t;, formam uma solugao de C estas palavras sdo iguais. Sendo
assim, (8, 8i, - - 8;,,) € i(ti tiy . . . t;, ) Tepresentam o mesmo elemento de A’. Logo M’ | 3,p(z, z), isto
é, M’ & ¢3. Logo validade na LPO é um problema indecidivel.

O
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Parte 11

Algoritmos
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Nesta se¢ao vamos utilizar os temas abordados nos capitulos anteriores para analisar algoritmos. Os
computadores e seus algoritmos estao presentes na maioria das atividades quotidianas, utilizamos com-
putadores para fazer compras, transagoes bancarias, etc. Os carros, avioes e equipamentos hospitalares
modernos também possuem diversos sistemas embarcados. A medida que estes equipamentos se tornam
mais comuns em nosso dia a dia, aumenta também o seu poder de processamento e de armazenamento.
Diante desta realidade é natural perguntar: por que analisar algoritmos? Inicialmente porque precisa-
mos garantir que sao corretos. Mas o que significa dizer que um algoritmo é correto? Intuitivamente,
significa que o algoritmo sempre fornece respostas corretas para qualquer entrada possivel. Por exemplo,
se AlgOrd é um algoritmo de ordenacao de inteiros, entdo espera-se que para qualquer vetor de inteiros
A dado, AlgOrd(A) retorne uma permutagdo de A que esteja ordenada. Isto significa que as respostas
dadas pelo algoritmo sao corretas para todas as entradas possiveis, e que estas respostas sao geradas
em tempo finito. Como veremos, em alguns casos a prova de corregao é simples, mas em geral esta
é uma tarefa complexa. Uma ferramenta que sera utilizada frequentemente nas provas de corregao de
algoritmos é a inducao matemaética estudada no capitulo anterior.

Adicionalmente, precisamos analisar a eficiéncia destes algoritmos. Mas nado poderiamos simples-
mente migrar para um computador mais potente e com mais capacidade de armazenamento quando
fosse necessario? A resposta é nao. Ainda que tivéssemos uma capacidade infinita de processamento
e/ou de armazenamento, a andlise da eficiéncia seria necessaria. De fato, nao faz sentido ter que esperar
horas para a finalizacdo de um processamento se for possivel fazé-lo de forma mais eficiente em apenas
alguns segundos, ou utilizar uma quantidade gigantesca de memoria sem necessidade. Estudaremos di-
versos problemas ao longo deste curso, e veremos situagoes em que uma abordagem ingénua (forga bruta)
requer um nidmero exponencial de operagoes, enquanto que uma abordagem cuidadosa pode diminuir
substancialmente o niimero de operagoes necessérias para resolver o mesmo problema. Ao analisarmos a
eficiéncia dos algoritmos também faremos o uso de diversas ferramentas matematicas (somatorios, con-
juntos, fungdes, matrizes, etc). O apéndice VIII do livro [I2] pode ser usado para revisar estes temas. Ja
a analise da complexidade de tempo e/ou complexidade de espago de um algoritmo consiste no estudo
sistematico do namero de operagoes realizadas, ou espaco extra demandado, durante a execucao do al-
goritmo. Assim, o resultado desta anélise deve indicar o tempo de execucao esperado para uma entrada
particular. No entanto, nao é possivel listar o tempo esperado para todas as entradas possiveis a menos
que o algoritmo seja muito simples, ou que o niimero de entradas possiveis seja finito. Para contornar
este problema utilizaremos uma medida para a entrada, que chamaremos de tamanho da entrada, para
fazer a analise. Como veremos, esta medida sera de grande utilidade, ainda que um algoritmo possa ter
comportamento diferente para entradas de mesmo tamanho. Também nao definiremos uma nogao geral
de tamanho da entrada para todos os algoritmos porque estamos interessados em comparar diferentes
algoritmos que resolvam o mesmo problema. De forma resumida, dado um problema e uma definigao
de tamanho para a entrada, queremos construir uma expressao que nos fornega o tempo de execugao do
algoritmo relativo ao tamanho da entrada. Como um algoritmo pode ter comportamento diferente para
entradas de mesmo tamanho, precisamos escolher uma das possiveis entradas para expressar o custo de
execugao do algoritmo. Normalmente, a escolha é pela entrada que representa o pior caso, ou seja, o
maior custo possivel.
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Capitulo 4

Analise Assinto6tica

O ponto de partida do estudo que faremos consiste em determinar a quantidade de recursos demandados
por um algoritmo em func¢ao do tamanho das instancias, e neste contexto, é natural esperar que quanto
maior for a instancia a ser resolvida, maior também serd a quantidade de recursos demandados. Os
recursos que estamos interessados em investigar sao basicamente o tempo de computacao e o espago de
armazenamento (ou memoria). Assim, considerando novamente o contexto de ordenacdo de listas (ou
vetores), quanto maior for a lista a ser ordenada (instancia), maior sera o tempo (recurso) demandado.
Isto sugere entao que para o problema de ordenagao, o tamanho das instancias seja justamente o ntimero
de elementos da lista (ou vetor) a ser ordenado.

O parametro n que denota o tamanho da entrada também precisa ser fornecido a partir de uma
medida adequada para que possamos fazer uma analise concisa. Para o caso de ordenagao de uma lista
(ou vetor), vimos que o ntimero de elementos da lista representa uma medida adequada, e a tabela abaixo
apresenta outros exemplos:

Problema Tamanho da entrada

Busca em um vetor Tamanho do vetor

Multiplicagao de duas matrizes Dimensao das matrizes

Busca em grafos Tamanho da representagao do grafcﬂ

O modelo computacional que utilizaremos é o de uma méaquina de acesso aleatorio (random-access
machine - RAM) com um processador, ¢ devemos lembrar que nossos algoritmos serdo implementa-
dos como programas neste modelo, onde as instrugoes sao executadas sequencialmente, sem operagoes
concorrentes[12] 24] 22] Bl [7]. As instrugdes no modelo RAM sio as encontradas em computadores reais:

e aritmética (soma, subtragio, multiplicagdo, divisdo, resto, piso e teto);

e movimento de dados (load, store, copy);

e controle (ramos condicionais e nao-condicionais, chamadas a subprocedimentos e retorno).

Assumiremos que cada uma destas instrugoes é executada em tempo constante. Além disto, os tipos
abstratos de dados deste modelo sdo os nimeros inteiros e nimeros em ponto flutuante.

Vejamos agora os fundamentos para a analise da eficiéncia de algoritmos. O que significa dizer que
um algoritmo é eficiente? Podemos analisar a eficiéncia de um algoritmo de duas formas: eficiéncia tem-
poral e eficiéncia espacial. No primeiro caso, estamos interessados no tempo de execugao do algoritmo,

40 tamanho da representacio normalmente é determinado a partir do niimero de vértices e nimero de arestas do grafo.
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enquanto que no segundo caso, queremos analisar a quantidade de espago extra (memoria) que é utilizado
pelo algoritmo durante sua execucao. A forma de determinar a eficiéncia de um algoritmo deve permitir
a comparagao de algoritmos distintos que resolvam o mesmo problema. Inicialmente, poderfamos pen-
sar em utilizar o tempo de execugao de um programa que implementa um algoritmo, mas esta nao é
uma boa medida porque depende tanto do computador (hardware) quanto da implementagao (software).
Precisamos de um método que nos informe sobre a eficiéncia do algoritmo independentemente do com-
putador em que ele venha a ser implementado, da linguagem de programacao e do estilo de programagcao
utilizados. O método deve ser preciso e geral de forma que possa ser utilizado para diversos algoritmos
e aplicacoes. Uma ideia inicial é contar todas as operagoes realizadas pelo algoritmo, mas veremos que
esta abordagem possui alguns problemas, além de ser muito trabalhosa.

4.1 Busca sequencial

Como primeiro exemplo, considere o problema de buscar um elemento em um vetor arbitrario. O
pseudocddigo a seguir recebe como argumentos o vetor A[0..n — 1] contendo n elementos e o valor x pro-
curado, e faz a buscar sequencial de x em A: se A possui uma ocorréncia de x entao o algoritmo retorna
a posi¢ao 0 < i < n—1 da primeira ocorréncia encontrada. Caso contrario, o algoritmo retorna o valor -1.

1+ 0;

while i < n and Afi] # = do
| i it 1

end

if ¢ <n then
‘ return ¢;

else
‘ return -1

end

© 0 N o s W N

Algorithm 1: SequentialSearch(A[0..n — 1], z)

Parece bastante intuitivo dizer que este algoritmo é correto, mas como provar isto? Inicialmente
temos que expressar a nogao de corregao por meio de um teorema e em seguida, precisamos provar este
teorema. Construiremos uma invariante para o lago while que nos permita concluir a corregdo ao final
da execugao do algoritmo. Uma invariante é uma propriedade que é verdadeira antes da execugao do
algoritmo (inicializagdo), permanece verdadeira durante a execugio do algoritmo (manutengdo) e tal que
sua validade ao final da execugdo do algoritmo nos permite concluir sua correcao (finalizagdo). Quere-
mos mostrar que ao final da execucdo, o algoritmo SequentialSearch retorna -1 se x ndo ocorre em A,
e retorna 0 < i < n — 1 se a primeira ocorréncia de x é na posi¢ao i do vetor A. Precisamos adaptar
esta propriedade de forma que possa ser utilizada ao longo da execugao do algoritmo, e nao apenas ao
final de sua execug@ao. Sabemos que uma nova iteragao do lago while s6 ocorrera se o elemento x nao foi
ainda encontrado, pois caso contrario o algoritmo para. A partir destas observagoes, considere a seguinte
invariante para o laco while do algoritmo SequentialSearch:

Antes da i-ésima iteragdo do lago while, o subvetor A[0..i — 1] ndo possui ocorréncias de z.

A prova de uma invariante é construida pelos 3 passos citados acima:

Demonstracao. A prova é dividida em 3 passos:

e Inicializagao: Precisamos mostrar que antes da primeira iteragao do laco while, o subvetor
AJ0..i — 1] ndo possui ocorréncias de z. Este passo é trivial porque antes da primeira iteragao,
temos que i = 0, e portanto o subvetor A[0..i — 1] é vazio.
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e Manutencao: Este é o passo que exige mais cuidado na prova. Observe que antes da primeira
iteragao o valor de 7 é 0. Considerando que as condigoes do lago sejam satisfeitas, ¢ sera incremen-
tado, e portanto antes da segunda iteragao o valor de i é 1, e assim sucessivamente. Logo, antes
da k-ésima iteragao k > 1, o valor de i é k — 1 e podemos assumir por hipotese que o subvetor
AJ[0..k — 2] nao possui ocorréncias de x. Para que a proxima iteragao ocorra, precisamos que k < n
e Alk — 1] # z. Nestas condigdes, temos que o subvetor A[0..k — 1] néo possui ocorréncias de x
preservando assim, a invariante.

e Finalizagdo: Ao final da execugdo do lago, a condi¢do "i < n and A[i] = = (0 < i < n)"ndo é
mais satisfeita, e portanto temos que i > n ou Afi] =z (0 <i < n). Se i > n entdo o vetor A ndo
possui ocorréncias de = e o algoritmo retorna -1 de acordo com a linha 5. Se A[i] =z (0 <i < mn)
entdo a posi¢do ¢ é retornada, uma vez que o elemento procurado estd na posigdo i do vetor A.
Isto finaliza a prova de correcao do algoritmo SequentialSearch.

O

Agora vamos analisar a complexidade em tempo e espago deste algoritmo. Observe que a execugao
do algoritmo nao demanda espaco adicional, ou seja, o espaco utilizado para a sua execugao é o espago
alocado para armazenar o vetor A e nada mais. Neste caso, dizemos que a complexidade em espago
do algoritmo SequentialSearch é constante. Uma complexidade, seja em tempo ou espago, constante é
a melhor situacdo que podemos ter, ou seja, a mais eficiente possivel. As classes béasicas de eficiéncia
que utilizaremos para analisar algoritmos sao listadas a seguir em ordem crescente de complexidade em
funcao do tamanho n da entrada:

Classe | Nome

1 constante

logn logaritmica

n linear

n.logn | linearitmica

n? quadratica

n’ ctibica

nF polinomial (k > 1 e finito)
a™ exponencial (a > 2)

n! fatorial

A anéalise da complexidade de tempo do algoritmo SequentialSearch nao é tao imediata quanto a
analise feita para a complexidade de espago, ainda que seja simples. Podemos comegar com a seguinte
pergunta: qual o custo de execugdo de cada linha do algoritmo SequentialSort? A linha 1 faz uma
atribuicao, cujo custo nao depende do tamanho n do vetor A, e portanto é razoavel dizer que este custo
é constante, digamos ¢;, uma constante positiva. Observe que esta constante nao depende do parametro
n, mas do computador e da linguagem de programacao. As linhas 2-4 constituem um lago cujo corpo
contém apenas uma atribui¢do. Ainda que o custo da linha 3 possa ser o mesmo da linha 1, vamos
denota-lo pela constante positiva c3. Quantas vezes a linha 3 é executada? Isto depende tanto do vetor
A quanto da chave z. De fato, se x ocorre na primeira posigdo de A, isto &, se A[0] é igual a = entdo a
condigao do lago é executada uma tnica vez, mas a linha 3 nao é executada nenhuma vez independente
de existirem outras ocorréncias de z em A. Esta é a situagao constitui o melhor caso possivel, e por isso
é chamada de andlise do melhor caso. Se A[0] # x e x ocorre na segunda posicao de A entao a linha 3 é
executada uma Unica vez, enquanto que a linha 2 é executada duas vezes. Em geral, observe que a linha
que define um lago é sempre executada uma vez a mais do que as linhas que compéem o seu corpo. Por
fim, se x ndo ocorre no vetor A entdo a linha 2 sera executada n + 1 vezes enquanto que a linha 3 sera
executada n vezes. Esta situagao vai configurar a andlise do pior caso. Por fim, o condicional da linha
5 seré executado uma tnica vez a um custo constante, digamos c¢s5, e apenas uma das linhas 6 ou 8 seré
executada uma unica vez. Juntando todas estas informagoes podemos entao dividir a anélise em 2 casos:
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1. Anaélise do melhor caso na busca sequencial

Como vimos anteriormente, o melhor caso ocorre quando o elemento procurado ocorre na primeira
posicdo do vetor A. Os custos associados por linha nesta situacdo sdo apresentados na seguinte
tabela:

Linha | Custo Observagao
¢
C2
0 nao é executada
Cs
Co
0 nao é executada
Total | ¢1 +co + ¢5 + c6

Cco O Ct W N

Denotando por Ty(n) o custo no melhor caso (best case) para a busca sequencial considerando que
o vetor A possui n elementos, temos que Ty(n) = ¢1 + ¢2 + ¢5 + ¢6. Neste caso dizemos que o custo
da busca sequencial é constante em funcao do tamanho n da entrada.

2. Anélise do pior caso na busca sequencial

Agora vamos compilar as informacoes discutidas anteriormente considerando que o lago da linha 2
é executado o maior nimero de vezes possivel, o que acontece quando o elemento procurado nao
ocorre no vetor:

Linha | Custo

C1

co.(n+1)

Cc3.M

Cs

0

Cs

Total | ¢; +co.(n+1)+c3.n+cs5+cg

o O Ut W N =

Denotando por T, (n) o custo no pior caso (worst case) para a busca sequencial considerando que o
vetor A possui n elementos, temos que Ty, (n) = ¢1 +ca.(n+ 1) 4+ ¢3.n + ¢5 + cs. Neste caso dizemos
que o custo da busca sequencial € linear em fungao do tamanho n da entrada. Antes de refinarmos
a analise e apresentarmos as definigoes precisas das analises de melhor e pior caso, vejamos um
outro exemplo considerando agora o problema da ordenacao de um vetor.

4.2 O algoritmo de ordenagao por insergao (insertion sort)

Nesta se¢ao estamos interessados em ordenar n > 0 ntimeros naturais em ordem crescente. Suponha
que estes nimeros estao armazenados no vetor A[0..n — 1]. Entéo, ao final do processo queremos obter
uma permutacao de A[0..n — 1], digamos A’[0..n — 1] tal que A’[i — 1] < A’[i], para todo 1 < i < n.
Estudaremos diversas formas distintas de abordar este problema nas proximas segbes, mas aqui vamos
iniciar com o algoritmo de ordenagao por inser¢ao (insertion sort), cujo pseudocodigo é dado a seguir:
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for j=1ton—1do

key < A[jl;

i 75— 1;

while ¢ >0 and Ali] > key do
Ali + 1] < Afi];
11— 1;

end

Afi + 1] « key;

end

© 0N o A W

Algorithm 2: InsertionSort(A[0..n — 1])
A primeira pergunta que precisamos responder é: este algoritmo é correto? Isto é, ele satisfaz as
especificagoes do problema que propoe resolver?

1. A correcao do algoritmo de ordenacgao por insercao

Queremos ordenar os elementos de um vetor, assim esperamos que os elementos do vetor gerado
apo6s a execugao do algoritmo coincidam com os elementos do vetor original, e que o vetor resultante
esteja ordenado. Como vimos no exemplo anterior, em algoritmos iterativos utilizamos as invarian-
tes de lago para estabelecer a correcao do algoritmo. Dada a dindmica do algoritmo InsertionSort,
considere a seguinte invariante de lago:

Antes da j-ésima iteragdo do lago for (linhas 1-9), o subvetor A[0..; — 1] esta ordenado e
contém os mesmos elementos do vetor original A[0..j — 1].

Assim, se esta propriedade for vélida ao final da execugao do lago for, i.e. antes da n + 1-ésima
iteragdo, teremos que o vetor gerado consiste dos elementos do vetor original A[0..n — 1] ordenado.
Isto corresponde a dizer que InsertionSort é correto.

Como entao provar esta invariante para InsertionSort? A prova é por indu¢ao no ntimero de itera-
¢oes do lago for:

e Inicializacdo (Base da indugdo):
Antes da primeira iteragao do lago for, temos que j = 1 (condigdo necessaria para iniciar
o lago), e portanto a invariante é trivial porque o subvetor unitario A[0] est4 ordenado por
definigao.

e Manutencgao (Passo indutivo):

Considere a k-ésima iteragao, isto ¢, j = k (1 < k < n). Temos como hipdtese que "Antes
da k-ésima iteragao do lago for o subvetor A[0..k — 1] é uma permutagio que esta ordenada
do subvetor original A[0..k — 1]." Assim, durante a k-ésima iteragdo, o lago while vai deslocar
cada elemento maior do que A[k], i.e. key, uma posigao para a direita até encontrar a posigao
correta onde o elemento A[k] deve ser inserido, de forma que neste momento o subvetor A[0..k]
esta ordenado e possui os mesmos elementos do subvetor A[0..k] original. A incrementarmos
o valor de k para a proxima iteracdo, a invariante é reestabelecida. Informalmente estamos
dizendo que o lago while encontra a posigio correta para inserir A[j] (que esta armazenado
na variavel key). Provaremos este fato com a ajuda de uma invariante para o lago while:

Antes de cada iteracdo do lago while, o subvetor A[i + 1..j] possui elementos que sao
maiores ou iguais a key.

A prova é também por indugdo no nimero de itera¢oes do lago while:
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(a) Inicializagdo: Antes da primeira iteracao do while temos que i +1 = j = k, e como
key = A[j] a invariante esté satisfeita.

(b) Manutencao: Por hipotese de indugao temos que o subvetor A[i+ 1..5] possui elementos
que sdo maiores ou iguais a key. Durante uma iteracao do lago, o elemento A[i] é copiado
na posicao i + 1 do vetor A, e portanto a invariante continua valendo.

(c) Finalizagao: Ao final da execugao do lago, temos que i é, de fato, a posigdo correta para
inserir o elemento A[k] j4 que todos os elementos do subvetor A[i + 1..j] sdo maiores ou
iguais a key. E importante observar que a insercdo do elemento Alk] na posicdo i nao
elimina nenhum elemento do vetor original porque o elemento que esta na posigao i foi
copiado para a posicao i + 1, se o laco while foi executado pelo menos uma vez, ou ele é
o proprio elemento armazenado em key, quando o lago nao é executado.

e Finalizacao: Ao final da execugdo do lago for, temos j = n, e portanto a invariante corres-
ponde a dizer que o vetor A[0..n — 1] obtido ao final da execugao do algoritmo esta ordenado,
e é uma permutacao do vetor original A[0..n — 1]. Assim, concluimos a prova da corregao do
algoritmo InsertionSort.

Exercicio 113. Prove que o algoritmo BubbleSort a sequir € correto.

1 for i1 =0ton—2do

2 for =0ton—2—1:do

3 if A[j+1] < A[j] then

4 | swap A[j] and A[j +1];
5 end

6 end

7 end

Algorithm 3: BubbleSort(A[0..n — 1])

Exercicio 114. Prove que o algoritmo BubbleSort2 [12] a sequir € correto.

1 for i=0ton—2do

2 for j=n—1 downtoi+ 1 do
3 if A[j] < A[j — 1] then

4 | swap A[j] and A[j —1];
5 end

6 end

7 end

Algorithm 4: BubbleSort2(A[0..n — 1])

Exercicio 115. Prove que o algoritmo SelectionSort a sequir é correto.

for 1=0ton—2do

min < i;

for j=i+1ton—1do
if A[j] < A[min] then
‘ min < j;
end

end

swap Ali] and Almin];

end

© 0 N o o~ W N

Algorithm 5: SelectionSort(A[0..n — 1])
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2. A complexidade do algoritmo de ordenagao por insercao

Agora faremos uma analise da complexidade do algoritmo de ordenacao por insercao semelhante
andloga a feita para a busca sequencial. Certamente, ordenar um vetor com 1000 demanda mais
tempo do que ordenar apenas 3 elementos, assim é usual descrever o tempo de execucao de um
algoritmo em fung¢do do tamanho da entrada que neste caso é o nimero n de elementos a serem
ordenados. Novamente assumiremos que cada linha do pseudocodigo é executada em tempo cons-
tante, mas este tempo pode diferir de uma linha para outra. Assim, denotaremos por ¢; a constante
que corresponde ao tempo de execucao da i-ésima linha do pseudocédigo. Vejamos, entao, o custo
de execugao do algoritmo InsertionSort. O lago for da linha 1 é executado n vezes, enquanto que
o corpo do lago é executado n — 1 vezes, uma vez para cada j = 1,...,n — 1. Denotaremos por ¢; o
ntmero de vezes que o teste do lago while da linha 4 é executado, de forma que temos o seguinte

custo por linha:

Linha | Custo | Nimero de execugoes | Custo total
1| n c1.n
2| e n—1 ca.(n—1)
3| cs n—1 cs.(n—1)
4| ¢y Z;le t Ca. 2?211 tj
5| cs STt = 1) c5. Y02y (t; — 1)
6 | cq STt — 1) ce. Y0y (t; — 1)
8 | cs n—1 cs.(n—1)

Portanto, o custo total, que denotaremos por T'(n) é dado por:

Tn)=cn+co(n—1)+cs3.(n—1) + cq4. th + 05.Z(tj -1+ 06.Z(tj —1)4+cg.(n—1)
j=2 j=2 j=2

Agora note que, mesmo para entradas de mesmo tamanho, o tempo de execucdo pode mudar. De
fato, um vetor que tenha mais elementos a serem reposicionados terd um custo maior para ser
ordenado. Portanto, a analise do melhor caso se d4 quando o vetor ja estiver ordenado pois t; = 1,
para todo 2 < j < n:

To(n) = can+ec(n—1)+c3.(n—1)+cq.(n—1)+cg.(n—1)
= (c14+catcg+ca+cg)n—(ca+c3+cy+cg)

ou seja, uma funcao linear de n. Por outro lado, a analise do pior caso se da quando o vetor estiver
ordenado decrescentemente pois t; = j (por que?), e portanto

To(n) = crn+ (ca+cs+cg)(n— 1)+ ca(C527) 4 (65 + ). (=250
ou seja, uma fungao quadratica de n.

A forma de anélise feita para InsertionSort acima, assim como para SequentialSearch na sec¢do
anterior, apresenta alguns problemas porque as constantes utilizadas podem mudar dependendo do
computador, da linguagem de programacao ou mesmo do estilo de programagao utilizados. Uma
maneira de ignorar estas especificidades, e fazer uma anélise que seja independente destes aspectos,
consiste na utilizacao de uma notagao adequada, a notacao assintdtica, que considera o comporta-
mento de fungoes no limite, isto é, para valores suficientemente grandes do parametro n. A ideia é
que possamos pegar uma func¢ao como Ty, (n) = ¢1 + ca.n+c3.(n —1) + ¢ + cs que expressa o custo
no pior caso do algoritmo de busca sequencial, e dizer que ela cresce como n, sem a necessidade
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de considerar as constantes. Faremos isto considerando o conjunto das fungoes que sao limitadas
superiormente por um miltiplo constante de n. Observe que podemos facilmente construir uma
cota superior para a fungdo Ty, (n) da seguinte forma Ty, (n) = ¢; + co.n+cz.(n — 1) + ¢ + cs <
cim+camn+cgn—cz+cgn+cgn < (¢ + e+ e+ e+ cg)n < cn para qualquer constante
c>c1+ca+c3+cg+cgen > 1. Neste caso, dizemos que a fungdo Ty, (n) é O(n), ou seja, que
T (n) é de ordem n. Formalmente, temos a seguinte definigdo para o conjunto O(g(n)) que contém
todas as fungdes que sao da ordem de g(n):

Definigdo 116. Seja g(n) uma funcao dos inteiros ndao-negativos nos reais positivos. Entdo
O(g(n)) € o conjunto das fungées (também dos inteiros nao-negativos nos reais positivos) tal que
existem uma constante real ¢ > 0 e uma constante inteira ng > 0 satisfazendo a desigualdade f(n) <
c-g(n),¥Yn > ng. Alternativamente, O(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas ¢ e ng tais que
f(n) <c-g(n),¥n > mng.}

Observe que uma fungdo f(n) pode estar em O(g(n)) mesmo que f(n) > g(n),¥n. O ponto im-
portante é que f(n) tem que ser limitada por um miltiplo constante de g(n). A relagdo entre
f(n) e g(n) para valores pequenos de n também é desconsiderada. Intuitivamente, os termos de
menor ordem de uma funcao assintoticamente positiva podem ser ignorados na determinagao da
cota superior porque sao insignificantes para valores grandes do pardmetro n. Assim, quando n é
grande qualquer porcao ou fracdo do termo de maior ordem é suficiente para dominar os termos
de menor ordem.

Normalmente, escrevemos T'(n) € O(n?) para dizer que T'(n) é O(n?) ja que O(n?) é um conjunto.
No entanto, é comum encontrarmos o uso da igualdade T'(n) = O(n?) ao invés de T'(n) € O(n?). A
conveniéncia do uso da igualdade seré vista posteriormente, mas o importante aqui é entender que
esta igualdade é unidirecional, e portanto nao pode ser confundida com a igualdade tradicional.
Por exemplo, escrevemos T'(n) = O(n?), mas O(n?) = T(n) ndo é correto. O niimero de funcoes
andnimas em uma expressao é igual ao ntimero de vezes que a notacgdo assintotica aparece: por

n
exemplo, na expressao Z O(i) contém apenas uma fungdo anoénima (a fungio que tem parame-
i=1
tro i), e portanto esta expressao nao é o mesmo que O(1) + O(2) + ... + O(n) (que nao possui
uma interpretacdo clara). A notagdo assintética também pode aparecer do lado esquerdo de uma
equagdo: 2n? + O(n) = O(n?). Neste caso, independentemente da forma como as fungdes anoni-
mas sao escolhidas do lado esquerdo da equagao, existe uma forma de escolher func¢ées anénimas
do lado direito da equagao de forma que a equagao se verifique. No caso do exemplo acima, te-
mos que para qualquer f(n) = O(n), existe uma fungao g(n) = O(n?) tal que 2n?+ f(n) = g(n), Vn.

Equagdes também podem ser encadeadas como em 2n? + 3n + 1 = 2n% + O(n) = O(n?), e podem
ser interpretadas separadamente de acordo com as regras anteriores. Assim, a primeira equagao
nos diz que existe alguma funcdo f(n) = O(n) para a qual a equagdo se verifica para todo n. A
segunda equagao nos diz que para toda fungao g(n) = O(n), existe uma fungio h(n) = O(n?) tal
que a equacao se verifica para todo n. Este encadeamento é transitivo, ou seja, podemos concluir
que 2n? 4+ 3n + 1 = O(n?).

O lema a seguir nos permite utilizar limites para utilizar a notagao assintotica:

Lema 117. Uma func¢do f(n) = O(g(n)) se lim f((ng = ¢ < 00, incluindo o caso em que ¢ = 0.
n—oo g(n

Demonstragao. Exercicio.
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Observe que a outra diregdo do lema anterior ndo vale: de fato, considere f(n) =ne g(n) = ollen)
onde Ign é o logaritmo de n na base 2. Temos que f(n) = O(g(n)) porque f(n) = n = 28" <

n
gllen]+1 — 9 9llen] — 2 4(n),Vn. No entanto, o limite lim S nao existe, j& que o quociente

n—o0 g(n)
% oscila.
Teorema 118. (a) Se nh_)rréo g(z) = ¢ < 00, onde ¢ é uma constante real positiva, entio f(n) =
O(g(n)) e g(n) = O(f(n));
(b) Se lim /) =0 entdo f(n) = 0(g(n)) O(f(n));
) = = 0(g(n)), mas g(n) # O(f(n));

(c) Se lim Jn) = 400 entdo f(n) # O(g(n)), mas g(n) = O(f(n)).

n—o0 g(n)

Demonstragao. Exercicio.

No caso de InsertionSort, a anélise do pior caso nos da a funcao
Tw(n) = cn+(ca+cg+cg)(n—1)+ c;;.(@) + (5 + cﬁ).(%) que é O(n?).

Como exercicio, mostre em detalhes que a complexidade do pior caso de InsertionSort ¢ O(n?).

Assim, considerando as expressoes (ou polindmios) construidas(os) até agora, observamos que a
classe de complexidade é obtida considerando-se 0 monémio de maior grau sem levar em conta o
coeficiente. Portanto, a construgao do polindémio a partir do custo de cada linha do algoritmo nao é
uma estratégia eficiente porque no final consideraremos apenas a parcela mais significativa, ou seja,
o mondmio de maior grau. Vamos entao buscar diretamente a parte do algoritmo que nos da este
monomio de maior grau. Observando a Tabela [2] concluimos que o termo quadratico vem da linha
4, mais precisamente da comparacao Afi] > key que é executada em cada iteragdo do lago for.
Entao podemos fazer uma analise bem mais direta do que a feita anteriormente para chegarmos a
mesma conclusao. Como durante a i-ésima iteragao do lago for, a linha 4 é executada i vezes, temos:

A analise do melhor caso também pode ser feita da mesma forma considerando que a cada iteragao
do laco for, a linha 4 é executada uma tnica vez:

n—1

Ty(n) =Y 1=n—1=0(n).

i=1

Da mesma forma, na busca sequencial o custo linear do pior caso pode ser obtido calculando di-
retamente o numero de comparagoes feitas na linha 2. A notagdo O nos da uma cota superior
para o custo de execugao de algoritmos, mas ela também pode ser utilizada para estabelecer uma
cota para a complexidade de espago utilizado durante a execugao de um algoritmo. Tanto a busca
sequencial quanto o algoritmo de ordenacao por insercao nao necessitam de espaco adicional de
armazenamento, e portanto, em ambos os casos a complexidade é constante, ou seja, é igual a
O(1). Dizemos que algoritmos de ordenagdo que ndo demandam espago adicional fazem a orde-
nacao in place. Posteriormente estudaremos algoritmos que necessitam de espago adicional. Na
tabela abaixo, resumimos as analises feitas até agora:
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’ Algoritmo \ tempo (melhor caso) \ tempo (pior caso) \ espago ‘
Sequential search | O(1) O(n) 0(1)
Insertion sort O(n) O(n?) O(1)

Uma ferramenta bastante util na analise assintotica é conhecida como regra do mdzimo:

O(f(n) + g(n)) = O(max(f(n),g(n))) (4.1)

Depois de alguns exercicios, e de apresentarmos mais alguns detalhes sobre a notagao assintética,
estudaremos um pouco da chamada analise do caso médio. A anélise do melhor caso nos da uma
ideia de situacoes especificas em que o algoritmo tem a melhor performance possivel, mas a anélise
do melhor caso nao costuma ser muito informativa e normalmente ndo é relevante. A analise do
pior caso, por outro lado, tem bastante relevincia e seré explorada exaustivamente nas préximas
secoes. Ela é importante porque nos fornece o pior cenério possivel para o algoritmo. Com isto
sabemos que o algoritmo nao pode ter um comportamento menos eficiente do que o apresentado
pela analise do pior caso. No entanto, esta analise pode ser excessivamente pessimista considerando
uma situagao mais realista. Por exemplo, pode ser que o pior cenario s6 ocorra para uma ou duas
entradas especificas dentre uma infinidade de possibilidades igualmente possiveis. A analise do
caso médio pode nos fornecer uma ideia da eficiéncia do algoritmo considerando uma média dentre
todos os tempos de execugao possiveis, o que nao corresponde a média entre as anélises do melhor
e pior casos.

Por fim, é importante ter em mente que a notagao assintética nos permite analisar a taxa de
crescimento, ou ordem de crescimento do tempo de execugao de um algoritmo, e portanto as sim-
plificagoes feitas na obtengao da cota superior nao devem ser esquecidas em situagoes praticas.
Por exemplo, considere dois algoritmos A e B com complexidades, respectivamente, iguais a O(n?)
e O(n3). Qual dos dois algoritmos ¢ mais eficiente? Para valores grandes de n certamente o al-
goritmo A é mais eficiente, mas devemos levar em consideracdo que no calculo destas classes de
complexidade diversas constantes foram ignoradas. Se soubéssemos, por exemplo, que o algoritmo
A realiza 100.n? operacoes, enquanto que o algoritmo B realiza 5.n% operacoes para resolver o
mesmo problema, entao agora sabemos que para n < 20 o algoritmo B é mais eficiente.

Exercicio 119. Complete a tabela abaixo considerando os pseudocddigos apresentados nos exerci-

cios[ e[d.

] Algoritmo \ tempo (melhor caso) \ tempo (pior caso) \ espaco ‘
Sequential search | O(1) O(n) o(1)
Insertion sort O(n) O(n?) o(1)

Bubble sort
Selection sort

Exercicio 120. Mostre que n = O(n?).
Exercicio 121. Mostre que 100n + 5 = O(n?).
Exercicio 122. Mostre que @ = O(n?).

Exercicio 123. Mostre que n® # O(n?).

Exercicio 124. Sejam f(n),g(n) e h(n) fungdes dos inteiros nao-negativos nos reais positivos.
Mostre que se f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(h(n)) entao f(n) = O(h(n)).



Assim, como O(g(n)) estabelece uma cota superior para fungodes, o conjunto Q(g(n)) estabelece
uma cota inferior para as funcoes:

Definicao 125. Seja g(n) uma fungao dos inteiros ndao-negativos nos reais positivos. Entao
Q(g(n)) € o conjunto das fungoes (também dos inteiros nao-negativos nos reais positivos) tal que
existem uma constante real ¢ > 0 e uma constante inteira ng > 0 satisfazendo a desigualdade
c-g(n) < f(n),¥n > ng. Alternativamente, Q(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas c e ng
tais que 0 < c-g(n) < f(n),¥Yn > ng.}

Quando dizemos que o tempo de execu¢ao de um algoritmo é Q(g(n)), queremos dizer que inde-
pendentemente da entrada de tamanho n, o tempo de execugao desta entrada é pelo menos uma
constante multiplicada por g(n) para n suficientemente grande. Ou seja, estamos fornecendo uma
cota inferior no melhor caso. Por exemplo, no melhor caso, o algoritmo InsertionSort é Q(n), e
portanto, o tempo de execucio do algoritmo InsertionSort esta entre 2(n) e O(n?). A defini¢io
alternativa para o conjunto Q(g(n)) em termos de limites é dada pelo lema a seguir:

Lema 126. Uma fungdo f(n) = Q(g) se lim fgn; > 0, incluindo o caso em que o limite € igual
n—oo g(n
a 0.

Demonstragao. Exercicio.
O

A forma mais precisa de expressar o comportamento assintotico de um algoritmo é fornecendo cotas
superiores e inferiores ao mesmo tempo. No paragrafo anterior, apresentamos uma cota superior e
uma cota inferior para o algoritmo InsertionSort. No entanto, estas cotas sao de classes diferentes,
o conjunto ©(g(n)), definido a seguir, é utilizado quando ambas as cotas sdo da mesma classe.

Definigao 127. Seja g uma fungio dos inteiros nao-negativos nos reais positivos. Entiao ©(g(n)) é
o conjunto das fungoes (também dos inteiros nao-negativos nos reais positivos) tal que existem cons-
tantes reais positivas c1 e ca, e uma constante inteira ng > 0 satisfazendo a desigualdade ¢1-g(n) <
f(n) <cg-g(n),¥n > ng. Alternativamente, ©(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas c1, cz
eng tais que 0 < c1 - g(n) < f(n) < cz-g(n),vn > ng.}

Como qualquer constante pode ser vista como um polinémio de grau 0, podemos representar fun-
¢oes constantes como O(n”), ou simplesmente, ©(1). O lema a seguir apresenta uma caracterizagio
do conjunto O(g(n)) em termos de limite:

Lema 128. Uma func¢do f(n) = O(g(n)) se lim féni = ¢, para alguma constante 0 < ¢ < co.
n—oo g(n

Demonstragao. Exercicio.
O

f(n)

Teorema 129. (a) Se lim ——= = ¢ < oo, onde ¢ é uma constante real positiva, entao f(n) =

n—o0 g(n)
O(g(n));

(b) Se lim fn) =0 entao f(n) = O(g(n)), mas f(n) # O(g(n));

n—oo g(n)

(0]



(c) Se nh_{r;om = 400 entao f(n) = Q(g(n)), mas f(n) # O(g(n)).

Demonstragao. Exercicio.

O
Exercicio 130. Prove que Zik = @(nkH) para qualquer inteiro k > 0 fixado.
i=1
Teorema 131. Dadas fungées f(n) e g(n), temos que f(n) = ©(g(n)) se, e somente se, f(n) =
O(g(n)) e f(n) = Q(g(n)).
Demonstragao. Exercicio.
O

Lema 132. (a) f(n) = O(g(n)) se, e somente se g(n) = Q(f(n));
(b) Se f(n) = ©O(g(n)) entao g(n) = O(f(n));

(c) © define uma relagio de equivaléncia sobre as fungoes. Cada conjunto O(f(n)) é uma classe
de equivaléncia que chamamos de classe de complexidade;

(d) Q(f(n) + g(n)) = Q(max{f(n),g(n)});

(¢) ©(f(n) +g(n)) = O(max{f(n),g(n)});

Definigdo 133. Seja g(n) uma fungio dos inteiros nao-negativos nos reais positivos. Definimos,
o(g(n)) ={f(n): para qualquer constante positiva ¢, existe uma constante positiva ng tal que 0 <
f(n) <c-g(n),¥n >ng.}

Lema 134. Uma fungao f(n) =o(g) se nh_)ngo ch((g =0.

Definicao 135. Seja g(n) uma func¢ao dos inteiros nao-negativos nos reais positivos. Definimos,
w(g(n)) ={f(n): para qualquer constante positiva c, existe uma constante positiva ng tal que 0 <
c-g(n) < f(n),¥n = no.}

Lema 136. Uma fun¢io f(n) =w(g(n)) se lim fm) = 00, se este limite existir.
n—oo g(n)

Lema 137. Se f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(h(n)) entao f(n) = O(h(n)), ou seja, a notagio O €
transitiva. Também sao transitivos Q,0,0 e w.

Teorema 138. lgn = o(n®),Va > 0. Ou seja, a fungao logaritmo cresce mais lentamente do que
qualquer poténcia de n (incluindo poténcias fraciondrias)

Teorema 139. n*F = 0(2™),Vk > 0. Ou seja, poténcias de n crescem mais lentamente que a fun-
¢ao exponencial 2™. Mais ainda, poténcias de n crescem mais lentamente do que qualquer fun¢ao
exponencial ¢, c > 1.
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Exercicio 140. Mostre que % —3n = 0(n?).

Exercicio 141. Mostre que 6n® # ©(n?).

Exercicio 142. Sejam f(n), g(n) e h(n) fungées nao-negativas tais que f(n) = O(h(n)) e
g(n) = O(h(n)). Prove que f(n)+ g(n) = O(h(n)).

4.3 Andalise do caso médio

Nas sessoes anteriores fizemos a anélise do melhor caso e do pior caso para a busca sequencial, e para
o algoritmo de ordenagao por insercao. Nesta se¢cao definiremos cada uma destas nogoes, assim como a
analise do caso médio. A complexidade do pior caso consiste em considerar, dentre todas as entradas
possiveis de um dado tamanho, aquela ou aquelas entradas para as quais o algoritmo em consideragao
executa o maior nimero de passos possivel, ou seja, o maior nimero de operagoes basicas:

Definigao 143. Sejam D,, o conjunto das entradas de tamanho n para o algoritmo em questao, eI € D,,.
Seja t(I) o numero de operagoes bdsicas executadas pelo algoritmo na entrada I. Definimos a fung¢iao W,
que denota a complexidade do pior caso, por:

W(n) = max{t(I) | I € D,}

Analogamente, a complexidade do melhor caso é dada por:

Definigao 144. Sejam D,, o conjunto das entradas de tamanho n para o algoritmo em questao, eI € D,,.
Seja t(I) o nimero de operagoes bdsicas executadas pelo algoritmo na entrada I. Definimos a fun¢ao B,
que denota a complexidade do melhor caso, por:

B(n) =min{t(I) | I € D,}

Como comentamos anteriormente, a analise do melhor caso ndo costuma ser muito informativa por-
que pode ocorrer de forma esporadica, e normalmente nao é relevante. Em outras palavras, a analise do
melhor caso faz pouco sentido porque sempre é possivel construir um algoritmo que é rapido para uma
entrada particular. Por outro lado, a analise do pior caso nos fornece uma cota superior para o tempo de
execucgao do algoritmo que, por si s, ja é bastante util. No entanto, esta analise pode ser excessivamente
pessimista: por exemplo, pode ser que o pior cenario s6 ocorra para uma ou duas entradas especificas
dentre uma infinidade de possibilidades igualmente possiveis. A tentativa de fugir destes extremos nos
leva a analise do caso médio, que pode nos fornecer uma ideia da eficiéncia do algoritmo considerando
uma média dentre todos os tempos de execucao possiveis. E importante observar que a analise do caso
médio nao corresponde a média entre as analises do melhor e pior casos. Formalmente, temos a seguinte
definicao:

Definicao 145. Sejam D,, o conjunto das entradas de tamanho n para o algoritmo em questao, eI € D,,.
Seja t(I) o nimero de operagdes bdsicas executadas pelo algoritmo na entrada I, e p(I) a probabilidade
de ocorréncia da entrada I. Definimos a complezxidade do caso médio por:
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IeD,

Portanto, a complexidade do caso médio consiste em uma espécie de média ponderada onde os pesos
sdo probabilidades. Antes de fazermos um exemplo, vamos fazer algumas consideragoes sobre a com-
plexidade do caso médio. Ainda que seja importante pelas razoes apontadas no paragrafo anterior, a
complexidade do caso médio néo é tao comum quanto a complexidade do pior caso. A principal razao é
que ela é em geral dificil de ser determinada. Sempre que possivel incluiremos a complexidade do caso
médio em nossas analises, mas na maioria dos casos ficaremos restritos & analise do pior caso. Como
primeiro exemplo de anélise do caso médio, vamos fazer esta andlise para o algoritmo de busca sequen-
cial. Para simplificar este primeiro exemplo, suponha que a chave procurada ocorra no vetor, e também
assumiremos que a chave pode ocorrer com mesma probabilidade em qualquer uma das n posigoes do

vetor A. Antes de prosseguirmos com este exemplo, vamos revisar algumas nogoes importantes de pro-
babilidade.

Definicao 146. Um experimento é deterministico quando repetido em condig¢oes semelhantes conduz a
resultados essencialmente idénticos. Jd os experimentos que quando repetidos sob as mesmas condigoes
produzem resultados geralmente diferentes sao ditos aleatérios. Um espago amostral é um conjunto que
contém os resultados possiveis de um experimento aleatorio. Os elementos de um espa¢o amostral sdo
chamados de eventos elementares, enquanto que subconjuntos do espago amostral sao chamados de even-
tos.

Por exemplo, considere o seguinte experimento aleatério: jogar um dado e observar o nimero mos-
trado na face de cima. O espago amostral deste experimento é o conjunto 2 = {1,2,3,4,5,6}. Qualquer
um dos elementos deste conjunto é um evento elementar, enquanto que o subconjunto A = {2,4,6}
corresponde ao evento que acontece se o nimero mostrado na face de cima é par. Os experimentos
aleatorios que consideraremos aqui possuem as seguintes caracteristicas:

1. H4 um namero finito de eventos elementares, e a uniao de todos os eventos elementares é o espaco
amostral;

2. Os eventos elementares sao igualmente provaveis;

3. Todo evento é a uniao de eventos elementares.

Defini¢ao 147. Definimos a probabilidade de um evento A, notagao p(A), como sendo o quociente

_ #A4)

Como consequéncia desta definicao temos as seguintes propriedades:

1. Para todo evento A, 0 < p(A) < 1;

2. p(2) = 1;
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3. p(0) =0;
4. Se AN B =) entdao p(AU B) = p(A) + p(B).

Voltando para o exemplo da busca sequencial, observe que ao assumirmos que a probabilidade da
chave ocorrer em qualquer das n posicoes do vetor A, estamos dizendo que esta probabilidade é igual a %
O espago amostral que estamos considerando é o conjunto D,, das entradas de tamanho n. Denotaremos
por I; o evento correspondente ao caso em que a chave ocorre na j + 1-ésima (0 < j < n —1) posicao do
vetor A, e portanto a unidao destes eventos é igual ao espago amostral:

Q:

O ntmero de comparagoes realizadas para I; é t(I;) = j + 1, e portanto aplicando a defini¢ao da
complexidade do caso médio, onde p(I | succ) denota a probabilidade da entrada I para o caso de sucesso,
temos:

n—1 n—1 n

As(n) = Zp([|succ).t([):i p(L; | succ).t Zl G+1) :Z% ': Ln( n+1):n+1.
=0 ;

2 2
IeD,

Agora vejamos como a teoria da probabilidade pode nos ajudar a completar a anélise do caso médio.
A definigao a seguir apresenta as nogoes de esperanca e esperanca condicional a partir de variaveis ale-
atorias que sao variaveis reais que dependem do evento elementar que ocorreu. Em outras palavras, é
uma fungao definida para eventos elementares, isto é, X : 2 — R. No caso da busca sequencial, a fungao
t que recebe um evento elementar de I € D,, e retorna o ntimero de comparagoes feitas é uma variavel
aleatoria. Ou seja, o nosso espago amostral D,, contém as entradas de tamanho n, e cada possivel entrada
é um evento elementar.

Definicao 148. Seja f(e) uma varidvel aleatoria definida sobre um conjunto de eventos elementares
e € U. A esperanca de f, denotada por E(f), € definida por

=> fle)p(e

ecU

Normalmente, a esperanga de f é chamada de valor médio de f. A esperanga condicional de f dado um
evento S, denotada por E(f | S), é definida por

E(f8)=>_ fle).ple|S) =D fle)-ple] S)

ecU ecsS

onde a tultima igualdade se justifica pelo fato de que a probabilidade condicional de qualquer evento que
nao esteja em S € igual a 0.

Portanto a esperanga de ¢ (nimero de comparagoes) é igual a A,(n) calculado acima. Quando a chave
nao ocorre no vetor, n comparagoes sao feitas, e denotaremos esta informacao por A¢(n) =n. A analise
do caso médio da busca sequencial é feita juntando estas informagoes de acordo com a lei da esperanca
condicional enunciada a seguir:
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Lema 149. Sejam f(e) e g(e) varidveis aleatdrias definidas sobre um conjunto de eventos elementares
ee€ U, e S um evento qualquer. Entao:

1. E(f+g9)=E(f)+ E(9)
2. E(f) =p(9)-E(f|S)+p(=9).E(f|~S)

Voltando ao nosso exemplo, consideraremos dois eventos: succ que consiste das instancias de D,
(eventos elementares) que possuem a chave procurada, e = > que contém as instancias de D,, que ndo
possuem a chave procurada. Assumindo que p(succ) = ¢, temos:

ngl)Jr(lfq).n:n.(lfg)wL

A(n) = p(suce).As(n) + p(—suce). Af(n) = ¢.(

NS

Assim, se a probabilidade da chave ocorrer no vetor for a mesma de néo ocorrer, i.e. se ¢ = % entao
A(n) = % = O(n), ou seja, a busca sequencial tem complexidade linear no caso médio.

O exemplo acima nos mostra como o conjunto D,,, das entradas de tamanho n, deve ser interpre-
tado. Ao invés de considerar todos os possiveis vetores de tamanho n, identificamos as propriedades das
entradas que afetam o comportamento do algoritmo. No exemplo, isto corresponde a considerar quando
a chave é um elemento do vetor, e em que posi¢oes ocorre. Um elemento I € D,, pode ser visto como
um conjunto (ou uma classe de equivaléncia) de todos os vetores e chaves que ocorrem em uma posi¢ao
especifica do vetor, ou que nao ocorre no vetor. Entao ¢(I) é o namero de operagoes realizadas para
qualquer das entradas em 1.

Exercicio 150. Considere o problema de busca em um vetor ordenado. Como o algoritmo de busca
sequencial poderia ser melhorado para realizar a busca neste caso? Faca a andlise do pior caso e caso
médio para o seu algoritmo modificado.

4.4 Casamento de padroes

Dados um texto t (sequéncia de n caracteres) e uma palavra p (string) (sequéncia de m < n caracteres)

que chamaremos de padrao, queremos encontrar a posigao i da primeira ocorréncia de p em t (string

matching), ou retornar -1 caso nio existam ocorréncias de p em ¢t. Mais precisamente, i corresponde a

posicao do caractere mais & esquerda da primeira ocorréncia de p em ¢ tal que t; = po, ..., ti+; = pj,
s titm—1 = Pm—1-

Caso outras possiveis ocorréncias de p precisem ser encontradas, basta que o algoritmo continue até
que todo o texto seja percorrido. Um algoritmo forga-bruta para resolver este problema funciona da
seguinte forma: alinhe o primeiro caractere da palavra p com o primeiro caractere do texto t e inicie a
comparacao entre os caracteres correspondentes. Quando os caracteres coincidem, dizemos que houve
um casamento (matching), e prosseguimos para o caractere seguinte até, eventualmente parar depois
do casamento do tltimo caractere da palavra p. Quando durante este processo, um caractere do texto
diverge do caractere correspondente da palavra, dizemos que ocorreu um mismatching, e neste caso, pre-
cisamos deslocar a palavra uma posi¢ao a direita da posi¢ao atual, para entao reiniciarmos o processo.
Observe que a ultima posicao do texto ¢t a partir da qual ainda pode o casamento com a palavra p é
n —m ja que depois desta posi¢ao nao temos mais caracteres suficientes para casar com a palavra p. A
seguir, apresentamos o pseudocoddigo que implementa esta ideia:
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for i=0ton—mdo

J 0

while j < m and P[j] =T[i + j] do
| e+

end

if j =m then
‘ return ;

end

© g9 O oA W N

end
10 return —1;
Algorithm 6: BFStringMatch(T'[0..n — 1], P[0..m — 1])

Exercicio 151. Qual € a operacao bdsica realizada por este algoritmo? Lembre-se que a operagao bdsica
€ aquela que € mais relevante para a andlise do custo do algoritmo.

Exercicio 152. Qual € a compleridade deste algoritmo no melhor caso? Observe que o niumero de ope-
ragoes basicas a serem realizadas depende tanto do tamanho n do texto quanto do tamanho m da palavra,
e portanto esta andlise deve levar em conta os dois pardmetros.

Exercicio 153. Qual ¢ a complexidade deste algoritmo no pior caso? Observe que o nimero de opera-
¢oes bdsicas a serem realizadas depende tanto do tamanho n do texto quanto do tamanho m da palavra,
e portanto esta andlise deve levar em conta os dois pardmetros.
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Capitulo 5

Recursao

Recursao é um método para resolver problemas computacionais que depende das solugoes de instancias
menores do mesmo problema|I6] Nesta secao estudaremos alguns algoritmos recursivos, e iniciaremos
pelas versoes recursivas da busca sequencial e da ordenacao por inser¢ao. Como a utilizagao da recursao
é muito natural no contexto funcional, isto é, da programacao funcional, apresentaremos os algoritmos
recursivos diretamente no assistente de provas Coq.

5.1 Busca sequencial recursiva

A busca sequencial pode ser definida recursivamente como seq search | x := seq_search _aux | = 0,
onde:

Em Coq, temos:

Definition seq_search (1: list nat) (x: nat) := seq_search_aux 1 x 1.

Fixpoint seq_search_aux (1: list nat) (x pos: nat) :=
match 1 with

| nil => 0
| h::tl => if h =7 x then pos else seq_search_aux tl x (S pos)
end.

A fungéo recursiva seq_search é definida em termos da fungdo auxiliar seq_search_aux que recebe
uma lista 1 de naturais, e os naturais x e pos como argumentos, e retorna 0 se 1 for a lista vazia. Ou
seja, estamos assumindo que a primeira posi¢ao vélida de uma lista é 1. Caso contrério, isto é, se 1 tem
a forma h::tl entao comparamos o primeiro elemento da lista h com o elemento procurado x, e se eles
sao iguais retornamos a posigao atual pos. Caso contrario, continuamos recursivamente a busca de x na
cauda t1 da lista original depois de atualizar a variavel pos em uma unidade.

1. TODO A corregdo do algoritmo de busca sequencial

2. TODO A complexidade do algoritmo de busca sequencial

5.2 TODO Busca binaria

A busca binéria é mais eficiente que a busca sequencial, mas este algoritmo assume que o vetor, onde a
busca seré realizada a busca, estd ordenado. O pseudocodigo da busca binaria em um vetor ordenado
de inteiros com n elementos é dado a seguir:
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if high < low then
‘ return -1;
end
mid = | (high + low)/2];
if key > A[mid] then
‘ return BinarySearch(A, mid + 1, high, key);
end
else
if key < A[mid] then
‘ return BinarySearch(A4, low, mid — 1, key);
end
else
‘ return mid,
end

© 0 N o bk W N =

[ S O S
B w N = o

end

[uny
%]

Algorithm 7: BinarySearch(A[l..n], low, high, key)

Exercicio 154. Fuaca a andlise da complexidade do melhor caso para este algoritmo.

Exercicio 155. Fuaca a andlise da complexidade do pior caso para este algoritmo.

A corregao deste algoritmo pode ser estabelecida em duas etapas. A primeira dela consiste em
provar que se a chave key nao ocorre no vetor A[l..n], entdo BinarySearch(A[l..n],1,n, key) retorna o
valor -1, e a segunda consiste em provar que o algoritmo retorna a posicao correta do elemento procurado.

Exercicio 156. Prove o lema a sequir:

Seja A[l..n] um vetor ordenado de inteiros distintos. Mostre que se a chave key nao ocorre em
All..n], entdo BinarySearch(A[l..n],1,n, key) retorna o valor -1.

Dica: Indugao (forte) sobre o tamanho n do vetor.

Exercicio 157. Prove o lema a sequir:

Seja A[l..n] um vetor ordenado de inteiros distintos. Mostre que se a chave key ocorre em A[l..n],
entao BinarySearch(A[l..n], 1, n, key) retorna o valor mid tal que Almid] = key.

5.3 Ordenacao por insergao recursivo

Nesta se¢ao estudaremos o algoritmo de ordenagao por insercéo recursivo. A estrutura de dados utilizada
é a de listas, e para simplificar trabalharemos com ntmeros naturais, mas as ideias sdo as mesmas para
ordenarmos qualquer estrutura que possua uma ordem total. Vimos no capitulo anterior que as listas de
naturais possuem dois construtores: nil para representar a lista vazia, e o operador :: que nos permite
construir uma nova lista a partir de um ntmero natural e de uma lista. Assim, a lista unitaria contendo
apenas o natural 5 é representada por 5 :: nil, enquanto que a lista 1 :: (5 :: nil), ou simplesmente
1:: 52 mel, representa a lista que tem 1 como primeiro elemento, e a lista 5 :: nil como cauda.

A operacao que d4 nome ao algoritmo é a operagao de inser¢ao porque a cada passo queremos inserir

um novo elemento em uma lista ji ordenada. Suponha, por exemplo, que queiramos inserir o nimero
3 na lista 1 :: 5 :: nil, isto é, o nosso objetivo final é obter a lista ordenada 1 :: 3 :: 5 :: nil. Para isto,
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precisamos inicialmente comparar o 3 com o primeiro elemento da lista, e o resultado desta comparacao
nos diz que o 3 deve ser inserido depois do 1, ou seja, em algum lugar da cauda da lista. Em seguida,
comparamos o 3 com o primeiro elemento da cauda, ou seja, com 5, e como 3 < 5, sabemos que ele deve
ser inserido antes do 5. Esta ideia esta implementada na fungao insere definida a seguir:

Defini¢ao 158. Sejam x um nimero natural, e | uma lista de nimeros naturais. A funcgao (insere x 1)
que insere o natural x na lista | € definida recursivamente como a sequir:

x ::nil, se l =mnil
insere x | = x ol sel=hutlex<h

h:: (insere x tl), sel=h:u=tlex>h

O algoritmo de ordenagao por inser¢do entdo consiste em recursivamente, dada uma lista nao vazia
h :: tl, inserir o primeiro elemento h na versao ordenada da cauda tl. Ou seja, o algoritmo de ordenagao
por inser¢ao que serd implementado pela funcao de ord__insercao vai receber como argumento uma lista
[ para ordenar. Se [ for a lista vazia nao ha nada a fazer, e caso contrério, recursivamente ordenamos a
cauda da lista para entao inserir o novo elemento:

Definicao 159. Sejal uma lista de nimeros naturais. A fungdo ord_insercao € definida recursivamente
como a Sequir:
nal, se l =nil

ord_insercao | = { insere h (ord_insercao tl), sel=h:tl

Vejamos como este algoritmo funciona na pratica. Suponha que queiramos ordenar a lista 3 :: 2 :: 1 ::
nil. Ao fornecermos esta lista como argumento para a fungdo ord_insercao, temos:

ord_insercao (3 ::2::1:nil) = (def. ord_insercao)
insere 3 (ord_insercao (2 :: 1 :: nil)) = (def. ord_insercao)
insere 3 (insere 2 (ord__insercao (1 :: nil))) = (def. ord_insercao)
insere 3 (insere 2 (insere 1 (ord_insercao nil))) = (def. ord_insercao)
insere 3 (insere 2 (insere 1 nil)) = (def. insere)
insere 3 (insere 2 (1 :: nil)) = (def. insere)
insere 3 (1 :: (insere 2 nil)) = (def. insere)
insere 3 (1::2::nil) = (def. insere)
1:: (insere 3 (2 = nil)) = (def. insere)
1::2:: (insere 3 nil) = (def. insere)

1:2:3:mnal
Veja que o algoritmo ordenou corretamente a lista 3 :: 2 :: 1 :: nil, mas serd que ele ordena correta-
mente qualquer lista de ntimeros naturais? Para responder esta pergunta, vamos analisar se o algoritmo
é correto ou nao.

1. A correcao do algoritmo de ordenacao por insercao

Nesta se¢ao vamos provar que o algoritmo de ordenagao por inser¢ao apresentado na se¢ao anterior
é correto. Para isto precisaremos definir algumas nogoes que serao utilizadas também em outros
algoritmos de ordenacao. A primeira nogao que precisamos definir formalmente é a de ordenagao.
Ou seja, o que significa dizer que uma lista esta ordenada? A definigdo a seguir apresenta o predi-
cado sorted que caracteriza a nocao de lista ordenada:

Definigao 160. Sejam x e y numeros naturais, e | uma lista de nimeros naturais. O predicado
sorted, que caracteriza o fato de uma lista estar ordenada, € definido por meio das seguintes regras
de inferéncia:

85



(sorted _nil) (sorted _one)

sorted nil sorted x :: nil

<y sorted y :: 1

(sorted _all)
sorted x 1y 21 -

A regra (sorted nil) é um axioma que estabelece que a lista vazia esta ordenada. A regra
(sorted _one) também ¢ um axioma que estabelece que listas unitérias estdo ordenadas. A re-
gra (sorted all) possui duas condi¢bes para que uma lista da forma x :: y :: [ esteja ordenada:
x < yealistay :: | tem que estar ordenada. Em outras palavras, a regra (sorted all) diz que
uma lista com pelo menos dois elementos estd ordenada, se o primeiro elemento é menor ou igual
ao segundo elemento, e a cauda da lista (ou seja, a lista do segundo elemento em diante) esta
ordenada. Note que as variaveis z, y e a lista [ estao implicitamente quantificadas universalmente
na Defini¢ao Segundo esta definigdo, a lista (1 :: 2 :: 3 :: nil) estd ordenada. De fato, a prova
deste fato é dada pela seguinte arvore de derivagao:

(sorted _one)
(sorted _all)
(sorted _all)

2<3 sorted (3 :: nil)
1<2 sorted (2 :: 3 :: mil)
sorted (1 ::2:: 3 :: nil)

Com esta defini¢gdo em maos, podemos provar uma propriedade da fung¢ao insere que ficou implicita:

Lema 161. Sejam x um ndmero natural, e | uma lista de nimeros naturais. Se | estd ordenada
entao (insere x 1) também estd ordenada.

Demonstragao. A prova é por indugao na estrutura da lista l. Se [ for a lista vazia entdo (insere x [)
é a lista unitaria x :: nil que esta ordenada por defini¢ao (regra sorted one). Sel é da forma h :: ¢l
entao temos dois casos a considerar:

e 1 < h: Neste caso, insere x (h :: tl) retorna a lista z :: h :: t] que esta ordenada ja que © < h
e, por hipétese, a lista h :: tl estd ordenada:

(hip.)

r<h sorted h :: tl
(sorted _all)

sorted x :: h i tl

e 1 > h: Neste caso, = serad inserido na cauda tl, e por hipétese de inducao temos que a lista
(insere x tl) esta ordenada. Como a lista h :: tl esta ordenada, entdo h é menor ou igual
a todo elemento de tI. Logo h é menor ou igual que todo elemento da lista (insere x tl), e
portanto a lista h :: (insere x tl) esta ordenada.

O

Agora vamos refazer esta prova no Coq. Note que uma das grandes vantagens da utilizacao de
um assistente de provas é justamente a possibilidade de verificacdo de que uma prova feita ma-
nualmente esta, de fato, correta. Isto é muito importante em provas mais complexas onde erros
podem passar despercebidos. Iniciaremos definindo a funcao insere em Coq. Fungoes recursivas
sao definidas usando a palavra reservada Fixpoint:
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Require Import List Arith.

Fixpoint insere x 1 :=
match 1 with
| nil => x::nil
| h::tl => if x <=7 h then x::1
else h :: (insere x tl)
end.

Na primeira linha importamos duas bibliotecas, a primeira chamada List nos permite usar a no-
tagao x::1 para representar uma lista com cabega x e cauda 1. A segunda biblioteca, chamada
Arith, nos permite usar a comparagao booleana <=7. Observe que a definicao acima é a mesma
funcao da Definicao[158 ambas retornam a lista unitaria x: :nil quando 1 ¢é a lista vazia, e quando
1 tem a forma h::tl, a func@o retorna x::1 quando x < h, e h:: (insere x tl), caso contrario.
O predicado sorted é definido em Coq utilizando a palavra reservada Inductive. Neste caso, cada
regra da Definicao [160] aparece como sendo um construtor da defini¢ao:

Inductive sorted: list nat -> Prop :=

| sorted_nil: sorted nil

| sorted_one: forall x, sorted (x::nil)

| sorted_all: forall x y 1, x <= y -> sorted (y::1) -> sorted (x::y::1).

Agora estamos prontos para enunciar o Lema [161] em Coq, e iniciar a prova fazendo indugdo na
estrutura da lista 1. Observe que utilizamos o comando induction 1 as [|h tl] para utilizar-
mos os mesmos nomes que aparecem na prova do Lema [161] mas este detalhe nao muda nada
na estrutura da prova. Poderiamos ter utilizado apenas o comando induction 1, e a Unica dife-
renga é que o Coq utilizaria nomes de variaveis diferentes para se referir a cabega e cauda da lista 1.

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].

Temos entao dois casos a considerar:

2 goals (ID 37)

forall x : nat, sorted nil -> sorted (insere x nil)

goal 2 (ID 41) is:
forall x : nat, sorted (h :: tl) -> sorted (imsere x (h :: tl))

O primeiro caso se da quando a lista 1 é a lista vazia. Entao basta introduzirmos a variavel x e
a hipotese sorted nil no contexto, e aplicarmos a definicdo de insere via a tatica simpl para
concluirmos com a aplicagao da regra sorted_one:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.
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O segundo caso se da quando a lista 1 tem a forma (h::t1). Apos introduzirmos a variavel x e a
hipétese sorted (h::tl), precisamos provar que sorted (insere x (h::tl))

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall x : nat, sorted tl -> sorted (insere x tl)
X : nat

H : sorted (h :: tl)

sorted (insere x (h :: tl))

Observe a hipotese de indugao IHt1l que foi gerada pelo principio de indugao aplicado & estrutura
da lista 1: ela tem exatamente a mesma forma do lema (ou seja, expressa a mesma propriedade)
aplicada a cauda tl da lista 1. De acordo com a prova que fizemos para o Lema [161] neste ponto
precisamos comparar x e h para decidir o que fazer de acordo com a definicdo da fungdo insere.
Podemos entao aplicar a tatica simpl (de simplificagdo) para que a defini¢do de insere seja apli-
cada no objetivo atual:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.
- intros x H.
simpl.

A janela de prova correspondente é:

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall x : nat, sorted tl -> sorted (insere x tl)
X : nat

H : sorted (h :: tl)

sorted (if x <=7 h then x :: h :: tl else h :: insere x tl)

Agora precisamos lidar com o condicional if para dividirmos a prova nos dois subcasos esperados.
Para isto, utilizamos a tatica destruct com (x <=7 h) como argumento:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.
- intros x H.
simpl.
destruct (x <=7 h) eqn:Hle.

Observe que a tatica destruct foi utilizada com dois argumentos: (x <=7 h) e eqn:Hle. O
primeiro argumento divide a prova nos dois subcasos desejados, ou seja, x < hex > h. Jdo
argumento eqn:Hle mantém a informagao dos casos que estao sendo analisados no contexto, isto
é, na janela de prova:
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2 goals (ID 61)

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall x : nat, sorted tl -> sorted (insere x tl)
X : nat

H : sorted (h :: tl)

Hle : (x <=7 h) = true

sorted (x :: h :: tl)

goal 2 (ID 62) is:
sorted (h :: insere x tl)

Se a informag@o da hipdtese Hle néo fosse relevante para a prova, poderiamos ter utilizado a ta-
tica destruct apenas com o argumento (x <=7 h). Mas observe que para provarmos sorted
(x::h::tl) precisamos, de acordo com a regra sorted_all, mostrar que x < h e que sorted
(h::tl), e para isto precisaremos das hipoteses Hle e H, respectivamente.

No primeiro subcaso precisamos provar sorted (x::h::tl), ou seja, que uma lista com pelo menos
dois elementos esté ordenada. Entao, aplicamos a regra sorted_all. Isto vai dividir a prova em
dois novos subcasos: no primeiro precisamos provar que x <= h, e no segundo, sorted (h::tl).
O segundo caso é imediato da hipdtese H, entao vamos focar no primeiro caso. Observe que x <=
h é essencialmente o que diz a hipotese Hle: (x <=7 h) = true, mas escrito de outra forma.
Estas diferentes formas de escrever a mesma informacao estdo relacionadas com a teoria por tras
do Coq e fogem do escopo deste livro. Entao o que precisamos fazer é descobrir como passar de
uma notagao para outra. O Coq tem diversos comandos de busca, dentre os quais esta o comando
Search. Para resolver o nosso problema precisamos encontrar lemas que envolvam a relagao <=.
Podemos fazer esta busca com o comando Search le ou Search "_ <= _". Em ambos os casos, o
Coq vai exibir uma janela com o resultado da busca. A seguir aparecem trés dos resultado listados
que estao relacionados com os operadores <= e <=7:

leb_complete: forall m n : nat, (m <=7 n) = true -> m <= n
leb_correct: forall mn : nat, m <= n -> (m <=7 n) = true
Nat.leb_le: forall n m : nat, (n <=7 m) = true <-> n <= m

Note que o lema leb_correct nao serve para nossos propoésitos porque nao temos o operador <=
nas hipoéteses, e sim na conclusao. Mas tanto leb_complete quanto Nat.leb_le resolvem este
caso, e ambos podem ser aplicados tanto na conclusao quanto na hipotese Hle. Por exemplo, para
aplicar a téatica leb_complete na conclusdo utilizamos o comando apply leb_complete. Abaixo
temos a prova com a aplicacao do lema leb_complete na hipétese Hle:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.
- intros x H.
simpl.
destruct (x <=7 h) eqn:Hle.
+ apply sorted_all.
* apply leb_complete in Hle.
assumption.
* assumption.
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Retornando para a prova do lema insere_sorted, precisamos analisar o caso em que x > h. Veja
como esta condigao aparece na hipétese Hle neste momento da prova:

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall x : nat, sorted tl -> sorted (insere x tl)
X : nat

H : sorted (h :: tl)

Hle : (x <=7 h) = false

sorted (h :: insere x tl)

Para utilizarmos aqui o mesmo argumento da prova do Lema precisaremos encontrar uma
forma de representar que um elemento é menor ou igual a todo elemento de uma lista, e relacionar
este fato com o predicado sorted. Para isto, definimos o predicado le_all, de forma que le_all
x 1 representa o fato de que x é menor ou igual a todo elemento de 1, da seguinte forma:

Definition le_all x 1 := forall y, Iny 1 -> x <=y.

Ou seja, x é menor ou igual a todo elemento de 1 se x < y, para todo y que seja elemento de 1.
O predicado In esté definido em Coq, de forma que In y 1 significa que y é um elemento de 1. A
defini¢ao do predicado In pode ser vista com o comando Print In:

In =
fun A : Type =>
fix In (a : A) (1 : 1list A) {struct 1} : Prop :=
match 1 with

| nil => False

| b::m=>b=al\/Inamn

end

forall A : Type, A -> list A -> Prop

A palavra reservada fix denota que In é uma fungdo recursiva (exatamente como fazemos com
Fixpoint). Assim, se a lista dada como segundo argumento em In a 1 for a lista vazia a funcao
retorna False, ou seja, a nao é um elemento de 1. Caso contrario, suponha que 1 tem a forma
b::m, e neste caso verificamos se b=a ou entao recursivamente continuamos a busca pelo elemento
a na cauda m.

Agora podemos enunciar o argumento que precisamos para completar a prova do lema insere_sorted,
ou seja, precisamos provar que se 1 é uma lista ordenada, e a é um natural menor ou igual a todo
elemento de 1 entdo a lista (a::1) esta ordenada:

Lemma le_all_sorted: forall 1 a, le_all a 1 -> sorted 1 -> sorted (a::1).

Este lema pode ser provado por anélise de casos sobre a estrutura da lista 1, isto é, basta inspeci-
onarmos o que ocorre quando 1 é a lista vazia e quando é uma lista nao vazia. Vocé pode estar se
perguntando: mas nao é isto que fazemos em uma prova por inducao? Sim, a diferenca é que na
analise de casos nao precisamos da hipotese de inducao. Enquanto uma prova por indugao é feita
com a tatica induction, a anéalise de casos é feita com a tética case:

Lemma le_all_sorted: forall 1 a, le_all a 1 -> sorted 1 -> sorted (a::1).
Proof.

intro 1.

case 1.
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Neste ponto a prova é divida em dois subcasos, um quando 1 é a lista vazia, e outro quando 1 é
uma lista nao vazia:

2 goals (ID 42)

1l : list nat

forall a : nat, le_all a nil -> sorted nil -> sorted (a :: nil)

goal 2 (ID 43) is:
forall (n : nat) (10 : list nat) (a : nat),
le_all a (n :: 10) -> sorted (n :: 10) -> sorted (a :: n :: 10)

O restante desta prova serda deixado como exercicio, e como dica fica a sugestao de dar uma olhada
no lema in_eq que pode ser 1util para completar a prova.

Exercicio 162. Complete a prova do lema le_all_sorted.

Agora podemos retomar a prova do lema insere_sorted e aplicar o lema le_all_sorted que
acabamos de provar. Isto vai dividir a prova em dois subcasos:

2 goals (ID 114)

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall x : nat, sorted tl -> sorted (insere x tl)
X : nat

H : sorted (h :: tl)

Hle : (x <=7 h) = false

le_all h (insere x tl)

goal 2 (ID 115) is:
sorted (insere x tl)

No primeiro subcaso precisamos provar que h é menor ou igual a todo elemento da lista (insere
x tl), e no segundo, que a lista (insere x tl) estd ordenada. Como provar le_all h (insere
x t1)? Isto é, como provar que h é menor ou igual a todo elemento da lista (insere x t1)? A
hipotese Hle diz, usando a comparagao booleana, que h < x. Adicionalmente, a hipotese H diz que
a lista (h::tl) esta ordenada, e portanto h tem que ser menor do que todo elemento em t1. Estes
dois fatos nos permitem concluir informalmente o que queremos, mas como fazer isto em Coq? A
ideia é novamente enunciar um lema auxiliar que sera provado separadamente:

Lemma le_all_insere: forall 1 x y, y <= x -> le_all y 1 -> le_all y (insere x 1).
Proof.
Admitted.

O lema le_all_insere expressa a propriedade que precisamos para continuar a prova do lema
insere_sorted. Ao invés de provarmos este lema agora, vamos usé-lo para ver se realmente con-
seguimos avangar na prova de insere_sorted. Sua prova so sera feita depois de verificarmos que

o ele é realmente 1til. Esta é uma estratégia importante no desenvolvimento de provas formais
porque evita gastarmos energia na prova de um lema que eventualmente precise ser modificado,
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ajustado ou mesmo eliminado em um momento posterior. O comando Admitted é utilizado nesta
situagao: permite que a utilizagao do lema ainda que ele nao esteja provado. Ao aplicarmos o lema
le_all_insere ao contexto atual, isto é, ao primeiro dos objetivos gerados na aplicacao do lema
le_all_sorted, obtemos uma nova bifurcacao da prova

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall x : nat, sorted tl -> sorted (insere x tl)
X : nat

H : sorted (h :: tl)

Hle : (x <=7 h) = false

h <= x

goal 2 (ID 117) is:
le_all h tl

O primeiro subobjetivo, a saber h <= x pode ser provado a partir da hipotese Hle:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.
- intros x H.
simpl.
destruct (x <=7 h) eqn:Hle.
+ apply sorted_all.
* apply leb_complete in Hle.
assumption.
* assumption.
+ apply le_all_sorted.
* apply le_all_insere.
** apply leb_complete_conv in Hle.
apply Nat.lt_le_incl in Hle.
assumption.

No segundo ramo da prova precisamos provar le_all h tl, ou seja, que h é menor ou igual a todo
elemento da lista t1. Precisamos entao de uma propriedade semelhante ao lema le_all_sorted,
mas na outra diregao:

Lemma sorted_le_all: forall 1 a, sorted (a::1) -> le_all a 1.
Proof.
Admitted.

Também deixaremos a prova deste lema para um momento posterior, mas é importante estar se-
guro de que todos os lemas deixados em aberto expressam propriedades corretas. Este é o caso
do lema sorted_le_all porque se a lista (a::1) estd ordenada entdo o primeiro elemento tem
que ser menor ou igual a todos os elementos da cauda. Este segundo ramo é concluido de forma
imediata com a ajuda deste lema:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
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Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.
- intros x H.
simpl.
destruct (x <=7 h) eqn:Hle.
+ apply sorted_all.
* apply leb_complete in Hle.
assumption.
* assumption.
+ apply le_all_sorted.
* apply le_all_insere.

** apply leb_complete_conv in Hle.
apply Nat.lt_le_incl in Hle.
assumption.

** apply sorted_le_all.
assumption.

O segundo caso gerado na aplicagao do lema le_all_sorted consiste na prova de que a lista
(insere x tl) esta ordenada:

1 goal (ID 115)

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall x : nat, sorted tl -> sorted (insere x tl)
X : nat

H : sorted (h :: tl)

Hle : (x <=7 h) = false

sorted (insere x tl)

Note que podemos obter sorted (insere x tl) da hipo6tese de indugao IHt1 desde que a lista t1
esteja ordenada, isto é, desde que tenhamos uma prova de sorted tl. Esta prova pode ser obtida
da hipoétese H, pois se a lista (h::tl) estd ordenada entao sua cauda tl também esta ordenada.
Apesar deste fato ser 6bvio, precisamos provar mais este resultado auxiliar no Coq:

Lemma sorted_sublist: forall 1 a, sorted (a::1) -> sorted 1.

A prova deste lema pode ser feita via analise de casos na estrutura da lista 1 e é deixada como
exercicio:

Exercicio 163. Prove o lema sorted_sublist.

Agora podemos concluir a prova do lema insere_sorted:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.

induction 1 as [|h t1].

- intros x H.
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simpl.
apply sorted_one.
- intros x H.
simpl.
destruct (x <=7 h) eqn:Hle.
+ apply sorted_all.
* apply leb_complete in Hle.
assumption.
* assumption.
+ apply le_all_sorted.
* apply le_all_insere.

** apply leb_complete_conv in Hle.
apply Nat.lt_le_incl in Hle.
assumption.

** apply sorted_le_all.
assumption.

* apply IHtl.
apply sorted_sublist in H.
assumption.
Qed.

Agora que sabemos que os lemas le_all_insere e sorted_le_all sao efetivamente titeis em nossa
formalizagao, podemos prova-los.

Vamos iniciar com a prova do lema sorted_le_all, que é feita por inducao na estrutura da lista
1:

Lemma sorted_le_all: forall 1 a, sorted (a::1) -> le_all a 1.
Proof.
induction 1.

Quando a lista 1 é a lista vazia (base da indugao), precisamos provar que o natural a é menor ou
igual a todo elemento da lista vazia. Como a lista vazia nao possui nenhum elemento, dizemos que
este fato é verdadeiro por vacuidade, isto é, porque nao existe nenhum elemento que o contradiz.
Para ver como este tipo de situa¢io ocorre em Coq, vamos abrir a definicdo de le_all com o
comando unfold le_all

Lemma sorted_le_all: forall 1 a, sorted (a::1) -> le_all a 1.
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros a H.
unfold le_all.

O comando unfold le_all simplesmente substitui a expressdo le_all a 1 pela expressao corres-
pondente & definicao de le_all:

1 goal (ID 79)

a : nat
H : sorted (a :: nil)

forall y : nat, In y nil -> a <=y

Depois de fazermos as introdugoes possiveis, temos a hipdtese In y nil. Como a lista vazia nao
possui elementos, a tatica inversion nos permite concluir este ramo da prova.
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Lemma sorted_le_all: forall 1 a, sorted (a::1) -> le_all a 1.
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros a H.
unfold le_all.
intros y Hnil.
inversion Hnil.

No passo indutivo, a lista 1 tem a forma h::tl, e a janela de prova apo6s fazermos as introdugoes
possiveis é a seguinte:

1 goal (ID 86)

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall a : nat, sorted (a :: tl) -> le_all a tl
a’ : nat

H : sorted (a’ :: h :: tl)

le_all a’ (h :: tl1)

Entao precisamos provar que a’ é menor ou igual a todo elemento da lista (h::t1). Dividiremos
esta tarefas em dois passos: primeiro mostraremos que a’ é menor ou igual a h, e depois que a’ é
menor ou igual a todo elemento da lista t1. Para isto vamos enunciar mais um lema auxiliar cuja
prova serd deixada como exercicio:

Exercicio 164. Prove o lema a sequir utilizando andlise de casos na estrutura da lista 1:

Lemma le_le_all: forall 1 x y, y <= x -> le_all y 1 -> le_all y (x::1).

A aplicacao do lema le_le_all divide a prova nos dois subcasos descritos acima. A prova de que
a’ < h pode ser obtida da hipotese H porque a regra sorted_all diz que para uma lista com dois
ou mais elementos estar ordenada, o primeiro elemento precisa ser menor ou igual ao segundo.
Entao utilizamos a tatica inversion para que esta condicao seja gerada a partir da hipdtese H:

Lemma sorted_le_all: forall 1 a, sorted (a::1) -> le_all a 1.
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros a H.
unfold le_all.
intros y Hnil.
inversion Hnil.
- intros a’ H.
apply le_le_all.
+ inversion H; subst.
assumption.

O segundo subcaso gerado consiste em provar le_all a’ tl. Para isto podemos utilizar a hipotese
de inducao. Veja a janela de prova atual:
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h : nat

tl : list nat

IHtl : forall a : nat, sorted (a :: tl) -> le_all a tl
a’ : nat

H : sorted (a’ :: h :: tl)

le_all a’ tl

Com o comando apply IHtl aplicamos a hipotese de indugao ao objetivo atual, e o novo objetivo
a ser provado passa a ser o antecedente da implicagdo que compoe a hipdtese de indugao conside-
rando que a variavel universal a de IHt1 foi instanciada com a’:

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall a : nat, sorted (a :: tl) -> le_all a tl
a’ : nat

H : sorted (a’ :: h :: tl)

sorted (a’ :: tl)

A prova de sorted (a’::tl) pode ser obtida a partir da hipdtese H, se pudéssemos remover o
segundo elemento da lista (a’::h::t1), mas como fazer isto? Exatamente, através de um lema
auxiliar ja que a extragao do segundo elemento de uma lista ordenada nao decorre diretamente das
definigoes que temos. Esta tarefa fica como exercicio e pode ser feita por anélise de casos:

Exercicio 165. Complete a prova do lema sublist_sorted:

Lemma sublist_sorted: forall 1 al a2, sorted (al :: a2 :: 1) -> sorted (a1l :: 1).
Proof.
intro 1; case 1.

A ultima pendéncia em relagao a prova do lema insere_sorted é o lema auxiliar le_all_insere.
Esta prova serda deixada como exercicio ja que sua prova pode ser feita com a ajuda dos lemas
auxiliares ja apresentados, ou seja, nenhum lema auxiliar adicional é necessério.

Exercicio 166. Prove o lema a sequir utilizando indu¢do na estrutura da lista 1:

Lemma le_all_insere: forall 1 x y, y <= x -> le_all y 1 -> le_all y (insere x 1).

Seguimos um longo caminho até completarmos uma verséo formal (ou mecénica) da prova do Lema
Uma pergunta natural é: existe um caminho mais curto, ou em outras palavras, existe uma
outra prova possivel para este lema? A resposta é sim! A seguir apresentamos uma prova alterna-
tiva que nao requer lemas auxiliares:

Lemma insere_sorted: forall 1 x, sorted 1 -> sorted (insere x 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- intros x H.
simpl.
apply sorted_one.
- intros x H.
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simpl.
destruct (x <=7 h) eqn:Hle.
+ apply sorted_all.
* apply leb_complete in Hle.
assumption.
* assumption.
+ generalize dependent tl.
intro tl; case tl.
* intros IH H.

simpl.

apply sorted_all.

** apply leb_complete_conv in Hle.
apply Nat.lt_le_incl in Hle.
assumption.

** apply sorted_one.

* intros n 1 IH H.

simpl in *.

destruct (x <=7 n) eqn:H’.

** apply sorted_all.

*%* apply leb_complete_conv in Hle.
apply Nat.lt_le_incl in Hle.
assumption.

*** apply sorted_all.

***x*x apply leb_complete.
assumption.

**%x* inversion H; subst.
assumption.

** inversion H; subst.
apply sorted_all.

***x assumption.

*** specialize (IH x).
apply IH in H4.
rewrite H’ in H4.
assumption.

Qed.

Vocé compreendeu o que esta prova faz de diferente? Como exercicio vamos fazer o inverso do que
foi feito com o Lema [I61]

Exercicio 167. Construa uma prova em linguagem natural que corresponda a estratégia utilizada
na prova em Coq acima.

Nosso proximo passo € provar que o algoritmo de ordenagao por insergao efetivamente ordena qual-
quer lista de naturais dada como entrada:

Lema 168. O algoritmo de ordenagio por insercio da Definicdo |159 ao receber uma lista |
de nimeros naturais como argumento retorna uma lista ordenada. Em outras palavras, a lista
(ord_insercao 1) estd ordenada, para qualquer lista l.

Demonstragdo. A prova é por indugdo na estrutura da lista [. Se [ é a lista vazia (base de indugao)
entao, por definicao temos que ord_insercao nil = nil, e nao ha o que fazer porque a lista vazia
estd ordenada. No passo indutivo suponha que ! tem a forma h :: tI. Temos ord_insercao (h ::
tl) = insereh(ord_insercao tl), e por hipotese de indugdo temos que a lista (ord _insercao tl).
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Entao, pelo Lema concluimos que a lista insereh(ord_insercao tl) esta ordenada, e portanto
ord_insercao (h :: tl) esta ordenada.
O

Exercicio 169. Refaca a prova acima utilizando a estrutura de drvore. Em outras palavras, prove
o sequente b sorted(ord_insercao l).

Agora prove o Lemma em Coq:

Exercicio 170. Lemma ord_insercao_ordena: forall 1, sorted (ord_insercao 1).

A segunda parte da prova da corre¢do de um algoritmo de ordenagdo consiste em mostrar que o
algoritmo retorna uma lista que é uma permutacao da lista de entrada. Assim, um algoritmo de
ordenagao seréd correto se, para qualquer lista [ dada como entrada, a saida for uma permutagao
de [ que esteja ordenada. Ou seja, a resposta do algoritmo tem que ser uma lista que contém
exatamente os mesmos elementos da lista de entrada e que adicionalmente esteja ordenada.

Como entao definir a nogao de permutagao? Temos pelo menos duas opgdes. A primeira é sim-
plesmente contar o niimero de ocorréncias de cada elemento e ver que qualquer elemento tem que
ocorrer o mesmo numero de vezes nas duas listas para que uma seja uma permutacao da outra. De
maneira mais precisa, podemos definir o nimero de ocorréncias de x na lista [, notacdo num_oc x|
da seguinte forma:

Definigao 171. Seja x um nimero natural, e | uma lista de nimeros naturais. Definimos recur-
siwamente o numero de ocorréncias de x em [ por:

0, sel =nil
num_ocxl=< 14+num _ocztl, sel=ux:1l
num_oc x tl, caso contrdario.

O predicado perm, que define quando duas lista, digamos [ e I’ sdo permutagoes uma da outra.

Definigao 172. Sejam | e l’ listas de nimeros naturais. Definimos o predicado perm em fungdo
de num_oc por perm 1 ' :==Vz,num_oc x |l =num_oc x l'.

De acordo com esta defini¢do, a lista I’ é uma permutacgdo da lista [ se o niimero de ocorréncias
de = em [ é igual ao numero de ocorréncias de x em !’. Nosso objetivo agora ¢ mostrar que o
algoritmo de ordenagao por insergao gera uma lista que é uma permutagao da lista de entrada, ou
seja, queremos provar o seguinte teorema:

Teorema 173. Seja | uma lista de nimeros naturais. O algoritmo de ordenagdo por inser-
¢ao gera como saida uma lista que € permutacao da lista de entrada, ou seja, o Ssequente
perm 1 (ord_insercao 1) é vdlido.

Demonstragao. A prova é por indugdo na estrutura da lista I. Quando [ é a lista vazia (base da in-
dugdo), temos que num_oc x (ord_insercao nil) = num__oc x nil para todo z, ou seja, nil é uma
permutacgao de (ord_insercao nil). Suponha que ! tenha a forma h :: ¢l (passo indutivo). Precisa-
mos provar que (h :: tl) é uma permutacao da lista (ord_insercao (h :: tl)), que pela definicao de
ord_insercao é igual a (insere h (ord_insercao tl)). Por hipotese de indugdo temos que t! é uma
permutacado da lista (ord_insercao tl). Considerando que a fungéo (insere h (ord_insercao tl))
apenas adiciona o elemento h a lista (ord_insercao tl), concluimos que a lista (h :: tl) é uma
permutacao da lista insere h (ord_insercao tl), que por sua vez é igual a (ord_insercao (h :: tl)),

como queriamos demonstrar.
O
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Como seria a representacao desta prova em forma de arvore? O primeiro passo € aplicar o principio
de indugao para listas (veja o Exercicio :

(*)

(Refl) ————— : ;
(def) ?erm m'l nil | perm (h :: tl) (insere h (ord__insercao tl)) (def)
perm nil (ord__insercao nil) perm (h ::tl) (ord_insercao (h : tl)) ‘
perm 1 (ord_insercao 1) (ind. em
A folha do ramo esquerdo, nao é nada mais do que a igualdade Vx,num _oc x nil = _oc x nil, e

portanto este ramo da prova esta completo pelo axioma da reflexividade da igualdade apresentado
abaixo, onde ¢t é um termo qualquer:

, (h.i.)
perm tl (ord__insercao tl)

(def.)
(v.)

Va,num_oc x tl = num__oc x (ord_insercao tl)

num_oc h tl = num__oc h (ord_insercao tl)

S(num_oc h tl) = S(num__oc h (ord__insercao tl))

(def.)
(def.)

num_oc h (h:: tl) = num_oc h (insere h (ord_insercao tl))

perm (h :: tl) (insere h (ord__insercao tl))
(%)

A continuagao da prova do ramo direito segue com a aplicagdo da definigdo de perm na leitura de
baixo para cima. Em seguida aplicamos a definicao de num_oc, e adicionamos a fungao sucessor
em ambos os lados da igualdade ja que h ocorre tanto do lado esquerdo quanto do lado direito. A
regra utilizada acima sem nome (quarta linha de baixo para cima) corresponde a uma propriedade
algébrica que néo precisa ser detalhada aqui (injetividade da igualdade), mas é importante notar
que a passagem da prova em linguagem natural (que normalmente chamamos de prova informal)
para a prova em forma de arvore ja exige uma disciplina maior porque cada regra aplicada na
arvore exige uma justificativa mais detalhada. Por fim, aplicamos mais uma vez a definicdo de
perm para chegarmos na hipétese de indugao.

Agora vamos formalizar esta prova em Coq. Como sabemos, a disciplina exigida é ainda maior do
que a que foi necessaria para a construgao da arvore de derivagao. Iniciaremos com a definicao da
funcao num__oc em Coq:

Fixpoint num_oc n 1 :=
match 1 with
| nil => 0
| h :: tl =>
if n =7 h then S(num_oc n tl) else num_oc n tl
end.

Apos se certificar que esta defini¢ao faz exatamente o mesmo que a Definigao [I71} podemos cons-
truir a versao em Coq da definicao [I72}

Definition perm 1 1’ := forall n:nat, num_oc n 1 = num_oc n 1°.

Agora vamos refazer a prova do Teorema em Coq. A prova é por inducdo na estrutura da
lista 1, e a base de indugéo, como na prova informal (e na arvore de derivagdo), é imediata. Basta
abrirmos a definicado com a tética unfold e aplicarmos o axioma da reflexividade da igualdade
(tatica reflexivity).
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Theorem ord_insercao_perm: forall 1, perm 1 (ord_insercao 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- simpl.
unfold perm.
reflexivity.

No passo indutivo, precisamos aplicar a definicao de perm para que tenhamos o objetivo em fun-
¢do de num__oc, ou seja, precisamos aplicar a tatica unfold. A janela de prova correspondente é
mostrada a seguir:

h : nat
tl : list nat
IHtl : forall n : nat, num_oc n tl = num_oc n (ord_insercao tl)

forall n : nat,
num_oc n (h :: tl) = num_oc n (insere h (ord_insercao tl))

Aqui é possivel ver um problema na arvore de deducdo acima. A aplicacao da definicao de perm
(na primeira linha de baixo para cima) esté erradal De fato, a defini¢ao de perm é feita sobre uma
variavel quantificada universalmente, enquanto que na arvore acima esta variavel esta instanciada
como h, ou seja, é um caso particular da defini¢ao e portanto nao serve como prova. Esta situagao
simples, mas serve para mostrar como uma formalizagao pode ajudar a corrigir erros de uma prova
informal. A nossa estratégia sera completar primeiro a prova em Coq, e a partir dai refazer a arvore
de deducao. Apos introduzirmos a variavel universal n, precisamos comparar n com h para saber
se o contador precisa ou nao ser incrementado. Podemos, depois de intro n, usar a tatica simpl
para aplicar a definicao de num_oc e gerar condicional que vai nos permitir dividir a prova em dois
casos:

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall n : nat, num_oc n tl = num_oc n (ord_insercao tl)
n : nat

(if n =7 h then S (num_oc n tl) else num_oc n tl) =
num_oc n (insere h (ord_insercao tl))

Com o comando destruct (n =? h) eqn:H. dividimos a prova em dois casos e guardamos a
informacao do caso em andamento na hipdtese H. O primeiro caso é quando n é igual a h, e cor-
responde ao caso analisado em nossa arvore de dedugao. No entanto, a arvore nao analisou o caso
em que n e h sdo distintos. Utilizaremos o lema beq_nat_true para transformar a comparagao
booleana em igualdade sintatica, e assim substituir (tatica subst) todas as ocorréncias de n por h:

Theorem ord_insercao_perm: forall 1, perm 1 (ord_insercao 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- simpl.
unfold perm.
reflexivity.
- simpl.
unfold perm in *.
intro n.
simpl.
destruct (n =7 h) eqn:H.
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+ apply beq_nat_true in H.
subst.

E a janela de prova correspondente é a seguinte:

h : nat
tl : list nat
IHtl : forall n : nat, num_oc n tl = num_oc n (ord_insercao tl)

S (num_oc h tl) = num_oc h (insere h (ord_insercao tl1))

Agora precisamos que o Coq transformar num_oc h (insere h (ord_insercao tl)) em S (num_oc
h (ord_insercao tl)). No entanto, esta transformag@o nao é trivial do ponto de vista formal
porque nao sabemos de antemao a posi¢ao da lista (ord_insercao tl) em que h serd inserido. Ou
seja, esta transformacao nao pode ser obtida de forma imediata das definicoes de num_oc e insere.
Portanto, precisamos de um lema auxiliar que faca isto:

Lemma num_oc_insere: forall 1 x, num_oc x (insere x 1) = S (num_oc x 1).

A prova deste lema sera deixada como exercicio, e pode ser feita por indugao na estrutura da lista 1.

Exercicio 174. Prove o lema num_oc_insere.

Como o lema num_oc_insere é uma igualdade entao utilizamos a tatica rewrite, e depois disto
fechamos este ramo da prova com a hipdtese de indugao:

Theorem ord_insercao_perm: forall 1, perm 1 (ord_insercao 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- simpl.
unfold perm.
reflexivity.
- simpl.
unfold perm in *.
intro n.
simpl.
destruct (n =7 h) eqn:H.
+ apply beq_nat_true in H.
subst.
rewrite num_oc_insere.
rewrite IHtl.
reflexivity.

Por fim, podemos analisar o caso que faltou na nossa arvore de derivagao, a saber, o caso em que
n é diferente de h:

h : nat

tl : list nat

IHtl : forall n : nat, num_oc n tl = num_oc n (ord_insercao tl)
n : nat

H: (n =7 h) = false
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num_oc n tl = num_oc n (insere h (ord_insercao tl))

Este ramo pode ser provado facilmente, desde que consigamos transformar num_oc n (insere h
(ord_insercao tl)) em num_oc n (ord_insercao tl), o que é verdade ji que n é diferente de
h. Novamente precisaremos de um resultado auxiliar cuja prova sera deixada como exercicio:

Lemma num_oc_insere_diff: forall 1 x y, (x =7 y) = false -> num_oc x (insere y 1) =

Exercicio 175. Prove o lema num_oc_insere_diff.

Com este lema e a hipotese de inducao conseguimos completar a prova:

Theorem perm_ord_insercao: forall 1, perm 1 (ord_insercao 1).
Proof.
induction 1 as [|h t1].
- simpl.
unfold perm.
reflexivity.
- simpl.
unfold perm in *.
intro n.
simpl.
destruct (n =7 h) eqn:H.
+ apply beq_nat_true in H.
subst.
rewrite num_oc_insere.
rewrite IHtl.
reflexivity.
+ rewrite num_oc_insere_diff.
* apply IHtl.
* assumption.
Qed.

Agora podemos corrigir o ramo da arvore de dedugao que corresponde ao passo indutivo. Note que
a aplicacdo da defini¢do de perm (primeira regra de baixo para cima) gera uma féormula quantifi-
cada universalmente.

(h.i.)

perm tl (ord_insercao tl)

(def.)
(V)

Va,num_oc x tl = num_oc x (ord_insercao tl)

num_oc h tl = num_oc h (ord_insercao tl)

S(num__oc h tl) = S(num_oc h (ord__insercao tl))

h =
(h==) num_oc h (h :: tl) = num_oc h (insere h (ord_insercao tl)) (xx)
, - (h=aVh+#zx)
num_oc x (h::tl) = num_oc x (insere h (ord__insercao tl)) (def)
perm (h::tl) (insere h (ord_insercao tl)) ef.
(%)
h.i.
perm tl (ord__insercao tl) (hi.) (def)
Vo, num_oc x tl = num__oc x (ord_insercao tl) ;f'
num_oc x tl = num__oc x (ord_insercao tl) (¥e)
(h#2)

num_oc x (h::tl) = num_oc x (insere h (ord_insercao tl))

()
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Os lemas ord_insercao_ordena e ord_insercaoperm juntos caracterizam a corregao do algoritmo
de ordenacgao por inser¢cao. Em Coq, temos:

Theorem ord_insercao_correcao: forall 1, sorted (ord_insercao 1) /\ perm 1 (ord_insercao 1).
Proof.

intro 1. split.

- apply ord_insercao_ordena.

- apply ord_insercao_perm.

Qed.

Para finalizar esta secao, mostre que perm é uma relagao de equivaléncia sobre a estrutura de listas,
isto é, mostre que perm é reflexiva, simétrica e transitiva.

Exercicio 176. Mostre que o predicado perm da Defini¢ao [I73 é uma relagio de equivaléncia

P

sobre a estrutura de listas, isto €, mostre:

(a) perm 11, para qualquer lista | (reflexividade)

(b) Se perm 11 entdo perm l' |, quaisquer que sejam as listas | e l' (simetria)

(c) Seperm 1l eperm 11" entao perm 11", quaisquer que sejam as listasl, " el” (transitividade)

(d) Refaca suas provas no Cog:

Lemma perm_refl: forall 1, perm 1 1.
Lemma perm_sym: forall 1 1’, perm 1 1’ -> perm 1’ 1.

Lemma perm_trans: forall 1 1’ 1°’, perm 1 1’ -> perm 1’ 1’’ -> perm 1 1°°.

Existem formas distintas de definirmos o mesmo conceito, ou seja, existem formas distintas de
escrever a mesma coisa. A consequéncia é um conjunto de provas diferentes que podem ser mais
simples ou mais complexas. No contexto de provas informais, a mudanca de uma definigao pode
ndo ter muito impacto, mas o contexto formal é muito mais sensivel a este tipo de mudanga. Além
disto, a mudanga ou mesmo um ajuste em uma definicao ou teorema durante uma formalizagao
normalmente implica em ter que refazer todas as provas que dependem daquela mudancga. Por isto,
um bom planejamento é fundamental antes de iniciar uma formalizacao. Para exemplificar como
definigoes distintas podem impactar em uma formalizagao, apresentaremos uma definigao indutiva
da nogao de permutacao de listas.

Definigao 177. Sejam x e y mimeros naturais, e l, I’ el” listas de nimeros naturais. O predicado
bindrio permutation € definido pelas regras de inferéncia seguintes:
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- —— (permutation__nil)
permutation nil nil -

permutation 1 I’

tats ki
permutation (z 1) (x 1) (permutation _skip)

ermutation _swa
permutation (y::x 1) (z:y 1) ® —swap)

permutation 11/ permutation I’ 1

vermutation 11" (permutation__trans)

Vocé pode estar se perguntando se as defini¢cbes perm e permutation sao equivalentes. A resposta
é sim, e a conclusao desta segao sera justamente a prova desta equivaléncia. Isto significa que a
utilizacdo de uma ou outra nao fara diferenca do ponto de vista pratico, mas pode fazer em relagao
a simplicidade ou complexidade das provas envolvidas. Vamos mostrar que o algoritmo de ordena-
¢ao por insercao gera como saida uma lista que é uma permutacao da lista de entrada segundo esta
nova definigao. Como a definicao de permutation é feita via regras de inferéncia, é mais natural
que a prova seja feita na forma de arvore:

Lema 178. Sejal uma lista de nimeros naturais. Entdo o sequente - permutation I (ord_insercaol)
€ vdlido.

Demonstracao. A prova é por inducao na estrutura da lista . A base de inducgdo é simples:

(permutation__nil)

(def.)

permutation nil nil

permutation nil (ord_insercao nil)

Agora suponha que [ tenha a forma h :: tl. Queremos construir uma prova para o sequente
F permutation (h :: tl) (ord _insercao (h :: tl)). O primeiro passo ¢ aplicar a definicdo de
ord__insercao:

()

permutation (h ::tl) (insere h (ord_insercao tl))

def.
permutation (h :: tl) (ord_insercao (h :: tl)) (def)

O

E neste ponto precisamos de um resultado auxiliar porque nenhuma das regras pode ser aplicada ja
que nao sabemos quem é(sa0) o(s) primeiro(s) elemento(s) da lista (insere h (ord__insercao tl)).
Na verdade, a utilizagao da regra permutation trans é possivel, mas precisarfamos de uma lista
intermediaria que nos permitisse avancar na prova. Vamos seguir o caminho do resultado auxiliar
e provar a propriedade que corresponde ao objetivo atual:

Lema 179. Sejam x um nimero natural, | e l' listas de niimeros naturais. Se (permutation [ 1)
entao permutation (a :: 1) (insere a l'). Ou seja, se l' é uma permutagdo de l entao (insere a 1)
é uma permutagao de (a :: 1).
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A prova deste lema é, sem duvida a prova mais bonita que apresentaremos aqui, mas antes observe
b b
que com ele concluimos de forma imediata a prova do Lema

(h.i.)

permutation tl (ord_insercao tl)

L 70
permutation (h ::tl) (insere h (ord_insercao tl)) (Lema 70)

()

Observe que a aplicagao do Lema 70 foi feita instanciando a com h, [ com tl, e I’ com (ord _insercao tl).

Como exercicio, reproduza esta prova em Coq:

Exercicio 180. Theorem ord_insercao_permutation: forall 1, permutation 1 (ord_insercao 1).

Agora vamos fazer a prova do Lema

Demonstragao. Observe que o lema consiste em uma implicagao: temos como hipotese (permutation 1 1)
e queremos provar permutation (a :: 1) (insere a I'). Adicionalmente, o predicado permutation

é indutivo (assim como os ntimeros naturais), e portanto podemos fazer a prova por indugdo na
hipotese (permutation 11). Isto significa que teremos um caso para cada regra da Definigao

(a) O primeiro caso é o da regra (permutation nil): para que a hipotese (permutation [ l') tenha
sido gerada por esta regra ¢é preciso que tanto [ quanto I’ sejam a lista vazia. Nesta situacao,
0 que queremos provar é permutation (a :: nil) (insere a nil). Esta prova pode ser feita como
a seguir:

- —— (permutation_nil)
permutation nil nil -

(permutation__skip)

(def.)

permutation (a :: nil) (a :: nil)

permutation (a :: nil) (insere a nil)

(b) A segunda regra é (permutation skip), e para que a hipotese (permutation I l') tenha
sido gerada por esta regra é preciso que as listas [ e I’ tenha a mesma cabeca. Assim,
considerando que [ (resp. ') tenha a forma h :: tl (resp. h :: tl') temos como hipotese
permutation tl tI' (que corresponde ao antecedente da regra neste caso), e temos que provar
permutation (a :: h :: tl) (insere a (h :: tl)). Adicionalmente, temos como hipétese de indugao
permutation (a :: tl) (insere a tl’). Iniciamos a prova aplicando a definigdo de insere que di-
vide a prova em dois subcasos: o da esquerda se da quando a < h, e o da direita quando a > h.

hip.
(hip.) permutation tl tl’

permutation (h:: tl) (h::tl)
permutation (a :: b tl) (a:: h o tl) (%)
permutation (a :: h:: tl) (insere a (h = tl'))

(permutation _skip)

(permutation _skip)

(def.)

No caso em que a > h usamos a regra da transitividade com a lista (h :: a :: tl) para poder
permutar a e h no primeiro argumento de permutation (lista da esquerda), e entdo poder
aplicar (permutation _skip) para concluir com a hipotese de indugéo.

(h.i.)

permutation (a :: tl) (insere a tl')

A
permutation (a :: h::tl) (h:a::tl) permutation (h ::a :: tl) (h:: (insere a tl'))

permutation (a :: h:: tl) (h:: (insere a tl'))

(%)
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onde

e A corresponde a regra (permutation _swap);
o & corresponde a regra (permutation _skip);

e V corresponde a regra (permutation_trans).

(¢) A terceira regra é (permutation _swap), e para que a hipotese (permutation  1') tenha sido
gerada por esta regra é preciso que as listas [ e I’ tenham a forma z :: y :: tl e y :: x :: tl, respec-
tivamente. Neste caso, precisamos provar permutation (a :: x :: y :: tl) (insere a (y == x :: tl)).
Note que nao existe hipotese de indugao neste caso porque a regra (permutation _swap) (assim
como a regra (permutation_nil)) é um axioma. O ponto chave aqui é utilizar a transitividade
de permutation com a lista (a :: y :: x = tl):

A .
permutation (x vy tl) (y::x:: tl)

permutation (a ::x::y:tl) (a =y xtl) (%) -

permutation (a :: x ::y = tl) (insere a (y :: x :: tl))

onde
e A corresponde a regra (permutation _swap);
e & corresponde & regra (permutation _skip);
e V corresponde a regra (permutation _trans).

e o ramo da direita é como a seguir:

?

permutation (a ::y :: x = tl) (insere a (y :: x :: tl))
(%)
Este ponto da prova é semelhante ao que ocorreu no caso 2, e foi resolvido com a hipotese de

indugao. Mas neste caso nao temos hip6tese de inducao, ja que a regra permutation swap é
um axioma! Nossa alternativa sera utilizar um novo resultado auxiliar:

Lema 181. Seja x um nuimero natural, e I uma lista de naturais. Entao permutation (x ::
1) (insere x 1).

Este lema nos permite fechar o ramo de prova atual de forma imediata. Ele pode ser provado
por inducao na estrutura da lista [, e sera deixado como exercicio.

L 72
permutation (a ::y = x : tl) (insere a (y :: x :: tl)) (Lema 72)

(%)
(d) A quarta e ultima regra é (permutation _trans), e considerando que a hipotese (permutation 1 1)

tenha sido gerada por esta regra, temos por hipotese que (permutation [ 10) e (permutation 101")
para alguma lista [0. Além disto, temos duas hipoteses de indugao:

i. Se permutation 1 10 entdo permutation (a :: 1) (insere a 10);

106



ii. Se permutation 10 I’ entdo permutation (a :: 10) (insere a l’).

A prova de permutation (a :: 1) (insere a l') &€ como a seguir:

(hip.)

permutation 1 10 (%)

permutation (a ::1) (a ::10) permutation (a ::10) (insere a l’)

permutation (a :: 1) (insere a )

onde
e & corresponde a regra (permutation _skip);
e V corresponde a regra (permutation _trans).
E o ramo da direita é concluido com a hipétese de indugao:

(hip.)

(h.i.)

permutation 10 1 permutation 10 1" — permutation (a :: 10) (insere a ) 50
—e

()

O

Exercicio 182. Prove o Lema[181] em papel e ldpis, e em seguida reproduza a sua prova no Cog.

Lemma permutation_insere: forall 1 a, permutation (a :: 1) (insere a 1).

Exercicio 183. Prove o Lema[I79 no Coq.

Lemma permutation_insere_diff: forall 1 1’ a, permutation 1 1’ ->
permutation (a :: 1) (insere a 1°).

Exercicio 184. Mostre que o predicado permutatio da Definicao[177 é uma relagio de equivalén-
cia sobre a estrutura de listas, isto €, mostre:

(a) permutation 1 1, para qualquer lista l (reflexividade)
(b) Se permutation | ' entdo permutation l' I, quaisquer que sejam as listas | e l' (simetria)

(c) Se permutation | l' e permutation I I” entdo permutation 11", quaisquer que sejam as listas
LU el” (transitividade)

(d) Refaca suas provas no Cogq:

Lemma permutation_refl: forall 1, permutation 1 1.
Lemma permutation_sym: forall 1 1’, permutation 1 1’ -> permutation 1’ 1.

Lemma permutation_trans: forall 1 1’ 1’’, permutation 1 1’ ->
permutation 1’ 1’’ -> permutation 1 1°°.
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Temos duas provas distintas de que o algoritmo de ordenagao por inser¢ao gera uma permutagao
da lista de entrada, mas veja que a prova foi muito mais simples e elegante com a Definigao
Em geral, definigoes indutivas facilitam o processo de construgao de provas porque podemos usar
o principio de indugao para estas definigoes. Concluiremos esta secao com a prova de que as defi-
nigoes e sao equivalentes, isto &, perm [ I’ se, e somente se, permutation [ I’ quaisquer que
sejam as listas [ e I’. Esta prova sera dividida em duas etapas, isto é, em dois teoremas:

Teorema 185. Sejam | e I’ duas listas de nimeros naturais. Se permutation I’ entdo perm 1 1.

Teorema 186. Sejam | el duas listas de nimeros naturais. Se perm 11 entdo permutation | 1.

A prova do Teorema [185| segue a mesma estrutura da prova do Lema isto é, indugao na hipo-
tese (permutation | 1') e sera deixado como exercicio:

Exercicio 187. Prove o Teorema [184.

Exercicio 188. Prove o Teorema[184 em Cog:

Lemma permutation_to_perm: forall 1 1’, permutation 1 1’ -> perm 1 1°.

A prova do Teorema [I86] ¢ mais desafiadora porque a definigdo perm nao é indutiva, e portanto,
nao podemos utilizar a mesma estratégia do lema anterior.

Demonstra¢do. A prova é por indugdo na estrutura da lista 1. Na base de indugdo, precisamos
provar que, se perm nil I’ entao permutation nil I’. A ideia é concluir da hipotese perm nil I que
I & a lista vazia, e dai, fecharmos este ramo da prova com a regra (permutation_nil). Para isto
vamos utilizar o seguinte lema auxiliar, cuja prova é deixada como exercicio:

Lema 189. Seja | uma lista de nimeros naturais. Se perm nil | entdo | = nil.

Exercicio 190. Prove o Lema[189, e em sequida refaca esta prova em Cog.

Lemma perm_nil: forall 1, perm nil 1 -> 1 = nil.

No passo indutivo, vamos supor que [ tem a forma (h :: tl). Entdo precisamos provar que, se
perm (h :: tl) I' entdo permutation (h :: ¢l) I'. Como I’ é uma lista arbitraria, precisamos analisar
sua estrutura. Se I’ for a lista vazia entdo a hipotese perm (h :: tl) nil corresponde ao absurdo, e
concluimos este ramo da prova ja que podemos provar qualquer coisa a partir do absurdo (regra
da explosdo). Agora suponha que !’ tem a forma h’ :: ¢l’. Entdo temos que provar que, se
perm (h :: tl) (B :: tl') entdo permutation (h :: tl) (b :: tl'), e como hipotese de indugdo temos
que se (perm tl 10) entdo (permutation tl 10), qualquer que seja a lista [0. Agora podemos
comparar h e I/, pois se eles forem iguais entdo podemos concluir este ramo da prova com a regra
(permutation _skip) e com a hipotese de indugao. Se h # h' entao, pela hipotese perm (h :: tl) (b ::
tl'), sabemos que h ocorre na lista tl’, ou seja, existem listas 1 e [2 tais que tI' =11 + +(h :: [2),
onde ++ representa a operacao de concatenagao de listas. Podemos usar esta igualdade para
substituir ¢’ na implicagdo que temos que provar: perm (h :: tl) (k' = 11 4+ +(h :: [2)) entdo
permutation (h :: tl) (b 211 + 4+(h :: 12)). Agora podemos remover h destas listas, e concluir a
prova utilizando a hipdtese de indugao.

O
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Repetir esta prova em Coq exige alguns detalhes adicionais que aparecem nos exercicios a seguir.
Por exemplo, o lema perm_cons_num_oc do exercicio a seguir nos fornece uma forma de dizer que
n ocorre na lista 17:

Exercicio 191. Lemma perm_cons_num_oc: forall n 1 1’, perm (n :: 1) 1’ ->
exists x, num_oc n 1’ = S x.

O exercicio a seguir, nos permite reescrever a lista 1 sabendo que o elemento x ocorre pelo menos
uma vez em 1:

Exercicio 192. Lemma num_occ_cons: forall 1 x n, numoc x 1 = S n ->
exists 11 12, 1 = 11 ++ x :: 12 /\ num_oc x (11 ++ 12) = n.

A reorganizacao de elementos em uma lista pode ser feita com um lema como o do exercicio a seguir:

Exercicio 193. Lemma permutation_app_cons: forall 11 12 a,
permutation (a :: 11 ++ 12) (11 ++ a :: 12).

Utilizando estes exercicios como dica, refaga a prova do Teorema em Coq:

Exercicio 194. Theorem perm_to_permutation: forall 1 1’, perm 1 1’ ->
permutation 1 1°.

. A complexidade do algoritmo de ordenagao por insercao

Em algoritmos de ordenagao sobre listas, o tamanho da entrada consiste no tamanho da lista a ser
ordenada. Vamos iniciar nossa analise com a fungao insere x [ (Defini¢ao . A operacao basica
no caso do algoritmo de ordenagao por inser¢ao é a comparacao entre chaves. Note que quando [ é
a lista vazia, a lista unitaria x :: nil é retornada, e nenhuma comparacao é feita. Quando [ é uma
lista da forma h :: tl entdo comparamos x com h, e quando x < h a lista x :: h :: tl é retornada
e o algoritmo termina. Por outro lado, se z > h, o algoritmo continua buscando recursivamente
a posicao correta para inserir . Denotaremos por Tj,sere | a fungao que computa o ntmero de
operagoes basicas realizadas pela fungao insere para inserir o elemento x na lista [:

0, se [ = nil
Tinsere Tl = 1, sel=h:tlex<h

14 (Tinsere x tl), sel=h:utlex>h

Normalmente estamos interessados na anélise do pior caso, e a fungao acima nao computa neces-
sariamente o nimero de comparagoes do pior caso para inserir um elemento qualquer em uma lista
com n elementos. De fato, considerando n = 3, temos que Tjnsere 1 2 :: 3 12 4 2 nil = 1, enquanto
que Tinsere 4 1 2 2 3 2 nil = 3. Assim, para inserirmos um elemento em uma lista com n
elementos, no pior caso, precisamos comparar o elemento a ser inserido com todos os elementos
da lista. A fungdo T/2....(n) modela esta situagdo ao receber o natural n como argumento (que

msere

corresponde ao tamanho da lista a ser ordenada) e faz o nimero méaximo de comparagoes possiveis:

0 sen =20
Tz‘%sere (n) = ' Tw _

1 + insere (TL 1)’ sen>0
Assim, se a lista ndo possui elementos, nenhuma comparagao é feita (n = 0), e caso contrario, uma
comparagao ¢ feita para cada elemento da lista (n > 0). Observe que o nimero de comparagoes

feitas pela funcao T ...(n) ndo pode ser maior do que o tamanho da lista:

Exercicio 195. Prove que T....(n) = n, para todo n.

msere

Assim, a relagdo entre as funcoes Tipsere € Tingere ¢ dada pelo lema a seguir:
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Exercicio 196. Sejam x um nidmero natural, e | uma lista de nimeros naturais. Prove que
Tinsere © 1 < TY ...(Jl]), onde |l| denota o tamanho da lista .

Os dois ultimos exercicios nos permitem concluir que Ty sere @ I < |I|, ou seja, que a fungao insere
tem complexidade linear. Vamos formalizar este resultado em Coq. A fungdo recursiva T _insere
é definida por:

Fixpoint T_insere (x: nat) (1: list nat) : nat :=
match 1 with

| nil => 0
| h :: t1 => if (x <=7 h) then 1 else S (T_insere x tl)
end.

Como exercicio, prove que a fungao T_insere tem complexidade linear:

Exercicio 197. Lemma T_insere_linear: forall 1 x, T_insere x 1 <= length 1.

Qual é o numero de comparagoes realizadas pelo algoritmo de ordenagao por insergao, isto €, pela
fungao ord _insercao, para ordenar uma lista [? Vamos denotar por T;() a fungao que faz esta con-
tagem. Se [ for a lista vazia entdo nenhuma comparacao é feita, ou seja, T;s(nil) = 0. Sel = h :: tl
entdo ¢é feita uma chamada a funcao insere, além da chamada recursiva a fungao ord_insercao:

T(l) = 0, se | = nil
' | Tis(t) + Tinsere h (ord_insercao tl), sel=h:tl

Observe que, Tis(1 223 mnil) =2, T;5(3 22 =1 nil) =3, Ti5(1 2234 :nil) =3e
Tis(4::3::2::1::nil) = 6, etc. Portanto o nimero de comparagoes pode ser diferente para listas
de mesmo tamanho, o que é esperado pelas chamadas feitas a fungao insere. Como entao definir a
fungao T (n) que nos da um limite superior para o nimero de comparagoes feitas pelo algoritmo
de ordenacao por insercao para uma lista qualquer de tamanho n. Em outras palavras, qual a
complexidade do pior caso para o algoritmo de ordenag@o por inser¢cdo? Sabemos que quando
n = 0, nenhuma comparacao é feita. Quando n > 0, o algoritmo é aplicado recursivamente na
cauda da lista, isto é, em uma lista de tamanho n — 1, e é feita uma chamada a fungao insere cuja
complexidade ja conhecemos. Isto nos permite escrever a fungdo 7Y(n) como a seguir:

wry )0, sen =20
nq(n)_ { Tilg(nil)+7}%sere(nil)7 sen >0
que pode ser simplificada como a seguir, ja que T2 . . (n) = n:

wry )0, sen =0
Ti(n) = Yn—-1)+(Mn—-1), sen>0
Podemos usar o método da substituicao para encontrarmos uma solucao para esta recorréncia, e em
seguida utilizar indugao para verificarmos se a solucao esté correta. Pelo método da substituigao,
podemos ir aplicando a defini¢ao da recorréncia, assumindo que n > 0:

Tii(n) = Ti(n—1)+(n—1)

= T¥n—-2)+n—-2)+(n-1)
= T¥n-3)+(n—-3)+(n—2)+(n—-1)

Podemos continuar este processo de substituigao até chegarmos em T72(1) que é igual a 0:
TE(n) = TE(n—1)+(n—1)

TYn—2)+(n—2)+(n—1)

T¢(n—=3)+(n—-3)+(n—-2)+(n—-1)

. Para finalizar, precisamos utilizar
TP +1+2+...+(n=-3)+(n—2)+(n—-1)
04+14+2+...+4n—=3)+(n—2)+(n—1)
anli _ n(n-1)

i=1 2

indugao em n para provar que T2 (n) = n(n_1)

). Sen= 0, o resultado é trivial. Se n > 0 entao, por
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definigdo, T{(n) = T (n—1)+ (n—1). A hipétese de indugdo, nos da que T (n—1) = n=00n=2)

18 2

e portanto, T (n) = T¥(n — 1) + (n — 1) " @=00=2) 4 (1) = 220

Agora prove este lema em Coq:

Exercicio 198. Fixpoint T_is_w (n: nat) : nat :=
match n with

| 0=>0
| Sk => (T_is_w k) + (T_insere_w k)
end.

Lemma T_ord_insercao_w_teste: forall n, T_is_w (S n) =n * (S n)/2.

Nossa conclusao, portanto, é que o algoritmo de ordenagao por inser¢ao recursivo é correto, e sua
complexidade no pior caso é quadratica, assim como na versao nao-recursiva. Na préxima segao
estudaremos um algoritmo mais eficiente do que a ordenacao por insercao, mas antes vejamos um
exercicio classico envolvendo recursao: a funcao de Fibonacci.

Exercicio 199. A funcao de Fibonacci € definida pela relacdo de recorréncia

F(0)=0
F(1)=1
F(n)=F(n—1)+F(n—2)

Seja F uma fun¢ao geradora definida por

F(z) =Y F(i)

1=0

Siga 0s sequintes passos para resolver a relagao de recorréncia da funcdo de Fibonacci.

(a) Demonstre que

z 4 1 1 1
.7-"(2)21_2_22=(1_¢Z>(1_qu):%(1_¢z_1_¢3z)7
onde 5

1++5 ;_1-vV5

o=—%— ¢ o=

(b) Demonstre que

e 1 . .

Fl) =) 7 =)

=0

(¢) Prove que F(i) = ¢'/\/5 para i > 0, aprozimado ao inteiro mais prozimo.
(d) Demonstre que F(i +2) > ¢', para i > 0.

(e) Conclua que F(n) = O(¢"); i.e., a fungdo de Fibonacci é de complexidade exponencial.
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5.4 O algoritmo mergesort (versao com merge iterativo)

Algoritmos recursivos desempenham um papel fundamental em Computacdo. O algoritmo de ordena-
cao mergesort ¢ um exemplo de algoritmo recursivo, que se caracteriza por dividir o problema original
em subproblemas que, por sua vez, sao resolvidos recursivamente. As solugoes dos subproblema sao
entao combinadas para gerar uma solugao para o problema original. Este paradigma de projeto de al-
goritmo é conhecido com divisao e conquista. Este algoritmo foi inventado por J. von Newmann em 1945.

O algoritmo mergesort é um algoritmo de ordenagdo que utiliza a técnica de divisdo e conquista, que
consiste das seguintes etapas:

1. Divisao: O algoritmo divide a lista (ou vetor) I recebida como argumento ao meio, obtendo as
listas I1 e ls;

2. Conquista: O algoritmo é aplicado recursivamente as listas [ e I gerando, respectivamente, as
listas ordenadas I} e l};

3. Combinagao: O algoritmo combina as listas [{ e I} através da fungdo merge que entdo gera a
saida do algoritmo.

Por exemplo, ao receber a lista (4 :: 2 :: 1 :: 3 :: nil), este algoritmo inicialmente divide esta lista
em duas sublistas, a saber (4 :: 2 :: nil) e (1 :x 3 :: nil). O algoritmo é aplicado recursivamente as
duas sublistas para ordena-las, e ao final deste processo, teremos duas listas ordenadas (2 :: 4 :: nil) e
(1:: 3 :: nil). Estas listas sdo, entdo, combinadas para gerar a lista de saida (1 ::2:: 3 :: 4 :: nil).

if p < r then
q=[E"];
mergesort(A, p, q);

1
2
3
4 mergesort(A,q+ 1,7);
5
6

merge(A, p, ¢,7);
end
Algorithm 8: mergesort(A4, p,r)

A etapa de combinar dois vetores ordenados (algoritmo merge) é a etapa principal do algoritmo mer-

gesort. O procedimento merge(A,p, q,r) descrito a seguir recebe como argumentos o vetor A, e os indices
p,qertais que p < g < r. O procedimento assume que os subvetores A[p..q] e Alg+1..r] estdao ordenados.
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nn=q—p+1; // Qtd. de elementos em A[p..q]
No =1 —gq; // Qtd. de elementos em Alg+ 1..7]
let L[1..ny + 1] and R[1l..ny + 1] be new arrays;
for i =1 to n; do
| L] = Alp+i—1];
end
for j =1 to ne do
| RIj] = Alg+ j);
end
R[’ng + 1] =
1 =1;
J=1
for kK =p tor do
if L[¢] < R[j] then
Alk] = L[il;
1 =141
nd
Ise
AlK] = RIjl;
J=J+L
end
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23 end

Algorithm 9: merge(A4,p,q,r)
Exercicio 200. Prove que o algoritmo merge € correto.
Exercicio 201. Prove que o algoritmo mergesort é correto.

Exercicio 202. Fuaca a andlise assintotica do algoritmo merge.

Exercicio 203. Fuaca a andlise assintotica do algoritmo mergesort.

5.5 O algoritmo mergesort (versao com merge recursivo)
A seguir apresentamos uma descrigao do algoritmo mergesort diretamente em Coq:
Function mergesort (1: list nat) {measure length 1}:=

match 1 with
| nil => nil

| h::nil => 1

| h::t1 =>
let n := length(l) / 2 in
let 11 := firstn n 1 in

let 12 := skipn n 1 in
let sorted_11 := mergesort(ll) in
let sorted_12 := mergesort(1l2) in
merge (sorted_11, sorted_12)

end.

A definigdo é baseada na estrutura da lista 1, de forma que se 1 for a lista vazia ou uma lista unitéria,
o algoritmo retorna a propria lista 1. Caso contrario 1 é dividida nas listas 11 (contendo os elementos
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da primeira metade de 1), e 12 (contendo os elementos restantes de 1). Recursivamente, as listas 11 e
12 sao ordenada para depois serem combinadas pela fungao merge:

Function merge (p: list nat * list nat) {measure len p} :=
match p with

| (nil, 12) => 12

| (11, nil) => 11

| ((hdl :: t1l1) as 11, (hd2 :: tl1l2) as 12) =>

if hdl <=7 hd2 then hdl :: merge (tl1l, 12)

else hd2 :: merge (11, tl12)
end.

A func¢ao merge recebe um par de listas ordenadas, e recursivamente gera uma lista ordenada con-
tendo todos os elementos das listas dadas como argumento.

Exercicio 204. Prove que o algoritmo merge € correto.

Exercicio 205. Prove que o algoritmo mergesort é correto.

Exercicio 206. Fuaca a andlise assintdtica do algoritmo merge.

Exercicio 207. Faca a andlise assintotica do algoritmo mergesort.

Agora provaremos a corre¢ao do algoritmo mergesort no Coq. Inicialmente mostrar que a funcao
merge retorna uma lista ordenada, caso cada uma das listas do par dado como argumento também este-
jam ordenadas:

Exercicio 208. Lemma merge_sorts: forall p, (sorted (fst p) /\ sorted (snd p)) ->
sorted (merge p).

Em seguida, podemos provar que a fungao mergesort efetivamente ordena e que gera uma permuta-
cao de qualquer lista recebida como argumento:

Exercicio 209. Theorem mergesort_sorts: forall 1, sorted (mergesort 1).
Exercicio 210. Theorem mergesort_is_perm: forall 1, perm 1 (mergesort 1).

Observe que podemos utilizar tanto perm como permutation no exercicio anterior, ja que estas defi-
nigoes sao equivalentes. Feito isto, temos o teorema da corregao do algoritmo mergesort:

Theorem mergesort_is_correct: forall 1, perm 1 (mergesort 1) /\ sorted (mergesort 1).
Proof.
intro. split.
- apply mergesort_is_perm.
- apply mergesort_sorts.
Qed.

Assim, como fizemos para o algoritmo de ordenagao por insercao, analisaremos a complexidade do
algoritmo mergesort considerando o nimero de comparagoes realizadas pelo algoritmo durante o pro-
cesso de ordenagao. Para a fungao merge, chamaremos de T_merge a fungdo que faz esta contagem:

114



Function T_merge (p: list nat * list nat) {measure len p} : nat :=
match p with
| (nil, 12) => 0
| (11, nil) => 0
| (¢hdl :: £11) as 11, (hd2 :: t12) as 12) =>
if hdl <=7 hd2 then S(T_merge (tl1l, 12))
else S(T_merge (11, t12))
end.

Quando alguma das listas do par é a lista vazia, nenhuma comparacao é feita, e portanto a funcao
T_merge retorna 0. Caso contrario, o contador é incrementado e uma nova chamada de T_merge é feita.
No exercicio a seguir, prove que a fungao merge tem complexidade linear:

Exercicio 211. Lemma T_merge_is_linear: forall 11 12,
T_merge (11,12) <= (length 11 + length 12).

Agora vamos contar o numero de comparagoes feitas pela fungao mergesort. Quando a lista 1 tem
no maximo um elemento, nenhuma comparagao é feita. Quando 1 tem pelo menos dois elementos, a lista
é divida em duas listas 11 e 12 e recursivamente contamos as comparagoes necessarias para ordena-las
e também o ntmero de comparagoes necessarias para juntar as versoes ordenadas de 11 e 12. Esta
contagem estd implementada na funcao T_mergesort a seguir:

Function T_mergesort (1: list nat) {measure length 1} : nat :=
match 1 with

| nil => 0
| hd :: nil => 0
| hd :: t1 =>

let n := length(l) / 2 in
let 11 := firstn n 1 in
let 12 := skipn n 1 in

T_mergesort(1l1) + T_mergesort(1l2) + T_merge (mergesort 11, mergesort 12)
end.

Por fim, resolva o exercicio a seguir que mostra que a complexidade do algoritmo mergesort é O(log, n),
onde n é o tamanho da lista a ser ordenada.

Exercicio 212. Theorem T_mergesort_complexity: forall 1 k,
length 1 = 27k -> T_mergesort 1 <= k * 27k.

5.6 Equacgoes de recorréncia

Nesta secao estudaremos as equagdes de recorréncia utilizadas no paradigma de divisao de conquista [24]:

Definig¢ao 213. Seja f(n) uma fungao nao-negativa definida no conjunto dos nimeros naturais. Dizemos
que f(n) é eventualmente nao-decrescente se existir um nimero inteiro ng tal que f(n) é nao-decrescente
no intervalo [ng, 00), ou seja,

f(n1) < f(n2),¥ng > ny > ng.

Definicao 214. Seja f(n) uma fungdo nao-negativa definida no conjunto dos nimeros naturais. Dize-
mos que f(n) € suave se for eventualmente nao-decrescente e

f(2n) =6(f(n))
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Teorema 215. Sejam f(n) uma fungdo suave, e ¢ e ng constantes positivas. Se f(2n) < c.f(n),Vn > ng
entio f(2Fn) < cF.f(n),vn>ng ek > 1.

Teorema 216. Seja f(n) uma funcao suave. Entao para qualquer b > 2 fizado,

f(bn) = O(f(n))

O teorema a seguir é conhecido como regra da suaviza¢ao

Teorema 217. Seja T(n) uma funcdo eventualmente ndo-decrescente, e f(n) uma fun¢do suave. Se
T(n) = O(f(n)) para valores de n que sao poténcias de b (b > 2), entdo

T(n) =O(f(n)),vn.

A regra da suavizagao nos permite expandir a informagao sobre a ordem de crescimento estabelecida
para T'(n) de um subconjunto de valores (poténcias de b) para o dominio inteiro. O teorema a seguir é
um resultado muito 1til nesta direcao conhecido como teorema mestre:

Teorema 218. Seja T'(n) uma fungdo eventualmente nao-decrescente que satisfaz a recorréncia
T(n)=aT(n/b)+ f(n), paran=>b"k=1,23,...
T(l)=c
ondea>1,b>2ec>0. Se f(n) = @(nd), onde d > 0, entao

O(n'#r ), sea > bl
T(n) =< O(nlgn), sea=1"b?
O(n?), se a < b?

Demonstracdo. Considere que f(n) = n?. Aplicando o método da substitui¢io para a recorréncia do
teorema, obtemos:

k

T(*) = " [T(1) + ) f(¥)/d]

Jj=1

Como a”* = al°8 ™ = nl°8s ¢ podemos reescrever a equacdo acima como:

log, n

T(n) =n®[T(1) + Z F¥)/a’]

e para f(n) = n, temos:

log, n log;,
T(n) = n'[T(1) + Z (") /a’] = n'o= @[T (1) + Z (b%/a)’]
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A soma acima forma uma série geométrica, e portanto:

log, n d a logyn __
> 0ty = ) LI vt

j=1

log, n
Quando b? # a, temos que Z (b/a)’ = log, n. Agora basta analisarmos cada um dos casos: a < b,
j=1
a>blea=0be
L]

Apresentaremos agora uma versao um pouco mais geral do teorema mestre[I2]. Consideraremos como
anteriormente uma recorréncia da forma:

T(n) = a.T(n/b) + f(n)

ona>1eb>1sado constantes, e f(n) ¢ uma fungio assintoticamente positiva.

Teorema 219. Sejam a > 1 e b > 2 constantes, f(n) uma fungao assintoticamente positiva, e T(n)
definida nos inteiros nao-negativos pela recorréncia T(n) = a.T'(n/b)+ f(n), onde n/b deve ser interpre-
tado como |n/b] ou [n/b]. Entao T(n) tem as seguintes cotas assintdticas:

1. Se f(n) = O(n'°8*=€) para alguma constante € > 0, entdo T'(n) = O(n'°#»);
2. Se f(n) = O(n'°® ), entio T'(n) = O(n'°& . 1gn);

3. Se f(n) = Q(n'°& 9+ para alguma constante € > 0, e se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma constante
¢ < 1, entao para todo n suficientemente grande, temos que T(n) = ©(f(n)).

A prova sera dividida em trés lemas, onde inicialmente consideraremos que n é poténcia de b.

Lema 220. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fungdo nao-negativa definida para poténcias de
b. Defina T(n) para poténcias de b pela recorréncia:

] eq), sen =1
T(n) = { a.T(n/b)+ f(n), sen=>""

onde i € um inteiro positivo. Entdo

log, n—1

T(n)=O©m=) + > o f(n/b).

Jj=0
Demonstrag¢ao. Analise a arvore de recorréncia da equagao dada.
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Em termos da arvore de recorréncia, os trés casos do teorema mestre correspondem aos casos onde o
custo total da arvore é:

1. dominado pelo custo das folhas;
2. uniformemente distribuido ao longo da arvore;
3. dominado pelo custo da raiz.

Lema 221. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fun¢do nao-negativa definida para poténcias de
b. A funcao g(n) definida para poténcias de b por:

log, n—1

gin)= > d.f(n/v)).
j=0
tem as sequintes cotas assintoticas para poténcias de b:
1. Se f(n) = O(n'°8 =€) para alguma constante € > 0, entdo g(n) = O(n'°&>);

2. Se f(n) = ©(n'°8» %), entio g(n) = O(n'°8 . 1gn);

3. Se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma constante ¢ < 1 e para todo n suficientemente grande, entdo

g(n) = O(f(n)).
Demonstracdo. Exercicio.
Exercicio 222. Resolva as seguintes relagdes de recorréncia:
1. T(1) =1, T(n) = 3T(n/2) + n%, n > 2
2. T(1) =1, T(n) = 2T(n/2) + n, n > 2
3. T(1) € ©(1), T(n) = 3T(n/3 +5) +n/2
4. T(1)=1,T(n) =2T(n—1)+1,n>2
5. T(1) € ©(1), T(n) = 9T(n/3) + n
6. T(1) € ©(1), T(n) =T(2n/3) + 1
7. T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) + 1

8. T(1) € ©(1), T(n) =2T(n/4) + /n
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10.

11.

12.

15.

1.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) + /nlg*n
T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) +n

T(1) € ©(1), T(n) = 2T (n/4) + n?

T(1) € ©(1), T(n) = 3T(n/2) + nin(n)
T(1) € ©(1), T(n) = 3T(n/4) + nin(n)
T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/2) + nin(n)
T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/2) + n/In(n)
T(1) € ©(1), T(n) =T(n—1)+1/n
T(1) € ©(1), T(n) = T(n —1) + In(n)
T(1) € ©(1), T(n) = VaT(yn) +n
T(n) = 8T (n/2) + ©(n?)

T(n) = 8T(n/2) + ©(1)

T(n) ="T7T(n/2) + O(n?)
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Capitulo 6

Divisao e Conquista

6.

1 O algoritmo quicksort

O algoritmo quicksort, assim como merge sort, utiliza o paradigma de divisao e conquista para ordenar
um vetor A[l..n], mas diferentemente de mergesort, seu foco esta no particionamento e néo na combinagao
das solugoes. Este algoritmo, que foi inventado pelo cientista da computacao britdnico Charles Antony
Richard Hoare em 1960, utiliza as seguintes etapas para ordenar um subvetor A[p..r] (1 <p <r < n):

G A W N =

© ® N o ook W N

Ju
(=)

1. Dividir: Esta etapa consiste em particionar o vetor A[p..r] em dois subvetores (possivelmente
vazios) Alp..q — 1] e Alg + 1..r] tais que cada elemento do subvetor A[p..q — 1] é menor ou igual a
Alq], que por sua vez também é menor ou igual do que cada elemento do subvetor A[g+ 1..r]. Esta
etapa também computa o indice ¢ do particionamento.

2. Conquistar: Esta etapa consiste em recursivamente ordenar os subvetores A[p..q—1] e Alg+1..r].

Assim, a ideia do algoritmo pode ser apresentada a partir do pseudocodigo a seguir:

if p <r then
q = partition(A, p,r);
quicksort(A,p,q — 1);
quicksort(A,q + 1,r);
end
Algorithm 10: quicksort(A,p,r)

A ordenagao do vetor A[l..n] é, entdo, obtida pela chamada quicksort(A4,1,n).

O particionamento do vetor consiste na principal etapa do algoritmo quicksort:

x = Alr];
1=p—1;
for j=ptor—1do
if A[j] <« then
1 =141
exchange A[i] com A[j];
end

end
exchange A[i + 1] with A[r];
return ¢ + 1;
Algorithm 11: partition(A,p,r)
O algoritmo partition reorganiza o subvetor A[p..r] in place, ou seja, sem alocar espago adicional, e

retorna o indice da posigao que divide o subvetor A[p..r] entre os elementos que sdo menores ou iguais
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ao pivo, e maiores do que o pivo.

Exercicio 223. Prove a segquinte invariante de lago, e conclua que o algoritmo partition € correto:

Antes de cada iteragao do lago for (linhas 3-8), para todo k, temos:

1. Sep <k <i, entao Alk] < x;

2. Sei+1<k<j—1, entiao Ak] > x;

3. Se k =r, entdo Alk] = x.

O namero de comparagoes (linha 4) feitas por partition em um vetor com n elementos é ©(n). Qual
seria, entao, o tempo de execucao de quicksort? O pior caso de quicksort ocorre quando o particiona-
mento gera um vetor vazio, e outro com n — 1 elementos. Neste caso, dizemos que o particionamento é
desbalanceado. Se assumirmos que este desbalanceamento ocorre em cada chamada recursiva, podemos
modelar o tempo de execugao T, (n) pela seguinte equagao de recorréncia:

Tw(n) =Ty(n —1) + T,,(0) + O(n)

Como néo ha trabalho a fazer em um vetor vazio, temos que T'(0) = O(1), e portanto a recorréncia
acima pode ser reescrita como:

Tw(n) =Ty(n —1)+06O(n) (6.1)

Como exercicio, mostre que Ty, (n) = ©(n?), e observe que esta situagio ocorre, por exemplo, quando
o vetor dado como argumento j& esté ordenado.

A apresentagao que acabamos de fazer é informal porque estamos o particionamento desbalance-
ado nos da o pior caso para o algoritmo quicksort. Mas serd que nao pode existir uma combinagao de
particionamentos que seja pior do que quadratica? A seguir provaremos que nao, isto ¢, mostraremos
formalmente que a analise do pior caso para o algoritmo quicksort é, de fato, quadratica. Inicialmente
estabeleceremos a cota superior. Para isto, considere a recorréncia

T(n) < max (T'(q) +T(n—q—1))+6(n) (6.2)

— 0<g<n
onde 0 < g <n-—1.

A partir da solugdo vista anteriormente quando q = 0, parece razoavel acreditar que T'(n) < c.n?

para alguma constante positiva c¢. Substituindo esta possivel soluc¢ao, temos

T(n) < Oglqagn(C(QQ +(n—q—1?%+06(n) = C-Orgqagn(qQ +(n—q—1)*)+06(n)

e a expressio ¢ + (n — ¢ — 1)? assume valor maximo quando ¢ = 0 ou ¢ = n — 1 (Exercicio!), portanto

T(n) < c-orélggn(qQ +(n—g-1)?%)+06(n) <(n-1)°
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Assim, podemos escrever T'(n) < c.n? — c.(2n — 1) + ©(n) < c.n?, ja que podemos tomar ¢ grande o
suficiente para dominar ©(n). Ou seja,
T(n) = O(n?). A prova da cota inferior fica como exercicio:

Exercicio 224. Mostre que a recorréncia T'(n) = max (T(q) + T(n —q — 1)) + ©(n) tem solugdo
Sq<n

T(n) = ©(n?). Considerando o que jd foi feito anteriormente, falta apenas mostrar que T(n) = Q(n?).

Por outro lado, quando o particionamento é balanceado temos o melhor caso para quicksort. Agora,
o particionamento divide o problema original em dois subproblemas sendo um de tamanho |3 ], e outro
de tamanho [ — 1], o que nos da a recorréncia:

Ty(n) = (15 ) + To([5 — 1)+ ©(n)

Se ignorarmos as fungoes de aproximagao e a subtracao por 1, temos a recorréncia:

Ty(n) = Q.Tb(g) +0(n)

que, pelo Teorema Mestre, tem solugao Tp(n) = O(n.lgn).

Assim, o tempo de execucao de quicksort depende, por exemplo, do fato do particionamento estar
balanceado ou nao: Em caso afirmativo, quicksort é assintoticamente tao rapido quanto mergesort, mas
se o particionamento nao estiver balanceado, quicksort tem o mesmo comportamento assintotico de In-
sertion sort no pior caso.

O que ocorre se o particionamento é sempre da ordem de 9-1, i.e. 90% dos elementos sao menores ou

iguais ao pivo, e apenas 10% sao maiores do que o pivd? (Exercicio!) A resposta desta pergunta sugere
que a complexidade do caso médio para quicksort estd mais proxima do melhor caso do que do pior caso.

Exercicio 225. Mostre que a complezidade de quicksort, no melhor caso, é Q(nlgn).

Exercicio 226. Mostre que o algoritmo quicksort € correto.
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Capitulo 7

Heapsort

Estudaremos um novo algoritmo de ordenagao baseado em comparagao de chaves, mas bem diferente
dos algoritmos (insertion sort e mergesort) vistos anteriormente. Este novo algoritmo, conhecido como
heapsort, possui tempo de execugdo O(n.logn), como mergesort, e o processo de ordenagao é feito in
place (como em insertion sort). Portanto heapsort combina as vantagens de insertion sort e mergesort.
A estrutura de dados utilizada por este algoritmo é conhecida como heap:

Definicao 227. Um heap (bindrio) T é uma estrutura de dados que corresponde a uma drvore bindria
com chaves associadas aos nds, sendo uma chave por nd, que satisfaz as sequintes condigoes:

1. T é uma drvore bindria completa em todos os niveis, exceto possivelmente o ultimo nivel;

2. Todos os caminhos para wma folha do ultimo nivel estao & esquerda de todos os caminhos para uma
folha do peniltimo nivel;

3. A chave de cada ndé € maior ou igual do que a chave dos seus filhos.

Os itens 1 e 2 da defini¢do acima caracterizam a chamada de propriedade do corpo do heap. O
item 3 corresponde a propriedade de heap. Assim, em um heap o n6é mais a direita pode ter apenas
um filho & esquerda, mas nao pode ter somente um filho a direita. Todos os outros nés internos possuem

dois filhos.
10
8 3
7 5

A grande vantagem da estrutura de heap é que ela permite a implementacao das operagoes de inser-
¢ao de um novo elemento (ou uma nova chave), e extragdo do maior elemento (maior chave) em tempo
logaritmico. Note que em um vetor (ou em uma lista) contendo n elementos, a inser¢ao pode ser feita
em tempo constante, mas a extragdo do maior elemento vai exigir, no pior caso, uma busca em todo o
vetor (ou lista), o que tem custo linear. A estrutura de heap suporta simultaneamente as duas operagoes,
e como veremos, de forma assintoticamente mais eficiente do que em listas ou vetores.

Um heap binério pode ser implementado como um subvetor de um vetor A, onde somente os elemen-

tos em A[l..A.heap-size| (0 < A.heap-size < A.length) sao elementos validos do heap. A raiz do heap é
Al[1], e dado o indice ¢ de um né, o indice do filho a esquerda (resp. direita) é dado por 2i (resp. 2i + 1).

125



Por fim, o indice do n6 correspondente ao pai do n6 de indice ¢ é dado por |i/2].

Alguns autores chamam a estrutura definida acima de heap de maximo (ou max-heap), isto é, um heap
onde todo no6 i diferente da raiz é tal que A[|i/2]] > A[i]. Nesta linha, com um ajuste na propriedade
de heap podemos definir um heap de minimo (ou min-heap):

Em um min-heap todo no i diferente da raiz é tal que A[|i/2]] < AJi].

Desta forma, o maior (resp. menor) elemento de um maz-heap (resp. min-heap) é armazenado na
raiz, e a subarvore com raiz em um determinado n6é contém apenas valores que sao menores ou iguais
(resp. que sdo maiores ou iguais) ao valor deste no. O algoritmo heapsort utiliza max-heaps, e portanto
o primeiro passo do algoritmo sera transformar o vetor A de entrada em um maz-heap. Este trabalho é
feito pelo algoritmo a seguir:

1 A.heap-size < A.length;
2 for i = | A.length/2| downto 1 do
3 | Max-Heapify(A,i);
4 end
Algorithm 12: Build-Max-Heap(A)

Exercicio 228. Mostre que na representacao vetorial de um heap com n elementos, as folhas sao os
elementos do vetor com indices |n/2| +1,|n/2| +2,...,n.

O algoritmo Build-Max-Heap constréi o maz-heap de baixo para cima a partir do primeiro vértice
que ndo ¢ uma folha, e o algoritmo Max-Heapify(A,i) reconstréi um max-heap a partir de uma arvore
cuja raiz A[i] seja o tnico elemento que precise ser reposicionado, ou seja, as subarvores com raiz A[2i]
e A[2i + 1] ja sdo maz-heaps:

1 1= 24

2 r=21+1;

3 if | < A.heap-size and A[l] > A[i] then
4 ‘ largest =,

5 end

6 else

7 ‘ largest = i;

8 end

9 if r < A.heap-size and A[r] > Allargest] then
10 ‘ largest = r;
11 end
12 if largest # i then
13 exchange A[i] with Allargest];

14 Max-Heapify(A,largest);
15 end

Algorithm 13: Max-Heapify(A,i)
Observe que cada uma das subarvores com raiz nas posigoes 2i e 2¢ + 1 tém, no méaximo, 2n/3 ele-
mentos:

Exercicio 229. Mostre que, em um heap com n elementos e raiz Ali|, cada uma das subdrvores com
raiz em 2i e 2i + 1 tém, no mdzimo, 2n/3 elementos.

Portanto o tempo de execugao de Max-Heapify é dado pela recorréncia
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T(n) < T(2n/3) + O(1) (7.1)

que, pelo teorema mestre, tem solugdo O(lgn).

Qual o tempo de execucao do procedimento Build-Max-Heap(A4)? Temos a seguinte cota superior,
n/2 n/2
considerando um heap com n elementos: ZO(lg n) = O(lgn. Z 1) = O(lgn.(n/2) = O(n.lgn). No
i=1 i=1
entanto, esta cota, apesar de correta, ndo é a mais precisa que podemos encontrar. De fato, se observar-
mos que:

1. A altura do n-ésimo elemento de um heap é igual a |lgn].
2. Um heap com n elementos possui, no maximo, [n/2"+1] nés com altura h.

Entao, observando que Max-Heapify tem complexidade O(h) quando executado em um noé de altura

h, concluimos que o tempo de execugdo de Build-Max-Heap(A), assumindo que A possui n elementos,
[lgn] llgn] llgn|

tem a seguinte cota superior: Z [n/2"1] - O(h) = O(n. Z [h/2"*1]) = O(n), pois Z h/2M <

h=0 h=0 h=0
oo

E h/ 2"+ que por sua vez converge. Assim, um heap pode ser construido em tempo linear.
h=0

Exercicio 230. Prove a sequinte invariante de lago, e conclua que o algoritmo Build-Mazx-Heap € correto:

No inicio de cada iteragdao do lago for (linhas 2-4), cada nd nas posi¢oes i+1, 1+2, ..., n é a raiz
de um max-heap.

O algoritmo heapsort recebe como argumento um vetor A qualquer contendo n > 0 elementos, e ini-
cialmente o transforma em um maz-heap. Neste momento, sabemos que a raiz do heap contém o maior
elemento do vetor A, que pode entao ser movido para sua posi¢ao correta. Em seguida, decrementamos
o tamanho do heap em uma unidade, e repetimos o processo:

1 Build-Max-Heap(A);

2 for i = A.length downto 2 do
exchange A[1] with A[i];
A.heap-size = A.heap-size - 1;
Max-Heapify(A,1);

end

[=2J | SN

Algorithm 14: Heapsort(A)
A complexidade de Heapsort(A) no pior caso, se A é um vetor com n > 0 elementos, ¢ O(n) +

Z O(ign) = O(n) + O(Ign. 3 1) = O(n) + O((n —1).Ign) = O(n.lgn).

Exercicio 231. Mostre que a complexidade de tempo de Mazx-Heapify no pior caso é Q(lgn).

Exercicio 232. Mostre que a complezidade de tempo de Heapsort no pior caso é Q(nlgn), e conclua
que a complezidade de Heapsort € ©(n.lgn).

Exercicio 233. Prove a correcao do algoritmo Heapsort utilizando a seguinte invariante:

127



No inicio de cada iteragdao do lago for (linhas 2-6), o subvetor A[l..i] é um max-heap que contém
0s i menores elementos do vetor A[l..n], e o subvetor Ali + 1..n| estd ordenado e contém os n — i
maiores elementos do vetor A[l..n].
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Capitulo 8

Cota inferior para algoritmos baseados
na comparacao de chaves

Os algoritmos de ordenagao vistos sao baseados na comparagao de chaves, ou seja, a operagao basica
destes algoritmos é a comparagao entre elementos do vetor ou lista que se quer ordenar. Neste contexto,
vimos que Insertion Sort e Quicksort tém, no pior caso, complexidade de tempo quadratica, i.e., es-
tdo em O(n?). Ja Merge sort ¢ capaz de, no pior caso, ordenar um vetor com n elementos em tempo
O(n.1lgn). A davida que surge naturalmente agora é: seria possivel construir um algoritmo baseado na
comparacao de chaves que consiga ordenar um vetor com n elementos, no pior caso, realizando menos
do que c.n.lgn comparagoes (para alguma constante positiva ¢? Ou seja, seria possivel melhorar a cota
O(n.lgn) no pior caso?

Para responder esta pergunta, assumiremos que os n elementos x1, 2, . .., T, a serem ordenados sao
distintos. Além disto, o processo de ordenacao seréd modelado por drvores de decisdo, que sao arvores
binérias completas. Assim, para construirmos a arvore de decisdo para um algoritmo A (baseado na
comparagio de chaves) que recebe como entrada um vetor com n elementos distintos, anotaremos seus
nods internos com ¢ : j, para 1 < i,j < n, e cada folha com a permutagio (7(1),7(2),...,7(n)). A
execugao do algoritmo corresponde a um caminho da raiz até uma folha. Cada né interno corresponde
a comparagao a; < a; (a rigor a; < a; ja que os elementos sao distintos), e a subarvore & esquerda
indica as comparacoes subsequentes. A subarvore & direita indica as comparagoes subsequentes quando
a; > aj, e uma folha indica que o algoritmo ordenou o vetor de forma que ar(1) < ar2) < ... < Gr(n)-
Como qualquer algoritmo de ordenagao correto tem que ser capaz de produzir todas as permutacoes de
uma entrada, cada uma das n! possiveis permutagoes do vetor de tamanho n dado com entrada tem
que aparecer como uma folha. O caminho mais longo da raiz de uma &arvore de decisao até uma folha
representa o nimero de comparagoes no pior caso do algoritmo em consideracao. Ou seja, o nimero de
comparacoes no pior caso de um algoritmo corresponde a altura de sua arvore de decisdo. A cota inferior
da altura de todas as possiveis arvores de decisao sera entao a cota inferior, no pior caso, para qualquer
algoritmo de ordenagaqo baseado na comparagao de chaves.

Teorema 234. Qualquer algoritmo baseado na comparagio de chaves requer Q(n.lgn) comparagoes no
PLOT CAso.

Demonstragdo. Precisamos determinar a altura de uma arvore de decisao onde cada permutagao do vetor
de entrada apareca como uma folha. Considere a arvore de decisao de altura h contendo [ folhas de um
algoritmo para ordenar n elementos distintos. Como cada uma das n! permutagoes do vetor de entrada
aparece como uma folha, temos que n! < [, e como uma arvore binaria de altura h nao possui mais do
que 2" folhas, temos que n! <[ < 2". Portanto h > Ig(n!) = Q(n.lgn).

O

Exercicio 235. Sejam | o nimero de folhas em wma drvore bindria, e h sua altura. Prove que | < 2".
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Exercicio 236. Prove que lg(n!) = ©(n.lgn).
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Capitulo 9

Ordenacao em Tempo Linear

Nesta se¢ao veremos uma outra forma de ordenagao baseada na ideia de contagem. O que precisamos
fazer é contar, para cada elemento a ser ordenado, o nimero total de elementos que sao menores do
que este elemento e guardar este resultado em uma tabela. Os valores da tabela indicarao a posigao
dos elementos na lista ordenada. Por exemplo, se existem 6 elementos menores do que o elemento z,
entao x deve ser colocado na sétima posi¢ao do vetor ordenado. Desta forma podemos ordenar um vetor
simplesmente deslocando os elementos para a posigao correta. O pseudocodigo a seguir implementa esta
ideia:

let C[0..n — 1] be a new array;
fori=0ton—1do

| Cli] + 0
end
fort:=0ton—2do
forj=i+1ton—1do
if A[i] < A[j] then

| Clil+ Cll+1;
end
else

| Cli] + C[i] + 1;
end
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end

[ary
w

end

fori=0ton—1do
| BIC[i]] + Alil:

end

return B;

HoOR e R e
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Algorithm 15: comparison-counting-sort(A[0..n — 1])

Esta ideia nao parece ser muito interessante ja que a implementacao acima tem complexidade qua-
dratica e ainda utiliza espaco adicional, ou seja a complexidade de espago é linear no tamanho n da
entrada. No entanto, podemos utilizar a ideia da contagem de forma mais eficiente se os elementos a
serem ordenados forem "conhecidos". Por exemplo, se o vetor a ser ordenado contém apenas 0s e 1s
entao podemos utilizar esta informagao para fazer a ordenagao sem a necessidade de fazer comparagoes
porque com uma Unica passagem sobre o vetor podemos obter o ntmero k de Os, e assim retornar o
vetor contendo Os da posicdo 0 até k — 1, e 1s da posigdo k em diante. De uma forma mais geral, se os
elementos a serem ordenados sao inteiros entre [ e h entdo podemos computar a frequéncia de cada um
destes valores, e armazené-las em um vetor, digamos C[0..h — ], de forma que as primeiras C[0] posigoes
do vetor ordenado serdo preenchidas com I, as C[1] posi¢oes seguintes com [ + 1, e assim por diante.
Observe que se os elementos do vetor original nao puderem ser sobrescritos entao precisaremos de um
novo vetor (espago adicional) para escrever o vetor ordenado.
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O algoritmo counting-sort a seguir, assume que cada um dos n inteiros a serem ordenados estao no
intervalo entre [ e h:

1 let C[0..h — ] be a new array;
2 fori=0toh—1do

3 | C[i] + 0;

4 end

5 fori=0ton—1do

6 | CIA[]]—1] «+ ClAli] -]+ 1;
7 end

8 for j=1toh—1do

o | Cljl « Clil+Cl 1]
10 end

11 for i =n — 1 downto 0 do

12 Jj Al —1;

15 | B[C]] - 1] « Alil

1 | Cljl+ Cll -1

15 end

16 return B;

Algorithm 16: counting-sort(A[0..n — 1],1, k)

Qual é a complexidade deste algoritmo? Por simplicidade denotaremos k = h — [, ou seja, k denota
o tamanho do intervalo que contém os elementos a serem ordenado. Assim, o lago for das linhas 2-4 é
executado em tempo O(k), o laco das linhas 5-7 em tempo ©(n), o laco das linhas 8-10 em tempo O(k),
e por fim o lago das linhas 11-14 em tempo ©(n), o que perfaz um total de ©(n + k). Assumindo que
k = O(n), temos que o tempo de execugdo de counting-sort é ©(n).

Definicao 237. Um algoritmo de ordenacdo € dito estavel se nao altera a posicdo relativa dos elementos
que tém o mesmo valor.

Exercicio 238. Prove que o algoritmo counting-sort € estdvel.
Exercicio 239. Prove que o algoritmo mergesort € estdvel.

Exercicio 240. Prove que o algoritmo insertion sort ¢ estdvel.

9.1 Radix Sort

O algoritmo radix-sort ordena uma sequéncia de inteiros com d digitos cada, em tempo linear. Ele utiliza
um algoritmo auxiliar, que precisa ser estavel, para ordenar a sequéncia de inteiros do digito menos sig-
nificativo para o mais significativo. Podemos utilizar counting-sort, por exemplo, como algoritmo auxiliar.

1 fori=1 toddo
2 ‘ use a stable sort algorithm to sort array A on digit ;

3 end
Algorithm 17: radix-sort(A4, d)

Lema 241. Dados n numeros com d digitos, que por sua vez podem assumir até k wvalores, radix-sort
ordena corretamente estes nimeros em tempo ©(d.(n + k)), se o algoritmo auziliar estdvel tem comple-
zidade de tempo ©(n + k).
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Exercicio 242. Mostre como podemos ordenar n inteiros contidos no intervalo de 0 a n®> —1 em tempo
linear, ou seja, em O(n).

Demonstracao. Inicialmente iteramos pela lista dos nameros, convertendo cada um deles para a base
n. Depois aplicamos o algoritmo radix-sort sobre a lista, utilizando o counting-sort como o algoritmo
de ordenagao dos digitos da lista de niimeros. Dada a nova base, cada niimero possuira 2 digitos, uma
vez que log, (n?) = 2, onde cada digito estard em um intervalo entre 0 e n — 1. Sabendo disso, vemos
que radix-sort ordenara n ntmeros de 2 digitos, usando o counting-sort em um intervalo de 0 a n — 1,
resultando em uma complexidade de O(2(n 4+ n)) = O(n).

O

Exercicio 243. Mostre como podemos ordenar n inteiros contidos no intervalo de 0 a n® —1 em tempo
linear, ou seja, em tempo O(n).
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Capitulo 10

Algoritmos em Grafos

Neste capitulo estudaremos algoritmos sobre grafos. Inicialmente, veremos como podemos representar
um grafo, seja ele dirigido ou ndo. Informalmente, um grafo G é um par (V, E), onde V & o conjunto de
vértices, e E é o conjunto de arestas. Quando as arestas do grafo sdo dirigidas, falamos em digrafo. A
seguir, apresentamos um exemplo de um digrafo a esquerda, e um grafo a direita:

® ©
)
@@ 000 @ 00
@ o

Existem duas formas bastante comuns para representar um (di)grafo G = (V, E): matriz de adjacén-
cias ou listas de adjacéncias. As duas representacoes se aplicam a grafos e a digrafos.

Nesta secao estudaremos alguns algoritmos em grafos. Iniciaremos com uma sequéncia de definigoes
para fixar a nomenclatura a ser utilizada.

Definicao 244. Um grafo (nao dirigido) G é um par (V,E) onde V € um conjunto finito nao-vazio,
e B € um conjunto de pares ndo-ordenados de elementos de V. Em grafos nao-dirigidos arestas de um
vértice para ele mesmo (auto-loop) sao proibidas, e portanto toda aresta liga dois vértices distintos.

Definicao 245. Um digrafo (ou um grafo dirigido) G é um par (V,E) onde V € um conjunto finito
nao-vazio, e E € uma relacao bindria sobre V. Em digrafos auto-loops sao permitidos.

Dado um grafo G = (V, E), a versao dirigida de G ¢ o digrafo G’ = (V, E’) onde (u,v) € E’ se, e
somente se (u,v) € F, isto é, substituimos cada aresta (u,v) € E pelas duas arestas dirigidas (u,v) e
(v,u) na versdo dirigida.

Dado um digrafo G = (V, E), a verséo nao-dirigida (ou o grafo associado) de G é o digrafo G' = (V, E")

onde (u,v) € E’ se, e somente se u # v e (u,v) € E, ou seja, a versao nao-dirigida de um grafo é cons-
truida removendo a diregao das arestas e os auto-loops.

Defini¢ao 246. A representagao de um grafo G = (V, E) por listas de adjacéncias consiste de um vetor
Adj de |V| listas, uma para cada vértice em V. Para cada u € V', a lista de adjacéncias Adjlu] contém
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todos os vértices v tais que (u,v) € E, ou seja, contém todos os vértices adjacentes a u em G. Escreve-
remos G.Adju] para se referir a lista Adj[u] de G.

Se G é um digrafo entdo a soma dos comprimentos de todas as listas de adjacéncias é igual a |E|, ja
que uma aresta (u, v) é representada por uma ocorréncia de v em Adj[u]. Se G for um grafo (ndo-dirigido)
entdo a soma dos comprimentos de todas as listas de adjacéncias é igual a 2|E| pois uma aresta (u,v) é
representada pela ocorréncia de v em Adj[u], e pela ocorréncia de v em Adj[v]. Em ambos os casos, a
representacao por listas de adjacéncias utiliza espago da ordem de ©(V + E).

Uma desvantagem das listas de adjacéncias é que elas nao fornecem uma forma rapida de determinar
se a aresta (u,v) estd ou nao no (di)grafo. Para isto precisamos procurar por v em Adj[u]. A represen-
tagao por matrizes de adjacéncias contorna este problema a um custo assintoticamente maior de espago.

Definigao 247. A representacio de um grafo G = (V, E) por matrizes de adjacéncias assume uma
enumeragao (qualquer) 1,2,...,|V| dos vértices de G, e consiste de uma matriz A = (a;;) de dimensdo
V| x |V| tal que

1, se(i,j)ekFE
i = { 0, caso contrdrio. (10.1)

A representagio por matrizes de adjacéncias requer espaco da ordem de ©(V?), independentemente
do niimero de arestas do grafo.

Diversas defini¢oes coincidem para grafos e digrafos, mas algumas diferengas podem ocorrer depen-
dendo do contexto. Por exemplo, se (u,v) é uma aresta de um digrafo G = (V, E) ent@o dizemos que
(u,v) sai de u, e entra (ou incide) em v. Ja quando (u,v) é uma aresta de um grafo, dizemos que (u,v)
incide em u e v.

Definigao 248. O grau de um vértice em um grafo é o niumero de arestas que incidem sobre ele. Um
vértice de grau 0 € dito isolado. Em um digrafo, o grau de saida (resp. grau de entrada) de um vértice
é o nimero de arestas que saem (resp. chegam) neste vérice. O grau de um vértice em um digrafo é a
soma dos seus graus de saida e entrada.

Se (u,v) ¢ uma aresta do (di)grafo G = (V, E) entao dizemos que v ¢ adjacente a u. Note que a
relagdo de adjacéncia é simétrica em grafos, mas nao em digrafos. De fato, se um digrafo G = (V| E)
possui a aresta (u,v), mas néo possui a aresta (v, u) entdo v é adjacente a u, mas u nao é adjacente a v.

Um grafo (ndo-dirigido) é dito completo se qualquer par de vértices é adjacente.

Definicao 249. Um caminho de comprimento k de um vértice w para um vértice v em um grafo
G = (V,E) é uma sequéncia (vg,v1,...,v;) de vértices tal que vg = u e vy, = v, e (vVi—1,v;) € E
parai=1,2,..., k. O comprimento de um caminho é o nimero de arestas deste caminho. Existe sempre
um caminho de comprimento 0 de u para w, qualquer que seja o vértice u. Um subcaminho de um

caminho p = (vo,v1,...,Vk) € uma sequéncia contigua dos vértices de p, isto €, quaisquer que sejam
0<i<j<k, asubsequéncia de vértices (v;,viy1,...,v;) € um subcaminho de p.

Quando existe um caminho p de u para v, dizemos que v é alcangéavel a partir de u, o que normalmente
. i e
é denotado por u ~~» v, quando o grafo é dirigido.

Definicao 250. Um caminho é dito simples se todos os vértices no caminho sao distintos.
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A definicao de ciclos em grafos requer cuidado porque difere para grafos e digrafos. Em um digrafo,
um ciclo é um caminho nao-nulo, ou seja, de comprimento estritamente maior do que 0, tal que o primeiro

e o ultimo vértices sao idénticos. Em um digrafo, um caminho (vg, v1, ..., v) forma um ciclo se vg = vy,
e este caminho possui pelo menos uma aresta. Dois caminhos (vg,v1,...,vk—1,v0) € (V(, V], ..., V}_1, V()
formam o mesmo ciclo se existir j tal que v = v(i}j) mod x Para i = 0,1,...,k — 1. Um auto-loop &

um ciclo de comprimento 1, e um digrafo sem auto-loops é dito simples. Em um grafo, as defini¢oes
sao similares, mas existe um requerimento adicional de que se qualquer aresta aparece mais de uma vez,
entdo ela aparece com a mesma orientagdo: em um caminho (vg,v1,...V5—1,V%), S€ V; = T € Viy1 = Y
para 0 < i < k, entdo nao pode existir j tal que v; = y e v;41 = . Um ciclo é dito simples se seus
vértices s@o distintos. Um (di)grafo sem ciclos ¢ dito aciclico.

Um grafo aciclico é chamado de floresta (nao-dirigida), e se o grafo for conexo entdo é chamado

de drvore (livre ou nao-dirigida). Um digrafo aciclico é normalmente abreviado por DAG. Nenhuma
condicao de conectividade é assumida em DAGs.

Defini¢ao 251. Um caminho eulerianos em um (di)grafo conexo G € um caminho que percorre cada
aresta apenas uma vez, mas vértices podem ser visitados mais de uma vez. Um caminho hamiltoniano
em um (di)grafo G é um caminho simples que contém cada vértice de G. Um ciclo hamiltoniano em um
(di)grafo G € um ciclo simples que contém cada vértice de G.

Note que em um ciclo hamiltoniano cada vértice do (di)grafo é visitado um tnica vez. Em um grafo
(nao dirigido) um caminho (vg,v1,...,v) forma um ciclo se k > 3 e vy = vy,.

A definicao de conectividade exige mais cuidado porque difere entre grafos e digrafos:

e Um grafo é dito conexo se para cada par de vértices v e w, existe um caminho entre v e w, ou seja,
se qualquer vértice é alcancavel a partir de todos os outros. As componentes conexas de um grafo
sdo as classes de equivaléncia dos vértices sob a relagao “é alcangavel a partir de”. Assim, um grafo
é conexo se possui apenas uma componente conexa.

e A conectividade em digrafos é dividida em dois casos:

— Um digrafo é fortemente conexo se o vértice u é alcangével a partir do vértice v, e vice-versa,
quaisquer que sejam u,v € V. As componentes fortemente conexas de um digrafo sdo as
classes de equivaléncia dos vértices sob a relagao “sao mutuamente alcangaceis”. Um digrafo é
fortemente conexo se possui apenas uma componente fortemente conexa.

— Um digrafo é fracamente conezo se o grafo associado é conexo, mas nao é fortemente conexo.

Dois grafos G = (V,E) e G' = (V', E’) s@o isomorfos se existir uma bijecdo f : V — V' tal que
(u,v) € E se, e somente se (f(u), f(v)) € E’. Isto significa que podemos renomear os vértices de G

como sendo os de G’ mantendo as arestas correspondentes em G e G’. Dizemos que G’ = (V/, E’) é um
subgrafo de G = (V, E), notagdo H C G,se V' CV e E' C E. Alguns subgrafos especiais:

e Um subgrafo H de um grafo G é dito gerador (spanning) se contém todos os vértices de G, isto &,
se H.V = G.V usando a notagao de atributosﬂ

ISempre que for conveniente, utilizaremos a notacdo de atributos G.V (resp. G.FE) para denotar o conjunto dos vértices
(resp. das arestas) do grafo G.
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e Um subgrafo H de um grafo G é prdprio, notacao H C G, se for diferente de G, isto é,se H.V < G.V
ou HE<G.E.

e Dado X C G.V, o subgrafo de G induzido por X, notacdo G[X], é o grafo G’ = (X, E’) onde
E' ={(u,v) € E:u,ve X}

e Dado Y C G.E, o subgrafo de G induzido por Y, notagao G[Y], é o grafo G' = (V',Y) onde se
(u,v) €Y entdo u,v € V'.

Ao considerarmos o tempo de execugdo de um algoritmo sobre um (di)grafo G = (V, E), normalmente
consideramos tanto o namero de vértices |V|, como o nimero de arestas |FE| como parametros para con-
siderar o tamanho da entrada. E usual o abuso de notagio O(V E) quando se quer dizer O(|V|.|E|), uma
vez que a leitura se torna mais facil e nao ha risco de ambiguidade.

10.1 Busca em Largura

Busca em largura (BFS) é um dos algoritmos mais simples para busca em grafos, além de ser utilizado
em outros algoritmos sobre grafos. O algoritmo funciona tanto para grafos quanto para digrafos. Dado
um grafo G = (V, E) e um vértice s € V que chamaremos de origem, o algoritmo de busca em largura
sistematicamente explora as arestas de G para descobrir todos os vértices que sao alcancéiceis a partir de
s. O nome busca em largura se d& porque o algoritmo separa a fronteira entre os vértices que ja foram
descobertos dos que ainda nao o foram a partir da sua distdncia até a origem s. Assim, o algoritmo
descobre todos os vértices que estao a uma distancia k da origem antes de descobrir qualquer vértice que
esteja a uma distancia k + 1 da origem. Este algoritmo nos permite responder dois tipos de questoes:

1. Existe um caminho do vértice s para o vértice u?
2. Qual é o menor caminho do vértice s para o vértice u?

A seguir apresentamos o pseudocodigo do algoritmo BFS, que recebe como argumento o grafo G, e o
vértice s a partir do qual a busca ¢ iniciada.

for each vertez w € G.V — {s} do
| u.color - WHITE;
end
s.color + GRAY;
Q 0
enqueue(Q, s);
while Q # () do
u + dequeue(Q);
for each v € G.Adj[u] do
if v.color = WHITE then
v.color + GRAY;
enqueue(Q, v);
end
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Algorithm 18: BFS(G, s)
A inicializagao (linhas 1-3) percorre todos os vértices, exceto s, e portanto tem tempo de execugao
limitado pelo namero de vértices do grafo, i.e. ©(V). As operagoes das linhas 4, 5 e 6 sdo executadas em
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tempo constante. O loop das linhas 7-15 precisa de uma anéalise mais cuidadosa. Os vértices marcados
com WHITE durante a inicializagao correspondem aos vértices que ainda nao foram visitados e, uma
vez que um vértice é visitado, ele é imediatamente marcado com GRAY (linha 11) e inserido na fila @
(linha 12). Durante a primeira execugao do loop, s é retirado da fila, e cada um dos vértices da lista de
adjacéncias de s é marcado como visitado (GRAY), e entdo colocado na fila ). Assim, o percorrimento
do grafo inicia pelo vértice s, e em seguida sao percorridos todos os vértices adjacentes a s perfazendo um
total de 1+ |Adj[s]| vértices visitados nesta etapa. Na segunda execucao do lago, um vértice adjacente a
s, digamos u, é retirado da fila @ e todos os vértices adjacentes a u, que ainda nao tenham sido visitados,
serdo marcados como visitados, e inseridos na fila, de forma que, no méaximo, |Adjlu]| vértices serdo
visitados porque alguns dos elementos em Adj[u] ja podem ter sido visitados: de fato, se um vértice v
for simultaneamente adjacente aos vértices s e u, que por sua vez é também adjacente a s, entdo v sera
inserido na fila na primeira execugdo do lago, i.e. durante o percorrimento de Adj[s], e sera ignorado
durante o percorrimento de Adj[u]. Portanto 1 + |Adj[s]| + |Adj[u]| é uma cota superior para o nimero
de vértices visitados até este momento. Note que um vértice s6 é inserido na fila uma tnica vez. Mais
ainda, para que um vértice seja inserido na fila ) é necessario que ele seja alcangéivel a partir de s, e
portanto, o processo de enfileiramento e desenfileiramento tem custo limitado por O(V'). Cada um dos
vértices enfileirados teré sua lista de adjacéncias percorrida, mas apenas alguns de seus elementos serao
visitados. Assim, se {s,v1,v2,...,v;} é o conjunto de todos os vértices alcangaveis a partir de s no grafo,
entao todos eles serdo inseridos na fila @) logo apds serem visitados, o que tem custo limitado por O(V).
Em seguida, para cada vértice u € {s,v1,va,...,v}, 0s vértices de Adj[u] que ainda nao foram visitados
sao marcados com GRAY, o que tem custo O(Adj[u]). Somando este custo para cada um dos vértices
do conjunto {s,v1,va,...,v}, temos custo limitado por Z |Adj[u]| < Z |Adj[u]| = ©(E).
uE{s,v1,v2,...,0% } ueV
Assim, o custo total para percorrer o grafo é limitado por O(V + E).

Mais sucintamente: depois da inicializacdo de BFS (linhas 1-5) nenhum vértice volta a ser mar-
cado com WHITE. Entao o teste da linha 13 garante que cada vértice é enfileirado apenas uma vez, e
portanto desenfileirado apenas uma vez também. As operacoes de enfileiramento e desenfileiramento to-
mam tempo constante ©(1), e portanto o tempo requerido pela operagao de enfileiramento ¢ da ordem de
O(V). Como BFS percorre a lista de adjacéncias somente quando o vértice é desenfileirado, concluimos
que cada lista de adjacéncias é percorrida apenas uma vez. Como a soma dos comprimentos das listas
de adjacéncias é O(E), o tempo total utilizado no percorrimento das listas de adjacéncias ¢ limitado por
O(E). Portanto BFS possui tempo de execugdo limitado por O(V + E), isto &, é linear no tamanho da
representacao de G. Observe que se |E| > |V| entéo |V|+ |E| < |E| 4+ |E| = 2.|E|, e portanto neste
caso, O(V + E) significa O(E). Analogamente, se |E| < |V| entdo O(V + E) significa O(V'). Em geral,
O(z + y) significa O(max(z,y)).

Exercicio 252. Considere uma enumeragio qualquer 1,2,...,|V| dos vértices de G. A matriz de adja-
céncias G.A de dimensao |V| x |V| € dada por:

1, se(i,j)€G.E

caso contrdrio. (10.2)

O pseudocddigo a sequir apresenta o algoritmo BFS onde o grafo G € representado por sua matriz de
adjacéncias:
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for i=1 to|V] do
| i.color «+— WHITE;
end
s.color + GRAY;
Q<+ 0;
enqueue(Q, s);
while Q # 0 do
u + dequeue(Q);
for i=1 to|V] do
if G.A[u][{] =1 and i.color = WHITE then
i.color < GRAY;
enqueue(Q,1);
end
14 end
15 end

© 0 N O A W Ny -
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Algorithm 19: BFS(G, s)
Qual € a complexidade de tempo de BFS neste caso?

1. Caminhos de comprimento minimo

O algoritmo BFS também computa a menor distincia (menor namero de arestas) de s até cada
um dos vértices que sao alcangaveis a partir de s. Por fim, o algoritmo constréi uma arvore com
raiz s que contém todos os vértices alcangaveis a partir de s.

1 for each vertex u € G.V — {s} do
2 u.color < WHITE;
3 Uu.d < 00;

4 u.m < NIL;
5 end

6 s.color «+— GRAY;

7 s.d + 0;

8 s.m < NIL;

9 Q « 0;
10 enqueue(Q, s);
11 while Q # 0 do

12 u <+ dequeue(Q);

13 for each v € G.Adj[u] do
14 if v.color = WHITE then
15 v.color < GRAY;
16 v.d < u.d+1;

17 VT U

18 enqueue(Q, v);

19 end

20 end

21 u.color < BLACK;

22 end

Algorithm 20: BFS(G, s)

Denote por 6(s,v) o ntimero de arestas do caminho de comprimento minimo de s para v, isto é, o
menor namero de arestas de qualquer caminho de s para v, e d(s,v) = 0o se nao existe caminho
de s para v.

Lema 253. Seja G = (V, E) um (di)grafo, e s € V. Entdo para qualquer aresta (u,v) € E, temos
d(s,v) < d(s,u)+1.
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Lema 254. Seja G = (V, E) um (di)grafo, e s € V. Entao apds a execugcio de BFS(G,s), para
cada vértice v € V, temos que v.d > 6(s,v).

Lema 255. Suponha que durante a execug¢io de BFS no grafo G = (V, E), a fila Q contenha os
vértices v1,va, ..., 0, L.e. Q = (v1,v2,...,0,), onde v € o primeiro elemento, e v,., o ultimo.
Entao v,.d <v1.d+1 ev;.d < vjy1.d para todoi=1,2,...,r —1.

Corolario 256. Suponha que o vértice v; tenha sido enfileirado antes do vértice v; durante a exe-
cugdo do algoritmo BFS. Entdo v;.d < v;.d no momento em que v; € enfileirado.

Por fim, o teorema a seguir estabelece a correcao do algoritmo BFS:

Teorema 257. Seja G = (V, E) um (di)grafo, e considere a execugao de BFS em G a partir da
origem s € V. Entao, durante sua execu¢ao, BFS descobre cada vértice v € V que € alcancdvel a
partir de s, e apds o término de sua execugdo, v.d = §(s,v),Yv € V. Adicionalmente, para cada
vértice v # s alcangdvel a partir de s, um dos menores caminhos de s para v € o menor caminho
de s para v.m seguido da aresta (v.mw,v).

. Arvores BFS

O algoritmo BFS constroi uma arvore, a chamada drvore BFS, & medida que percorre o grafo. A
arvore é obtida a partir do atributo 7 de cada vértice. Para construirmos esta arvore considerare-
mos inicialmente o subgrafo predecessor de G como sendo o grafo G, = (Vy, E), onde

o Vi,={veV:vm#NIL}U{s}

o Fr={(vmv):veV\{s}}

O subgrafo predecessor G é a arvore BFS de G se V,; consiste de todos os vértices alcancaveis de
G a partir de s, e Vv € V. o subgrafo G, contém um tnico caminho simples de s para v que é o
menor caminho de s para v em G.

Lema 258. Quando aplicado ao (di)grafo G = (V, E), o algoritmo BFS constréi © de forma que
o subgrafo predecessor G = (Vp, E;) € uma drvore BFS.

10.2 Busca em Profundidade

Nesta se¢ao estudaremos outro algoritmo de busca em grafos, o algoritmo DF'S:

© o N O A W+

fury
o

for each vertex u € G.V do

u.color = WHITE;
u.w = NIL;

end
time = 0;
for each verter u € G.V do

if w.color == WHITE then
| DFS-Visit(G, u)
end

end

Algorithm 21: DFS(G)
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time = time + 1;
u.d = time;
u.color = GRAY;
for each v € G.Adj[u] do
if v.color == WHITE then
VT = U
DFS-Visit(G, v)
end

© W N e A W N R

end

u.color = BLACK;
time = time + 1;
u.f = time;

[T
N = O

Algorithm 22: DFS-Visit(G, u)

Qual o tempo de execugao de DFS? O lago das linhas 1-4 é executado em tempo O(V'). Ja o lago das
linhas 6-10 exige um pouco mais de atengdo porque este lago faz uma chamada ao algoritmo DFS-visit.
Entao vamos determinar o custo de DFS-Visit primeiro. Em cada execu¢ao de DFS-Visit(G,v), o loop
das linhas 4-9 é executado | Adj[v]| vezes. Como

> 1Adj[]| = O(E)

veV

o custo total de DFS-Visit é ©(FE), e portanto, o custo total de DFS é O(V + E).
Definigao 259. O subgrafo predecessor da busca em profundidade é definido por:
o G =(V,E;), onde E; = {(v.m,v):v €V and v.r # NIL}
O subgrafo predecessor de uma busca em profundidade forma uma floresta.

Teorema 260. Para dois vértices u e v quaisquer de um (di)grafo G, apenas uma das seguintes propri-
edades ocorre em uma busca em profundidade (DFS) em G, considerando que u.d < v.d:

1. ud<vd<wv.f<uf, ev éum descendente de u no subgrafo predecessor de G;
2. ud<u.f<wvd<wv.f, eunao € um descendente de v no subgrafo predecessor de G, ou vice-versa.

Teorema 261. Seja G = (V, E) um grafo, e considere a floresta F obtida apds a execugdo de DFS(G).
As componentes de F sao precisamente as componentes conezxas de G.

Corolario 262. As componentes conexas de um grafo G = (V, E) podem ser encontradas em tempo
OV +E).
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Capitulo 11

NP-completude

Praticamente todos os algoritmos estudados até aqui sao polinomiais, i.e. o tempo de execucao destes
algoritmos no pior caso estd em O(p(n)), onde p(n) é um polindmio no tamanho da entrada n[I1l B4].
Estes algoritmos formam a classe dos algoritmos que sao considerados “eficientes”. Os problemas que
podem ser resolvidos por algoritmos polinomiais sao chamados de “trataveis”. No entanto, vimos algo-
ritmos cujos tempos de execugao sao exponenciais no tamanho da entrada, como por exemplo, busca em
grafos utilizando forca bruta. De fato, suponha que, dados um digrafo G e vértices u e v de GG, queremos
determinar quando existe um caminho de u para v em G. Utilizando um algoritmo forga bruta, precisa-
mos considerar todos os potenciais caminhos em G, e determinar quando algum deles é um caminho de
u para v. Um potencial caminho é uma sequéncia de vértices de G de tamanho menor ou igual a |V] (o
namero de vértices de G). O ntamero de potenciais caminhos é |V||V‘, e portanto exponencial.

Neste capitulo estudaremos uma classe de problemas para os quais as técnicas estudadas até aqui
nao se aplicam. Estes problemas nao tém solugoes polinomiais conhecidas, mas também nao existe uma
prova de que tais solugdes nao existam: esta é a famosa questao " P versus N P"que constitui um dos mais
interessantes problemas em aberto na Computacao. Formalmente, definimos um problema como a seguir:

Defini¢ao 263. Um problema (abstrato) Q é uma relagdo bindria que associa um conjunto I de instan-
cias a um conjunto S de solugoes.

Por exemplo, o problema PATH é uma relagao que associa cada instancia de um digrafo e dois vértices
com um caminho que contém os dois vértices. O problema SHORTEST-PATH é uma relacao que associa
cada instancia de um digrafo e dois vértices com um caminho minimo que contém os dois vértices. Como
caminhos minimos nao sao necessariamente tnicos, uma instancia de um problema pode ter mais de
uma solugao. Neste capitulo trabalharemos essencialmente com problemas de decisdo, que sao problemas
cujas respostas sao sempre sim ou nao:

Definicao 264. Um problema de decisao é uma relacao bindria sobre um conjunto I de instdncias e um
conjunto bindrio (sim ou nao) de solugdes.

Assim, podemos ver um problema de decisdo como sendo uma fun¢ao que associa instancias em I ao
conjunto de solugoes {0,1}. Por exemplo, o problema PATH é uma relagdo que associa, cada instancia
de um digrafo e dois vértices, com um caminho que contém os dois vértices. Este problema pode ser
visto como um problema de decisao: Dados um digrafo G, e vértices u e v de GG, determinar se existe um
caminho de u para v em G.

Seja C uma classe de problemas caracterizados por uma propriedade, como por exemplo, possuir so-
lugao em tempo polinomial. Estamos interessados em identificar os problemas mais dificeis em C, de tal
forma que uma solugao eficiente para algum destes problemas dificeis resulte em solugoes eficientes para
todos os outros problemas de C. Na préxima secao estudaremos a classe P dos problemas que podem
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ser resolvidos deterministicamente em tempo polinomial.

11.1 A classe P

A classe P consiste dos problemas que podem ser resolvidos em tempo polinomial por um algoritmo
deterministico.

Teorema 265. PATH estd em P

Demonstracao. Considere o seguinte algoritmo que recebe como entrada um digrafo G e vértices u e v.

1. Marque o vértice u

2. Enquanto existir aresta (a,b) € G com a marcado, e b ndo-marcado, marque b.

3. Se v esta marcado retorne 1, caso contrario retorne 0.

Analise do algoritmo: O lago (linha 2) pode ser executado segundo o algoritmo de busca em
largura, por exemplo, que é linear no tamanho da representacao do grafo GG. As outras linhas do
algoritmo sao executadas apenas uma vez, portanto o algoritmo é polinomial.

1. Redugoes em tempo polinomial

A ideia de redutibilidade entre dois problemas é que se um possui uma solucdo eficiente, entdao o
outro também pode ser resolvido de forma eficiente. Adicionalmente, também podemos dizer que
um problema nao é mais facil, e nem mais dificil, que outro também se aplica quando ambos sao
problemas de decisao. Por exemplo, considere um problema A que queremos resolver em tempo
polinomial. Suponha que sabemos como resolver um outro problema B em tempo polinomial, e
que temos um procedimento que transforma instancias do problema A em instancias do problema
B com as seguintes caracteristicas:

e A transformagao é feita em tempo polinomial;

e As respostas sao as mesmas para ambas as instancias.

Chamamos este procedimento de algoritmo de redu¢do, que nos fornece uma forma de resolver o
problema A em tempo polinomial:

e Dada uma instancia o do problema A, usamos o algoritmo de redugao para transforma-la em
uma instancia 8 do problema B;

e Executamos o algoritmo polinomial para a instancia 3 de B;

e Usamos a resposta de 3 como resposta de a.
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Como cada um destes passos é realizado em tempo polinomial, todo o algoritmo também é reali-
zado em tempo polinomial, e portanto temos uma forma de decidir A em tempo polinomial.

. Linguagem formal

Um problema de decisao pode ser visto como um problema de reconhecimento de linguagem: seja
U o conjunto de todas as entradas possiveis para o problema de decisao. Seja L C U, o conjunto
de todas as entradas para as quais a resposta do problema é sim. Chamamos L a linguagem cor-
respondente ao problema, e utilizamos os termos problema e linguagem de forma intercambiével.
O problema de decisao deve entao reconhecer se uma dada entrada pertence ou nao a linguagem
L.

Definigao 266. Seja X um conjunto finito (de simbolos) que chamaremos de alfabeto. O conjunto
de todas as palavras (strings) que podem ser formadas com os simbolos de ¥ é denotado por X*.
Uma linguagem L sobre ¥ € qualquer subconjunto de ¥*. O alfabeto vazio é denotado por €, en-
quanto que a linguagem vazia € denotada por ().

Diversas operagoes podem ser realizadas sobre linguagens: uniao, interse¢ao, complemento, conca-
tenacao e fechamento. Do ponto de vista da teoria de linguagens formais, o conjunto das instancias
de qualquer problema de decisdo @ é simplesmente o conjunto ¥*, onde ¥ = {0,1}. Como o pro-
blema (@ é caracterizado pelas instancias que produzem resposta 1 (sim), podemos ver a linguagem
L sobre ¥ = {0,1} como sendo L = {zx € ¥* | Q(z) = 1}.

Defini¢ao 267. Dizemos que um algoritmo A aceita a palavra x € {0,1}* se A(z) =1, ie. a
resposta do algoritmo A ao receber a entrada x € igual a 1. A linguagem aceita pelo algoritmo A
€ o congunto das palavras aceitas pelo algoritmo: L = {x € {0,1}* | A(z) = 1}. Dizemos que o
algoritmo A rejeita a palavra z, se A(x) = 0.

Note que, mesmo que a linguagem L seja aceita pelo algoritmo A, isto néo significa que A rejeita
uma palavra z ¢ L porque, por exemplo, A pode entrar em loop.

Definigao 268. Uma linguagem L é decidida pelo algoritmo A, se A aceita toda palavra em L,
e rejeita toda palavra que nao estd em L. Uma linguagem L € aceita em tempo polinomial pelo
algoritmo A, se A aceita L, e se existe uma constante k tal que para qualquer palavra x € L de
comprimento n, o algoritmo A aceita x em tempo O(n*), para algum k > 0. Uma linguagem L
é decidida em tempo polinomial pelo algoritmo A se existir uma constante nao-negativa k tal que
para qualquer palavra x € {0,1}*, o algoritmo decide em tempo O(n*) se x € L.

Assim, para aceitar uma linguagem, o algoritmo precisa apenas produzir uma resposta para toda
palavra de L, mas para decidir uma linguagem, o algoritmo precisa aceitar ou rejeitar toda palavra
em {0,1}*. Como exemplo, o problema de decisdo PATH corresponde a seguinte linguagem:

PATH = {(G,u,v,k) : G = (V, E) é um grafo (nao dirigido), u,v € V, k > 0 é um inteiro, e existe
um caminho de u para v em G contendo, no maximo, k arestas}. Assim, a linguagem PATH pode
ser aceita em tempo polinomial pelo seguinte algoritmo: Dada uma instancia (G, u, v), o algoritmo
executa BFS para computar o menor caminho de u para v, e entao compara o nimero de arestas
deste menor caminho com k. Se o menor caminho possui até k arestas entdo o algoritmo retorna
1, e para. Caso contrario, o algoritmo entra em loop. Note que este algoritmo nao decide PATH.
Neste caso, para decidir PATH basta que o algoritmo retorne 0 e pare, ao invés de entrar em [oop.
Para outros problemas, como o problema da parada para mdquinas de Turing, existem algoritmos
de aceitagao, mas nao de decisao.
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Por fim, definimos a classe P em termos de linguagens:

P={L C{0,1}*: existe um algoritmo A que decide L em tempo polinomial}

Definicao 269. Dizemos que uma linguagem Ly é redutivel polinomialmente & linguagem Ls, no-
tagdo L1 <, Lo, se existe uma fungao computdvel em tempo polinomial f : {0,1}* — {0,1}* tal
que para todo x € {0,1}*, x € Ly se, e somente se, f(x) € La. A fungdo f € chamada de fungao
de reducao, e o algoritmo polinomial F' que computa a fun¢ao f é chamado de algoritmo de reducao.

Observe que ao reduzirmos uma linguagem (ou problema) L; para outra linguagem (ou problema)
Lo, queremos que cada instancia de Ly seja transformada em uma instancia de Lo, isto é, se x € L
entdo f(x) € Ly. Adicionalmente, precisamos que elementos que nao sejam instancia de L; néo
sejam levados em Lo: x & Ly entdo f(x) € Lo, 0 que é equivalente por contraposicao a se f(z) € Lo
entao x € Ly. Juntando estas duas informacoes temos a equivaléncia "x € Ly se, e somente se,
f(z) € Ly"da definigdo acima.

Redugobes polinomiais sao uma ferramenta poderosa que nos permitem provar que outras linguagens
estao em P:

Lema 270. Sejam Li,Ly € {0,1}* linguagens tais que Ly <, Lo, entdo Ly € P implica que
L, eP.

Demonstracao. Seja As um algoritmo polinomial que decide a linguagem Lo, e F' um algoritmo
de redugéo polinomial que computa a fungdo de redugdo f. Construiremos um algoritmo A; que
decide L; da seguinte forma: dado z € {0,1}*, o algoritmo A; inicialmente usa F' para transformar
x em f(x), e entao usa o algoritmo A, para responder. Note que A; é polinomial ja que tanto As
quanto F' sao polinomiais.

O

Considere o problema 2-SAT, cujas instancias sdo expressoes logicas formadas por conjungoes de
disjungoes de dois literais, onde um literal é uma variavel booleana ou a negacao de uma variavel
booleana. Por exemplo, a expressdo a seguir é uma instancia de 2-SAT:

(1’1 V _|$2) A\ ("(El V _‘1'3) AN (SUl \Y 1'2)

Uma solugao da instancia acima é uma designagao de valores booleanos (0 ou 1) para as variaveis
que satisfacam a expressao, ou seja, que retornem 1. Por exemplo, a designacdo x1 =1, zo =1 e
r3 = 0 satisfaz a expressao acima.

Teorema 271. 2-SAT € P.

11.2 A classe NP

A classe NP consiste dos problemas que podem ser resolvidos em tempo polinomial por um algoritmo nao-
deterministico. A ideia é que inicialmente, o algoritmo advinhe uma solugao (fase nao-deterministica), e
em seguida esta solugdo deve ser verificada em tempo polinomial deterministicamente. Assim, a forma
mais usual de apresentar a classe NP, consiste em considerar os problemas que podem ser verificados em
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tempo polinomial por um algoritmo deterministico |11}, [34].

Como vimos, em alguns casos é possivel evitar uma abordagem forca bruta e encontrar solugoes po-
linomiais para o problema em questao. Mas é facil imaginar que isto nem sempre sera possivel. De fato,
veremos que existem diversos problemas interessantes/importantes para os quais solugbes polinomiais nao
foram encontradas até hoje, mas que ainda é possivel verificar em tempo polinomial, dado um certificado.

Exemplo 272. O problema de encontrar ciclos Hamiltonianos em (di)grafos tem sido estudado por
muito tempo (mais de 100 anos!). Formalmente, um ciclo Hamiltoniano de um grafo G = (V, E) é um
ciclo simples que contém cada vértice de V, i.e. cada vértice de G é visitado uma dnica vez. Um (di)grafo
que contém um ciclo Hamiltoniano é dito Hamiltoniano.

Denotaremos por HAM-CYCLE o problema de encontrar ciclos Hamiltonianos em (di)grafos.

HAM-CYCLE = {(G) : G € um (di)grafo Hamiltoniano }

Podemos verificar uma possivel solugdo em tempo polinomial: Suponha que um colega te diz que um

(di)grafo G é Hamiltoniano, e como justificativa, fornece uma sequéncia de vértices na ordem que ele diz
formar um caminho Hamiltoniano.

1. Verifique que os vértices dados constituem o conjunto V' dos vértices de G;

2. Verifique que cada par de vértices consecutivos da sequéncia dada corresponde a uma aresta de G.

Como a verificagdo acima pode ser feita em tempo polinomial, temos que HAM-CYCLE € NP.

1. Algoritmos de Verificacao

Definigao 273. Um algoritmo de verificacio é um algoritmo A que recebe dois argumentos x e vy,
e verifica se A(x,y) = 1. Uma linguagem verificada por um algoritmo de verificagio A €

L={ze{0,1}*:3y € {0,1}* tal que A(x,y) =1}

Intuitivamente, o algoritmo A verifica a linguagem L se, para cada x € L, existe um certificado y
tal que A é usado para provar que x € L. Formalmente, a classe NP é a classe das linguagens que
podem ser verificadas em tempo polinomial.

NP ={L C{0,1}*: existe um algoritmo deterministico A que verifica L em tempo polinomial}

Mais precisamente, L € NP se, e somente se, existe um algoritmo polinomial A e uma constante ¢
tais que L = {z € {0,1}* : 3y, |y| = O(|z|°) tal que A(z,y) = 1}.

Agora é facil ver que HAM-CYCLE € NP. Basta checar que o caminho dado (sequéncia de vértices)
é uma permutagao de V', isto é, cada vértice ocorre apenas uma vez, e que existe uma aresta em G
para cada par de vértices consecutivos do caminho dado, e entre o primeiro e tltimo vértices.
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Estamos interessados em algoritmos que verificam se uma insténcia est4 ou ndo em uma linguagem.
Por exemplo, dada uma instancia (G,u,v) do problema de decisdo PATH, e um caminho p de u
para v, podemos facilmente verificar se p € um caminho em G.

A classe NP consiste dos problemas que podem ser verificados em tempo polinomial, i.e. dado um
certificado, podemos verificar em tempo polinomial que este certificado é correto. Por exemplo,
considerando o problema dos ciclos hamiltonianos em um (di)grafo G = (V, E) com n = |V|, um
certificado pode ser uma sequéncia (vy,vs,...,v,) de vértices que pode ser verificada em tempo
polinomial. Para o problema 3-SAT, um certificado pode ser uma designacdo de valores para as va-
ridveis da formula que pode ser verificado (se satisfaz ou nao a formula dada) em tempo polinomial.

Exemplo 274. Um clique em um grafo (ndao dirigido) é um subgrafo onde dois vértices quaisquer
estao ligados por uma aresta. Um k-clique € um clique que contém k vértices. O problema CLIQUE
consiste em determinar se um grafo contém um clique de um tamanho especificado:

CLIQUE = {(G,k) : G é um grafo com um k-clique}

Afirmacao: CLIQUE € NP

O clique é o certificado. Para a entrada ((G,k),c)

(a) Verifique se ¢ é um subconjunto de G.V de tamanho k;
(b) Verifique se G contém todas as arestas que conectam vértices em c¢;

(c) Se ambas as verificacoes podem ser feitas entao retorne 1, caso contrdrio, retorne 0.

Teorema 275. 3-SAT <p CLIQUE

Demonstragao. Nos grafos a serem construidos, cliques de um tamanho especifico correspondem a
designacoes satisfativeis da formula. Seja ¢ uma férmula com k clausulas

p=(a1 Vb Ver)A(aaVbyVea)A...(ak Vg V)

A redugéo f constrdi a codificagdo (G, k) onde G é um grafo nao dirigido dado por:

e Os vértices de G sao organizados em k grupos de 3 vértices cada t1,ts,...,t;. Cada tripla ¢;
corresponde a uma das clausulas de ¢, e cada vértice na tripla corresponde a um literal da
clausula associada. Marque cada vértice de G com o literal correspondente em . As arestas
de G conectam todos os vértices exceto:

— vértices contraditérios, como x e —x;

— vértices da mesma tripla.
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Afirmacgao: ¢ ¢é satisfativel se, e somente se, G possui um k-clique.

Suponha que ¢ é satisfativel, e portanto cada clausula possui pelo menos um literal verdadeiro.
Em cada tripla em G, selecionamos um vértice correspondente ao literal verdadeiro. Se mais de um
literal for verdadeiro na mesma clausula, escolhemos um deles aleatoriamente. Os vértices selecio-
nados formam um k-clique: o numero de vértices selecionados é k, cada par de vértices selecionado
esta ligado por uma aresta.

Suponha que G possui um k-clique. Nenhum par de vértices do clique ocorre na mesma tripla porque
vértices da mesma tripla nao sao ligados por arestas. Portanto, cada tripla contém exatamente um
dos vértices do k-clique. Designamos valores para as variaveis de ¢ de forma que cada literal que
marca um vértice assume valor 1 (verdadeiro). Isto é possivel porque vértices contraditorios néo
sao ligados. Esta designagao de variaveis satisfaz a formula ¢ porque cada tripla corresponde a um

vértice do clique, e portanto cada clausula de ¢ tem valor 1.
O

11.3 A classe NPC

Dizemos que um problema é NP-completo, i.e. que esta na classe NPC, se esta na classe NP e é tao
dificil quanto qualquer problema em NP. Ao mostrarmos que um problema é NP-completo, nao estamos
tentando provar a existéncia de um algoritmo eficiente, mas concluir que a existéncia de um tal algoritmo
¢é improvéavel. De fato, estamos concluindo sobre o quao dificil ele é, e nao sobre quéo facil como fizemos
até entdao. Portanto, um algoritmo eficiente provavelmente nao existe para este problema.

Uma importante questao em aberto é quando P é ou nao um subconjunto préprio de NP, o que
corresponde ao problema "P vs NP"citado anteriormente. Problemas NP-completos normalmente sao
considerados intrataveis dada a grande quantidade de problemas NP-completos ja estudados, e sem so-
lugao polinomial encontrada.

Propriedade interessante: Se algum problema NP-completo puder ser resolvido em tempo polinomial
entao qualquer problema em NP tera solugao polinomial.

Seria uma surpresa encontrar uma solu¢do polinomial para algum (e portanto para todos) destes
problemas. Neste sentido, se um problema é NP-completo entao isto pode ser visto como uma evidéncia
da sua intratabilidade. Neste caso, algoritmos aproximados devem ser considerados, ao invés de solugoes
rapidas e exatas.

Por que até hoje ninguém conseguiu encontrar solugdes polinomiais para estes problemas? Nao sabe-
mos, talvez porque elas simplesmente nao existam, ou porque elas estejam baseadas em principios ainda

desconhecidos. Qualquer problema em P estd também em NP porque pode ser verificada em tempo
polinomial pelo mesmo algoritmo que a decide em P sem a necessidade de utilizar certificados.

Definigao 276. Uma linguagem L C {0,1}* é dita NP-completa se:

1. L € NP;

2. L' <p L,YL' € NP.

Denotamos por NPC' a classe das linguagens NP-completas.
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Se uma linguagem L satisfaz a propriedade 2 acima, mas nao necessariamente a propriedade 1, dize-
mos que L é NP-dificil.

Como NP-completude consiste em mostrar quao dificil &€ um problema, utilizamos a redugéo polino-
mial na outra diregao para mostrar que um problema é NP-completo:

Para mostrarmos que um problema B nao possui solugao polinomial, consideremos um problema
A, para o qual sabemos nao existir solu¢ao polinomial. Suponha também que temos um algoritmo de
reducao que transforma insténcias de A em instancias de B em tempo polinomial. Agora, se existisse

uma solugao polinomial para B entao poderiamos construir uma solugao polinomial para A como acima,
contradizendo a suposicao de que A nao possui solugdo polinomial.

Lema 277. Se L é uma linguagem tal que L' <p L para algum L' € NPC, entao L é NP-dificil. Se
adicionalmente, L € NP entao L € NPC.

Demonstracao. Como L’ é NP-completo, entao VL” € NP, temos que L” <p L', e por hipotese temos
que L' <p L. Logo. L"” <p L, o que mostra que L é uma linguagem NP-dificil. Agora, se L € NP entao,
por definicao temos que L € NPC.
O
O lema anterior nos da um método para mostrar que uma linguagem L é NP-completa:
1. Prove que L € NP;

2. Escolha uma linguagem L’ que seja NP-completa;

3. Descreva um algoritmo que computa uma funcao f que mapeia cada instancia x de L’ em uma
instancia f(x) € L;

4. Prove que x € L', se e somente se, f(z) € L;

5. Prove que o algoritmo que computa f é polinomial

Os passos de 2-5 mostram que L é NP-dificil.

Exemplo 278. SAT = {{p) : ¢ € uma formula booleana satisfativel}.

Podemos determinar em tempo exponencial se uma dada formula booleana ¢ contendo n varidveis €
satisfativel: basta checar cada uma das 2™ possiveis valoragdes para as varidveis de . Nenhum algoritmo
polinomial é conhecido para SAT. O teorema a segquir, mostra que € muito improvdvel que tal algoritmo
exista.

O teorema a seguir é conhecido como o teorema de Cook-Levin:

Teorema 279. SAT € NPC.

Teorema 280. 3-SAT ¢ NPC.
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Demonstragao. 1. 3-SAT € NP: Dada uma designacao de valores para as variaveis de uma 3-FNC
formula (certificado), o algoritmo de verificagdo substitui cada variavel pelo valor dado e avalia a
expressao. Se a expressao resulta em 1 entao o certificado é valido e a férmula é satisfativel.

2. SAT <p 3-SAT.

O
Teorema 281. CLIQUE € NPC.
Demonstragao. 1. CLIQUE € NP;
2. 3-SAT <p CLIQUE
O

Uma cobertura de vértices de um grafo G = (V, E) (nao-dirigido) é um subconjunto V' C V tal que
(u,v) € Eentdou € V' ouv € V' (ou ambos!). O tamanho de uma cobertura de vértices é o seu nimero
de vértices, ou seja, |V'|. O problema da cobertura de vértices consiste em encontrar uma cobertura de
vértices de tamanho minimo em um grafo. Reescrevendo este problema como um problema de decisao,
queremos determinar se um grafo possui uma cobertura de vértices de tamanho dado k:

VERTEX-COVER = {(G, k) : G possui uma cobertura de vértices de tamanho k}

Teorema 282. VERTEX-COVER € NPC.

Demonstragao. 1. VERTEX-COVER € NP;

2. CLIQUE <p VERTEX-COVER.

O

Um caminho Hamiltoniano em um digrafo G é um caminho de um vértice v para um vértice v que
visita todos os vértices de G exatamente uma vez. O problema de decisito HAMPATH consiste em, dado
um digrafo G, responder se G possui um caminho Hamiltoniano ou nao.

HAMPATH = {(G,u,v) : G é um digrafo com um caminho Hamiltoniano de u para v}

Teorema 283. HAMPATH ¢ NPC.

Demonstracao. 1. HAMPATH € NP;

2. 3-SAT <p HAMPATH
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