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1 NP-completude

Praticamente todos os algoritmos estudados até aqui sao polinomiais, i.e. o tempo de execucao destes
algoritmos no pior caso estd em O(p(n)), onde p(n) é um polindbmio no tamanho da entrada n [II, [4,
2, [3]. Estes algoritmos formam a classe dos algoritmos que sdo considerados “eficientes”. Os problemas
que podem ser resolvidos por algoritmos polinomiais sao chamados de “trataveis”. No entanto, vimos
algoritmos cujos tempos de execugao sao exponenciais no tamanho da entrada, como por exemplo, busca
em grafos utilizando for¢a bruta. De fato, suponha que, dados um digrafo G e vértices u e v de G,
queremos determinar quando existe um caminho de u para v em G. Utilizando um algoritmo forca
bruta, precisamos considerar todos os potenciais caminhos em G, e determinar quando algum deles é
um caminho de u para v. Um potencial caminho é uma sequéncia de vértices de G de tamanho menor
ou igual a |V| (o ntmero de vértices de G). O ntmero de potenciais caminhos é |V|IV], e portanto
exponencial.

Neste capitulo estudaremos uma classe de problemas para os quais as técnicas estudadas até aqui
nao se aplicam. Estes problemas nao tém solugoes polinomiais conhecidas, mas também nao existe uma
prova de que tais solugdes nao existam: esta é a famosa questao "P versus NP" que constitui um dos
mais interessantes problemas em aberto na Computagao. Formalmente, definimos um problema como a
seguir:

Definicao 1.1. Um problema (abstrato) Q é uma rela¢ao bindria que associa um conjunto I de instdncias
a um conjunto S de solugades.

Por exemplo, o problema PATH é uma relagao que associa cada instancia de um digrafo e dois vértices
com um caminho que contém os dois vértices. O problema SHORTEST-PATH é uma relacao que associa
cada instancia de um digrafo e dois vértices com um caminho minimo que contém os dois vértices. Como
caminhos minimos nao sao necessariamente tinicos, uma instancia de um problema pode ter mais de
uma solugao. Neste capitulo trabalharemos essencialmente com problemas de decisdo, que sao problemas
cujas respostas sao sempre sim ou nao:

Definicao 1.2. Um problema de decisao é uma relagao bindria sobre um conjunto I de instdncias e um
conjunto bindrio (sim ou nao) de solugdes.

Assim, podemos ver um problema de decisao como sendo uma fun¢ao que associa instancias em I ao
conjunto de solugoes {0,1}. Por exemplo, o problema PATH é uma relagido que associa, cada instancia
de um digrafo e dois vértices, com um caminho que contém os dois vértices. Este problema pode ser
visto como um problema de decisao: Dados um digrafo G, e vértices u e v de GG, determinar se existe um
caminho de u para v em G.

Seja C uma classe de problemas caracterizados por uma propriedade, como por exemplo, possuir
solugdo em tempo polinomial. Estamos interessados em identificar os problemas mais dificeis em C, de
tal forma que uma solugao eficiente para algum destes problemas dificeis resulte em solugoes eficientes
para todos os outros problemas de C. Na proxima secao estudaremos a classe P dos problemas que
podem ser resolvidos deterministicamente em tempo polinomial.
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A classe P

A classe P consiste dos problemas que podem ser resolvidos em tempo polinomial por um algoritmo
deterministico.

Teorema 1.3. PATH estd em P

Prova. Considere o seguinte algoritmo que recebe como entrada um digrafo G e vértices u e v.

1. Marque o vértice u
2. Enquanto existir aresta (a,b) € G com a marcado, e b ndo-marcado, marque b.

3. Se v estd marcado retorne 1, caso contrario retorne 0.

Analise do algoritmo: O lago (linha 2) pode ser executado segundo o algoritmo de busca em
largura, por exemplo, que é linear no tamanho da representacao do grafo GG. As outras linhas do
algoritmo sao executadas apenas uma vez, portanto o algoritmo é polinomial.

O
Teorema 1.4. 2-SAT € P.

e Reducgao polinomial

A redutibilidade entre dois problemas é uma técnica de projeto de algoritmos muito utilizada
para dar informagoes sobre a dificuldade de problemas. Por exemplo, considere um problema A
que queremos resolver, e suponha que sabemos como resolver um outro problema B. Se for possivel
transformar instancias do problema A em instancias do problema B com as seguintes caracteristicas:

— A transformagao é feita em tempo polinomial;

— As respostas sdo as mesmas para ambas as instancias.

Entao chamamos este procedimento de algoritmo de redugdo, e o mesmo nos fornece uma forma de
resolver o problema A a partir do problema B:

— Dada uma instancia a do problema A, usamos o algoritmo de reducdo para transformé-la em
uma instancia 8 do problema B;

— Executamos o algoritmo polinomial para a instancia 8 de B;

— Usamos a resposta de S como resposta de «.

Ou seja, podemos assim construir um algoritmo para o problema A. O que podemos concluir a
partir da existéncia de um tal algoritmo de reducao? A existéncia de um algoritmo eficiente para
B nos permite construir um algoritmo eficiente para A, mas também que a ndo existéncia de um
algoritmo eficiente para A implica na nao existéncia de um algoritmo eficiente para B. Em outras
palavras, o problema B é tao dificil quanto o problema A, ou ainda, A nao ¢ mais dificil do que B.

e Linguagem formal

Um problema de decisao pode ser visto como um problema de reconhecimento de linguagem: seja
U o conjunto de todas as entradas possiveis para o problema de decisdo. Seja L C U, o conjunto
de todas as entradas para as quais a resposta do problema é sim. Chamamos L a linguagem
correspondente ao problema, e utilizamos os termos problema e linguagem de forma intercambiével.

O problema de decisao deve entao reconhecer se uma dada entrada pertence ou nao a linguagem
L.

Definicao 1.5. Seja X um conjunto finito (de simbolos) que chamaremos de alfabeto. O conjunto
de todas as palavras (strings) que podem ser formadas com os simbolos de ¥ é denotado por ¥*.
Uma linguagem L sobre ¥ € qualquer subconjunto de ¥*. O alfabeto vazio € denotado por e,
enquanto que a linguagem vazia € denotada por ().



Diversas operagoes podem ser realizadas sobre linguagens: uniao, intersecao, complemento, con-
catenagao e fechamento. Do ponto de vista da teoria de linguagens formais, o conjunto das instan-
cias de qualquer problema de decisdo @) é simplesmente o conjunto ¥*, onde ¥ = {0,1}. Como
o problema @ é caracterizado pelas instincias que produzem resposta 1 (sim), podemos ver a
linguagem L sobre ¥ = {0,1} como sendo L = {z € £* | Q(z) = 1}.

Defini¢ao 1.6. Dizemos que um algoritmo A aceita a palavra xz € {0,1}* se A(x) = 1, i.e. a
resposta do algoritmo A ao receber a entrada x € igual a 1. A linguagem aceita pelo algoritmo A
€ o congunto das palavras aceitas pelo algoritmo: L = {x € {0,1}* | A(x) = 1}. Dizemos que o
algoritmo A rejeita a palavra z, se A(x) = 0.

Note que, mesmo que a linguagem L seja aceita pelo algoritmo A, isto néo significa que A rejeita
uma palavra x ¢ L porque, por exemplo, A pode entrar em loop.

Definigao 1.7. Uma linguagem L € decidida pelo algoritmo A, se A aceita toda palavra em L,
e rejeita toda palavra que nao estd em L. Uma linguagem L € aceita em tempo polinomial pelo
algoritmo A, se A aceita L, e se existe uma constante k tal que para qualquer palavra x € L de
comprimento n, o algoritmo A aceita x em tempo O(n*), para algum k > 0. Uma linguagem L
€ decidida em tempo polinomial pelo algoritmo A se existir uma constante nao-negativa k tal que
para qualquer palavra x € {0,1}*, o algoritmo decide em tempo O(n*) se x € L.

Assim, para aceitar uma linguagem, o algoritmo precisa apenas produzir uma resposta para toda
palavra de L, mas para decidir uma linguagem, o algoritmo precisa aceitar ou rejeitar toda palavra
em {0,1}*. Como exemplo, o problema de decisdao PATH corresponde a seguinte linguagem:
PATH = {(G,u,v,k) : G = (V, E) é um grafo (nao dirigido), u,v € V, k > 0 é um inteiro, e existe
um caminho de u para v em G contendo, no maximo, k arestas}. Assim, a linguagem PATH pode
ser aceita em tempo polinomial pelo seguinte algoritmo: Dada uma instancia (G, u, v), o algoritmo
executa BFS para computar o menor caminho de u para v, e entdo compara o nimero de arestas
deste menor caminho com k. Se o menor caminho possui até k arestas entdo o algoritmo retorna
1, e para. Caso contrario, o algoritmo entra em loop. Note que este algoritmo nao decide PATH.
Neste caso, para decidir PATH basta que o algoritmo retorne 0 e pare, ao invés de entrar em [oop.
Para outros problemas, como o problema da parada para mdquinas de Turing, existem algoritmos
de aceitagao, mas nao de decisao.

Por fim, definimos a classe P em termos de linguagens:
P={L C{0,1}*: existe um algoritmo A que decide L em tempo polinomial}

Definicao 1.8. Dizemos que uma linguagem L1 € redutivel polinomialmente a linguagem Lo, no-
tagdo Ly <, Lo, se existe uma fungdo computdvel em tempo polinomial f : {0,1}* — {0,1}* tal
que para todo x € {0,1}*, © € Ly se, e somente se, f(x) € La. A funcio f é chamada de fungao de
redugao, e o algoritmo polinomial F' que computa a funcao f € chamado de algoritmo de reducao.

Observe que ao reduzirmos uma linguagem (ou problema) L; para outra linguagem (ou problema)
Lo, queremos que cada instancia de Ly seja transformada em uma instancia de Lo, isto é, se x € L
entdo f(x) € Ly. Adicionalmente, precisamos que elementos que néo sejam instancia de L; néo
sejam levados em Lo: x ¢ Ly entdo f(x) € Lo, 0 que é equivalente por contraposicao a se f(z) € Lo
entdo z € L;. Juntando estas duas informagoes temos a equivaléncia "z € L se, e somente se,
f(z) € Ly" da defini¢do acima.

Redugoes polinomiais sdo uma ferramenta poderosa que nos permitem provar que outras linguagens
estao em P:

Lema 1.9. Sejam Li,L, € {0,1}* linguagens tais que L1 <, Lo, entdo Ly € P implica que
L, € P.

Prova. Seja As um algoritmo polinomial que decide a linguagem Lo, e F' um algoritmo de redugao
polinomial que computa a fun¢éo de reducdo f. Construiremos um algoritmo A; que decide L; da
seguinte forma: dado = € {0, 1}*, o algoritmo A; inicialmente usa F' para transformar x em f(z),
e entao usa o algoritmo A, para responder. Note que A; é polinomial ja que tanto A; quanto F
sao polinomiais. O]



Considere o problema 2-SAT, cujas instancias sao expressoes logicas formadas por conjungoes de
disjungoes de dois literais, onde um literal é uma variavel booleana ou a negagao de uma variavel
booleana. Por exemplo, a expressio a seguir é uma instancia de 2-SAT:

(.’1?1 V ﬁl‘g) A\ (ﬁacl \Y ﬁl‘?,) A\ (371 V .’1?2)

Uma solugao da instancia acima é uma designagao de valores booleanos (0 ou 1) para as variaveis
que satisfacam a expressao, ou seja, que retornem 1. Por exemplo, a designacao 1 =1, zo =1 e
r3 = 0 satisfaz a expressao acima.

A classe NP

A classe NP consiste dos problemas que podem ser resolvidos em tempo polinomial por um algoritmo néo-
deterministico. A ideia é que inicialmente, o algoritmo advinhe uma solugdo (fase ndo-deterministica), e
em seguida esta solugao deve ser verificada em tempo polinomial deterministicamente. Assim, a forma
mais usual de apresentar a classe NP, consiste em considerar os problemas que podem ser verificados em
tempo polinomial por um algoritmo deterministico [, 4].

Como vimos, em alguns casos é possivel evitar uma abordagem forga bruta e encontrar solugoes
polinomiais para o problema em questao. Mas é facil imaginar que isto nem sempre seré possivel. De fato,
veremos que existem diversos problemas interessantes/importantes para os quais solugoes polinomiais néo
foram encontradas até hoje, mas que ainda é possivel verificar em tempo polinomial, dado um certificado.

Exemplo 1.10. O problema de encontrar ciclos Hamiltonianos em (di)grafos tem sido estudado por
muito tempo (mais de 100 anos!). Formalmente, um ciclo Hamiltoniano de um grafo G = (V,E) é um
ciclo simples que contém cada vértice de V, i.e. cada vértice de G é visitado uma dnica vez. Um (di)grafo
que contém um ciclo Hamiltoniano € dito Hamiltoniano.

Denotaremos por HAM-CYCLE o problema de encontrar ciclos Hamiltonianos em (di)grafos.

HAM-CYCLE = {(G) : G € um (di)grafo Hamiltoniano }

Podemos verificar uma possivel solugao em tempo polinomial: Suponha que um colega te diz que um
(di)grafo G é Hamiltoniano, e como justificativa, fornece uma sequéncia de vértices na ordem que ele diz
formar um caminho Hamiltoniano.

1. Verifique que os vértices dados constituem o conjunto V dos vértices de G;

2. Verifique que cada par de vértices consecutivos da sequéncia dada corresponde a uma aresta de G.
Como a verificagdo acima pode ser feita em tempo polinomial, temos que HAM-CYCLE € NP.

e Algoritmos de Verificacao

Definigao 1.11. Um algoritmo de verificagdo é um algoritmo A que recebe dois argumentos x e
y, e verifica se A(x,y) = 1. Uma linguagem verificada por um algoritmo de verificagio A é

L={ze{0,1}*: 3y € {0,1}* tal que A(x,y) =1}

Intuitivamente, o algoritmo A verifica a linguagem L se, para cada x € L, existe um certificado y
tal que A é usado para provar que z € L. Formalmente, a classe NP ¢ a classe das linguagens que
podem ser verificadas em tempo polinomial.

NP ={L C{0,1}": existe um algoritmo deterministico A que verifica L em tempo polinomial}

Mais precisamente, L € NP se, e somente se, existe um algoritmo polinomial A e uma constante ¢
tais que L = {z € {0,1}* : 3y, |y| = O(|z|°) tal que A(z,y) = 1}.
Agora é facil ver que HAM-CYCLE € NP. Basta checar que o caminho dado (sequéncia de vértices)

é uma permutagao de V, isto é, cada vértice ocorre apenas uma vez, e que existe uma aresta em G
para cada par de vértices consecutivos do caminho dado, e entre o primeiro e tltimo vértices.



Estamos interessados em algoritmos que verificam se uma insténcia est4 ou ndo em uma linguagem.
Por exemplo, dada uma instancia (G,u,v) do problema de decisdo PATH, e um caminho p de u
para v, podemos facilmente verificar se p € um caminho em G.

A classe NP consiste dos problemas que podem ser verificados em tempo polinomial, i.e. dado um
certificado, podemos verificar em tempo polinomial que este certificado é correto. Por exemplo,
considerando o problema dos ciclos hamiltonianos em um (di)grafo G = (V, E) com n = |V|, um
certificado pode ser uma sequéncia (vq,vs,...,v,) de vértices que pode ser verificada em tempo
polinomial. Para o problema 3-SAT, um certificado pode ser uma designacdo de valores para
as variaveis da formula que pode ser verificado (se satisfaz ou ndo a férmula dada) em tempo
polinomial.

Exemplo 1.12. Um clique em um grafo (nao dirigido) é um subgrafo onde dois vértices quaisquer
estao ligados por uma aresta. Um k-clique € um clique que contém k vértices. O problema CLIQUE
consiste em determinar se um grafo contém um clique de um tamanho especificado:

CLIQUE = {(G,k) : G € um grafo com um k-clique}

Afirmagao: CLIQUE € NP
O clique é o certificado. Para a entrada ((G,k),c)

1. Verifique se ¢ € um subconjunto de G.V de tamanho k;
2. Verifique se G contém todas as arestas que conectam vértices em c;

3. Se ambas as verificagdes podem ser feitas entdo retorne 1, caso contrdrio, retorne 0.

Teorema 1.13. 3-SAT <p CLIQUE

Prova. Nos grafos a serem construidos, cliques de um tamanho especifico correspondem a desig-
nagoes satisfativeis da formula. Seja ¢ uma férmula com k clausulas

»Y = (a1 \/b1\/Cl)/\(ag\/bg\/CQ)/\...(CLk\/bk\/Ck)
A redugdo f constréi a codificagdo (G, k) onde G é um grafo nao dirigido dado por:

— Os vértices de G sdo organizados em k grupos de 3 vértices cada t1,ts,...,t,. Cada tripla t;
corresponde a uma das clausulas de ¢, e cada vértice na tripla corresponde a um literal da
clausula associada. Marque cada vértice de G com o literal correspondente em . As arestas
de G conectam todos os vértices exceto:

% vértices contraditorios, como x e —x;
* vértices da mesma tripla.

Afirmacgao: ¢ é satisfativel se, e somente se, G possui um k-clique.

Suponha que ¢ é satisfativel, e portanto cada clausula possui pelo menos um literal verdadeiro.
Em cada tripla em G, selecionamos um vértice correspondente ao literal verdadeiro. Se mais de
um literal for verdadeiro na mesma clausula, escolhemos um deles aleatoriamente. Os vértices
selecionados formam um k-clique: o ntmero de vértices selecionados é k, cada par de vértices
selecionado esta ligado por uma aresta.

Suponha que G possui um k-clique. Nenhum par de vértices do clique ocorre na mesma tripla porque
vértices da mesma tripla nao sao ligados por arestas. Portanto, cada tripla contém exatamente um
dos vértices do k-clique. Designamos valores para as varidveis de ¢ de forma que cada literal que
marca um vértice assume valor 1 (verdadeiro). Isto é possivel porque vértices contraditorios néo
sao ligados. Esta designagao de variaveis satisfaz a formula ¢ porque cada tripla corresponde a um
vértice do clique, e portanto cada clausula de ¢ tem valor 1. O



A classe NPC

Dizemos que um problema é NP-completo, i.e. que esta na classe NPC, se esta na classe NP e é tao
dificil quanto qualquer problema em NP. Ao mostrarmos que um problema é NP-completo, ndo estamos
tentando provar a existéncia de um algoritmo eficiente, mas concluir que a existéncia de um tal algoritmo
é improvéavel. De fato, estamos concluindo sobre o quao dificil ele é, e nao sobre quao facil como fizemos
até entao. Portanto, um algoritmo eficiente provavelmente nao existe para este problema.

Uma importante questao em aberto é quando P é ou nao um subconjunto préprio de NP, o que
corresponde ao problema "P vs NP" citado anteriormente. Problemas NP-completos normalmente sao
considerados intrataveis dada a grande quantidade de problemas NP-completos ja estudados, e sem
solugao polinomial encontrada.

Propriedade interessante: Se algum problema NP-completo puder ser resolvido em tempo polinomial
entao qualquer problema em NP tera solugao polinomial.

Seria uma surpresa encontrar uma solu¢do polinomial para algum (e portanto para todos) destes
problemas. Neste sentido, se um problema é NP-completo entao isto pode ser visto como uma evidéncia
da sua intratabilidade. Neste caso, algoritmos aproximados devem ser considerados, ao invés de solucoes
rapidas e exatas.

Por que até hoje ninguém conseguiu encontrar solugoes polinomiais para estes problemas? Nao
sabemos, talvez porque elas simplesmente nao existam, ou porque elas estejam baseadas em principios
ainda desconhecidos. Qualquer problema em P esta também em NP porque pode ser verificada em tempo
polinomial pelo mesmo algoritmo que a decide em P sem a necessidade de utilizar certificados.

Defini¢ao 1.14. Uma linguagem L C {0,1}* € dita NP-completa se:
1. L € NP;
2. I/ <p L,¥L' € NP.
Denotamos por NPC' a classe das linguagens NP-completas.

Se uma linguagem L satisfaz a propriedade 2 acima, mas nao necessariamente a propriedade 1,
dizemos que L é NP-dificil.

Como NP-completude consiste em mostrar quao dificil ¢ um problema, utilizamos a redugao polino-
mial na outra dire¢ao para mostrar que um problema é NP-completo:

Para mostrarmos que um problema B nao possui solugdo polinomial, consideremos um problema
A, para o qual sabemos nao existir solu¢ao polinomial. Suponha também que temos um algoritmo de
reducao que transforma insténcias de A em instancias de B em tempo polinomial. Agora, se existisse
uma solugdo polinomial para B entdo poderfamos construir uma solu¢ao polinomial para A como acima,
contradizendo a suposi¢ao de que A nao possui solucdo polinomial.

Lema 1.15. Se L ¢ uma linguagem tal que L' <p L para algum L' € NPC, entao L é NP-dificil. Se
adicionalmente, L € NP entao L € NPC.

Prova. Como L’ é NP-completo, entao VL” € NP, temos que L” <p L', e por hipdtese temos que
L' <p L. Logo. L" <p L, o que mostra que L ¢ uma linguagem NP-dificil. Agora, se L € NP entao,
por definicao temos que L € NPC. O

O Lema [I.15] nos d4 um método para mostrar que uma linguagem L é NP-completa:
1. Prove que L € NP;
2. Escolha uma linguagem L’ que seja NP-completa;

3. Descreva um algoritmo que computa uma funcado f que mapeia cada instancia x de L' em uma
instancia f(x) € L;

4. Prove que x € L', se e somente se, f(z) € L;
5. Prove que o algoritmo que computa f é polinomial

Os passos de 2-5 mostram que L é NP-dificil.



Exemplo 1.16. SAT = {{¢) : ¢ € uma formula booleana satisfativel}.

Podemos determinar em tempo exponencial se uma dada formula booleana ¢ contendo n varidveis €
satisfativel: basta checar cada uma das 2™ possiveis valoragdes para as varidveis de . Nenhum algoritmo
polinomial é conhecido para SAT. O teorema a sequir, mostra que € muito improvdvel que tal algoritmo
ezista.

O teorema a seguir é conhecido como o teorema de Cook-Levin:
Teorema 1.17. SAT € NPC.
Teorema 1.18. 3-SAT € NPC.

Prova. 1. 3-SAT € NP: Dada uma designagdo de valores para as variaveis de uma 3-FNC formula
(certificado), o algoritmo de verificacao substitui cada variavel pelo valor dado e avalia a expressao.
Se a expressao resulta em 1 entao o certificado é valido e a formula é satisfativel.

2. SAT <p 3-SAT. Feito em aula.

Exercicio 1.19. Mostre que CLIQUE € NPC.

Exercicio 1.20. Uma cobertura de vértices de um grafo G = (V, E) (nao-dirigido) é um subconjunto
V' CV tal que (u,v) € E entao u € V' ouv € V' (ou ambos!). O tamanho de uma cobertura de vértices
é o seu nimero de vértices, ou seja, |V'|. O problema da cobertura de vértices consiste em encontrar uma
cobertura de vértices de tamanho minimo em um grafo. Reescrevendo este problema como um problema
de decisdo, queremos determinar se um grafo possui uma cobertura de vértices de tamanho dado k:

VERTEX-COVER = {(G,k) : G possui uma cobertura de vértices de tamanho k}

Mostre que VERTEX-COVER € NPC.

Exercicio 1.21. Um caminho Hamiltoniano em um digrafo G € um caminho de um vértice u para um
vértice v que visita todos os vértices de G exatamente uma vez. O problema de decisaco HAMPATH
consiste em, dado um digrafo G, responder se G possui um caminho Hamiltoniano ou ndao.

HAMPATH = {(G,u,v) : G é um digrafo com um caminho Hamiltoniano de u para v}

Mostre que HAMPATH € NPC.

Exercicio 1.22. Considere o sequinte jogo em um grafo (nao-dirigido) G = (V, E), que inicialmente
contém 0 ou mais bolas de gude em seus vértices: um movimento deste jogo consiste em remover duas
bolas de gude de um vértice v € V, e adicionar uma bola a algum vértice adjacente de v. Agora, considere
o sequinte problema (de decisio): Dado um grafo G, e uma funcdao p(v) que retorna o nimero de bolas
de gude no vértice v, exriste uma sequéncia de movimentos que remove todas as bolas de G, exceto uma?
Mostre que este problema estd em NPC.

Exercicio 1.23. Um ciclo Hamiltoniano em um digrafo G € um ciclo simples contendo cada vértice de
G. O problema de decisao HAM-CYCLE consiste em, dado um digrafo G, responder se G possui um
ciclo Hamiltoniano ou nao.

HAM-CYCLE = {(G) : G € um digrafo com um ciclo Hamiltoniano.}

Mostre que HAM-CYCLE € NPC.

Exercicio 1.24. Considere um jogo de tabuleiro que contém n linhas e n colunas. Cada uma das n?

posigoes, pode ter uma bola azul, uma bola vermelha ou pode estar vazia (configuragao inicial). O jogo
consiste em remover as bolas do tabuleiro de forma que cada coluna tenha bolas de uma unica cor, e cada
linha contenha pelo menos uma bola (configuracao vencedora). Mostre que o problema de determinar se
uma configuragao inicial resulta em uma configurag¢ao vencedora estd em NPC.
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