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Ordenacao por insercao

Nesta segao estudaremos o algoritmo insertion sort (ordenag¢ao por inserc¢ao), que tem como etapa
principal inserir um elemento em um vetor ordenado. Assim, queremos ordenar n > 0 numeros
naturais em ordem crescente, e para isto vamos supor que estes nimeros estdo armazenados no
vetor A[0..n — 1]. Ao final do processo queremos obter uma permutagao de A[0..n — 1], digamos
A'[0..n — 1] tal que A'[i — 1] < A’[i], para todo 1 < i < n. O algoritmo de ordenagao por inser¢ao
(insertion sort) é dado pelo pseudocodigo a seguir:

Algorithm 1: InsertionSort(A[0..n — 1])

1 for j=1ton—1do
2 | key < Alj];

3 | i1

4 | while i >0 and A[i] > key do
5 Ali + 1] + Alil;
6 11— 1;

7 end

8 Ali + 1] + key;
9 end

A primeira pergunta que precisamos responder é: este algoritmo é correto? Isto é, ele satisfaz
as especificagdes do problema que propoe resolver?

A correcgao do algoritmo de ordenagao por insercao

Em algoritmos iterativos utilizamos as invariantes de lago para estabelecer a corre¢ao do algoritmo.
Dada a dindmica do algoritmo InsertionSort, considere a seguinte invariante de lago:

Antes da j-ésima iteragao do lago for (linhas 1-9), o subvetor A[0..j — 1] esta ordenado e contém
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os mesmos elementos do vetor original A[0..5 — 1].

Assim, se esta propriedade for valida ao final da execucdo do lago for, i.e. antes da n + 1-ésima
iteragao, teremos que o vetor gerado consiste dos elementos do vetor original A[0..n — 1] ordenado.
Isto corresponde a dizer que InsertionSort é correto.

Como entao provar esta invariante para InsertionSort? A prova é por indugdo no nimero de
iteragoes do laco for:

e Inicializagao (Base da indugao):
Antes da primeira itera¢ao do lago for, temos que j = 1 (condi¢do necessaria para iniciar
o lago), e portanto a invariante é trivial porque o subvetor unitario A[0] est4 ordenado por
definicao.

e Manutengao (Passo indutivo):

Considere a k-ésima iteragao, isto ¢, j = k (1 < k < n). Temos como hipotese que "Antes
da k-ésima iteragao do lago for o subvetor A[0..k — 1] é uma permutagao que esté ordenada
do subvetor original A[0..k — 1]."Assim, durante a k-ésima iteracao, o laco while vai deslocar
cada elemento maior do que A[k], i.e. key, uma posicao para a direita até encontrar a posi¢ao
correta onde o elemento A[k] deve ser inserido, de forma que neste momento o subvetor A[0..k]
estda ordenado e possui os mesmos elementos do subvetor A[0..k] original. A incrementarmos
o valor de k para a préoxima iteragao, a invariante é reestabelecida. Informalmente estamos
dizendo que o lago while encontra a posigao correta para inserir A[j] (que esta armazenado
na variavel key). Provaremos este fato com a ajuda de uma invariante para o lago while:

Antes de cada iteragdo do lago while, o subvetor A[i + 1..j] possui elementos que sdo
maiores ou iguais a key.

A prova é também por inducdo no numero de iteragoes do laco while:

1. Inicializagao: Antes da primeira iteragdo do while temos que ¢ +1 = j = k, e como
key = A[j] a invariante esté satisfeita.

2. Manutencgao: Por hipdtese de indugao temos que o subvetor Afi+1..5] possui elementos
que sao maiores ou iguais a key. Durante uma iteragao do lago, o elemento Ali] é copiado
na posicao 7 + 1 do vetor A, e portanto a invariante continua valendo.

3. Finalizagao: Ao final da execucao do lago, temos que 7 é, de fato, a posicao correta para
inserir o elemento A[k] ja que todos os elementos do subvetor A[i 4 1..j] s@o maiores ou
iguais a key. E importante observar que a insercio do elemento A[k] na posicdo i nio
elimina nenhum elemento do vetor original porque o elemento que esté na posicao ¢ foi



copiado para a posicao ¢ + 1, se o laco while foi executado pelo menos uma vez, ou ele
é o proprio elemento armazenado em key, quando o lago nao é executado.

e Finalizacao: Ao final da execucdo do laco for, temos j = n, e portanto a invariante corres-
ponde a dizer que o vetor A[0..n — 1] obtido ao final da execugao do algoritmo esta ordenado,
e é uma permutagao do vetor original A[0..n — 1]. Assim, concluimos a prova da corre¢ao do
algoritmo InsertionSort.

Exercicio 0.1. Prove que o algoritmo BubbleSort a sequir é correto.

Algorithm 2: BubbleSort(A[0..n — 1])

1 for i=0ton—-2do

2 for j=0ton—2—-1ido

3 if A[j +1] < A[j] then

4 ‘ swap Alj] and Alj + 1];
5

6

end
end
7 end

Exercicio 0.2. Prove que o algoritmo BubbleSort2 [1] a sequir é correto.

Algorithm 3: BubbleSort2(A[0..n — 1])
1 for i=0ton—2do

2 for j=n—1 downtoi+1do

3 if A[j] < A[j —1] then

4 ‘ swap A[j] and A[j — 1];
5

6

end
end
7 end
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