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Ordenacao por insercao

Nesta segao estudaremos o algoritmo insertion sort (ordenag¢ao por inserc¢ao), que tem como etapa
principal inserir um elemento em um vetor ordenado. Assim, queremos ordenar n > 0 numeros
naturais em ordem crescente, e para isto vamos supor que estes nimeros estdo armazenados no
vetor A[0..n — 1]. Ao final do processo queremos obter uma permutagao de A[0..n — 1], digamos
A'[0..n — 1] tal que A'[i — 1] < A’[i], para todo 1 < i < n. O algoritmo de ordenagao por inser¢ao
(insertion sort) é dado pelo pseudocodigo a seguir:

Algorithm 1: InsertionSort(A[0..n — 1])

1 for j=1ton—1do
2 | key < Alj];

3 | i1

4 | while i >0 and A[i] > key do
5 Ali + 1] + Alil;
6 11— 1;

7 end

8 Ali + 1] + key;
9 end

A primeira pergunta que precisamos responder é: este algoritmo é correto? Isto é, ele satisfaz
as especificagdes do problema que propoe resolver?

A correcgao do algoritmo de ordenagao por insercao

Em algoritmos iterativos utilizamos as invariantes de lago para estabelecer a corre¢ao do algoritmo.
Dada a dindmica do algoritmo InsertionSort, considere a seguinte invariante de lago:

Antes da j-ésima iteragao do lago for (linhas 1-9), o subvetor A[0..j — 1] esta ordenado e contém
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os mesmos elementos do vetor original A[0..5 — 1].

Assim, se esta propriedade for valida ao final da execucdo do lago for, i.e. antes da n + 1-ésima
iteragao, teremos que o vetor gerado consiste dos elementos do vetor original A[0..n — 1] ordenado.
Isto corresponde a dizer que InsertionSort é correto.

Como entao provar esta invariante para InsertionSort? A prova é por indugdo no nimero de
iteragoes do laco for:

e Inicializagao (Base da indugao):
Antes da primeira itera¢ao do lago for, temos que j = 1 (condi¢do necessaria para iniciar
o lago), e portanto a invariante é trivial porque o subvetor unitario A[0] est4 ordenado por
definicao.

e Manutengao (Passo indutivo):

Considere a k-ésima iteragao, isto ¢, j = k (1 < k < n). Temos como hipotese que "Antes
da k-ésima iteragao do lago for o subvetor A[0..k — 1] é uma permutagao que esté ordenada
do subvetor original A[0..k — 1]."Assim, durante a k-ésima iteracao, o laco while vai deslocar
cada elemento maior do que A[k], i.e. key, uma posicao para a direita até encontrar a posi¢ao
correta onde o elemento A[k] deve ser inserido, de forma que neste momento o subvetor A[0..k]
estda ordenado e possui os mesmos elementos do subvetor A[0..k] original. A incrementarmos
o valor de k para a préoxima iteragao, a invariante é reestabelecida. Informalmente estamos
dizendo que o lago while encontra a posigao correta para inserir A[j] (que esta armazenado
na variavel key). Provaremos este fato com a ajuda de uma invariante para o lago while:

Antes de cada iteragdo do lago while, o subvetor A[i + 1..j] possui elementos que sdo
maiores ou iguais a key.

A prova é também por inducdo no numero de iteragoes do laco while:

1. Inicializagao: Antes da primeira iteragdo do while temos que ¢ +1 = j = k, e como
key = A[j] a invariante esté satisfeita.

2. Manutencgao: Por hipdtese de indugao temos que o subvetor Afi+1..5] possui elementos
que sao maiores ou iguais a key. Durante uma iteragao do lago, o elemento Ali] é copiado
na posicao 7 + 1 do vetor A, e portanto a invariante continua valendo.

3. Finalizagao: Ao final da execucao do lago, temos que 7 é, de fato, a posicao correta para
inserir o elemento A[k] ja que todos os elementos do subvetor A[i 4 1..j] s@o maiores ou
iguais a key. E importante observar que a insercio do elemento A[k] na posicdo i nio
elimina nenhum elemento do vetor original porque o elemento que esté na posicao ¢ foi



copiado para a posicao ¢ + 1, se o laco while foi executado pelo menos uma vez, ou ele
é o proprio elemento armazenado em key, quando o lago nao é executado.

e Finalizacao: Ao final da execucdo do laco for, temos j = n, e portanto a invariante corres-
ponde a dizer que o vetor A[0..n — 1] obtido ao final da execugao do algoritmo esta ordenado,
e é uma permutagao do vetor original A[0..n — 1]. Assim, concluimos a prova da corre¢ao do
algoritmo InsertionSort.

Exercicio 0.1. Prove que o algoritmo BubbleSort a sequir é correto.

Algorithm 2: BubbleSort(A[0..n — 1])

1 for i=0ton—-2do

2 for j=0ton—2—-1ido

3 if A[j +1] < A[j] then

4 ‘ swap Alj] and Alj + 1];
5

6

end
end
7 end

Exercicio 0.2. Prove que o algoritmo BubbleSort2 [1] a sequir é correto.

Algorithm 3: BubbleSort2(A[0..n — 1])

1 for i=0ton—2do

2 for j=n—1 downtoi+1do
3 if A[j] < A[j —1] then

4 ‘ swap A[j] and A[j — 1];
5

6

end
end
7 end
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Ordenacao por insercao recursivo

Nesta secao estudaremos o algoritmo de ordenagdo por inser¢ao recursivo. A estrutura de dados
utilizada é a de listas, e para simplificar trabalharemos com ntmeros naturais, mas as ideias sao
as mesmas para ordenarmos qualquer estrutura que possua uma ordem total. Vimos no capitulo
anterior que as listas de naturais possuem dois construtores: nil para representar a lista vazia, e
o operador :: que nos permite construir uma nova lista a partir de um ntmero natural e de uma



lista j& construida. Assim, a lista unitaria contendo apenas o natural 5 é representada por 5 :: nil,
enquanto que a lista 1 :: (5 :: nil), ou simplesmente 1 :: 5 :: nil, representa a lista que tem 1 como
primeiro elemento, e a lista 5 :: nil como cauda.

A operacao que da nome ao algoritmo é a operacao de insercao porque a cada passo queremos
inserir um novo elemento em uma lista ja ordenada. Suponha, por exemplo, que queiramos inserir
o numero 3 na lista 1 :: 5 :: nil, isto é, o nosso objetivo final é obter a lista ordenada 1 :: 3 :: 5 :: nil.
Para isto, precisamos inicialmente comparar o 3 com o primeiro elemento da lista, e o resultado
desta comparacao nos diz que o 3 deve ser inserido depois do 1, ou seja, em algum lugar da cauda
5 :: nil. Em seguida, comparamos o 3 com o primeiro elemento da cauda, ou seja, com 5, e como
3 < b, sabemos que ele deve ser inserido antes do 5. Esta ideia estd implementada na funcao ins
definida a seguir:

Definigao 0.3. Sejam x um nimero natural, e l uma lista de nimeros naturais. A fungao (ins x 1),
que insere o natural x na lista |, € definida recursivamente como a sequir:

T nil, sel =nil
insxl=< x:l, sel=h:utlex<h

h:(insxtl), sel=h:tlex>h

O algoritmo de ordenagao por insercao entdo consiste em recursivamente, dada uma lista nao
vazia h :: tl, inserir o primeiro elemento h na versiao ordenada da cauda tl. Ou seja, o algoritmo
de ordenagao por inser¢ao que sera implementado pela fungao is (insertion sort) que recebe uma
lista [ como argumento. Se [ for a lista vazia nao ha nada a fazer, e caso contrario, recursivamente
ordenamos a cauda da lista para entao inserir o novo elemento:

Definigao 0.4. Seja | uma lista de nimeros naturais. A funcao is € definida recursivamente como
a sequar:

ol — nil, se l =nil
CUETinsh (istl), sel=hutl

Vejamos como este algoritmo funciona na préatica. Suponha que queiramos ordenar a lista
3::2::1::nil. Ao fornecermos esta lista como argumento para a fungao is, temos:

s(B3m2x1x m'l) = (def. is)
ins 3 (is ( mnil)) = (def. is)
ins 3 (ins (z ( tnil))) = (def. is)
ins 3 (ins 2 (ins 1 (is nil))) = (def. is)
ins 3 (ins 2 (ins 1 nil)) = (def. ins)
ins 3 (ins 2 (1 :: nil)) = (def. ins)
ins 3 (1 :: (ins 2 nil)) = (def. ins)
ins 3(1::2:nil) = (def. ins)
i (ins 3 (2 nal)) = (def. ins)
1 12 (ins 3 nil) = (def. ins)
123 und



Veja que o algoritmo ordenou corretamente a lista 3 :: 2 :: 1 :: nil, mas serd que ele ordena
corretamente qualquer lista de nimeros naturais? Para responder esta pergunta, vamos analisar se
o algoritmo é correto ou nao.

A correcao do algoritmo de ordenacgao por insercgao

Nesta se¢ao vamos provar que o algoritmo de ordenacgao por insercao apresentado na secao anterior
é correto. Para isto precisaremos definir algumas nogoes que serao utilizadas também em outros
algoritmos de ordenacgdo. A primeira nogao que precisamos definir formalmente é a de ordenacao.
Ou seja, o que significa dizer que uma lista esta ordenada? A defini¢ao a seguir apresenta o predi-
cado sorted que caracteriza a nogao de lista ordenada:

Definicao 0.5. Sejam x e y numeros naturais, e | uma lista de nimeros naturais. O predicado
sorted, que caracteriza o fato de uma lista estar ordenada, € definido por meio das sequintes regras
de inferéncia:

——  (sorted_nil) ——— (sorted__one)
sorted nil sorted x :: nil

<y sorted y :: 1

(sorted _all)
sorted x 1y 'l

A regra (sorted nil) é um axioma que estabelece que a lista vazia esta ordenada. A regra
(sorted _one) também ¢é um axioma que estabelece que listas unitarias estao ordenadas. A regra
(sorted_all) possui duas condigbes para que uma lista da forma x :: y :: [ esteja ordenada: x < y
e a lista y :: [ tem que estar ordenada. Em outras palavras, a regra (sorted all) diz que uma lista
com pelo menos dois elementos estd ordenada, se o primeiro elemento é menor ou igual ao segundo
elemento, e a cauda da lista (ou seja, a lista do segundo elemento em diante) esta ordenada. Note
que as varidveis x, y e a lista [ estdo implicitamente quantificadas universalmente na Defini¢ao (0.5
Segundo esta definigao, a lista (1 :: 2 :: 3 :: nil) estd ordenada. De fato, a prova deste fato ¢ dada
pela seguinte arvore de derivagao:

(sorted _one)
(sorted _all)
(sorted _all)

2<3 sorted (3 :: nil)
1<2 sorted (2 :: 3 :: mil)
sorted (1 ::2:: 3 :: nil)

Com esta definicdo em maos, podemos provar uma propriedade da fungao ins que ficou implicita:

Lema 0.6. Sejam x um nidmero natural, e | uma lista de nimeros naturais. Se | estd ordenada
entao (ins x 1) também estd ordenada.



Demonstragao. A prova é por indugao na estrutura da lista [. Se [ for a lista vazia entdo (ins x [) é
a lista unitaria x :: nil que esta ordenada por defini¢ao (regra sorted one). Se l é da forma h :: ti
entao temos dois casos a considerar:

e x < h: Neste caso, ins x (h :: tl) retorna a lista = :: h :: tl que estd ordenada ja que x < h e,
por hipétese, a lista h :: tl esta ordenada:

(hip.)

z<h sorted h :: tl
(sorted _all)

sorted x :: h :: tl

e x > h: Neste caso, x sera inserido na cauda tl, e por hipétese de inducao temos que a lista
(ins x tl) esta ordenada. Como a lista h :: tl estd ordenada, entdo h é menor ou igual a todo
elemento de tI. Logo h é menor ou igual que todo elemento da lista (ins x tl), e portanto a
lista h :: (ins x tl) esta ordenada.

O

Nosso préoximo passo é provar que o algoritmo de ordenacao por insercao efetivamente ordena
qualquer lista de naturais dada como entrada:

Lema 0.7. O algoritmo de ordenacao por inser¢io da Definicao [0 ao receber uma lista 1 de
nimeros naturais como argumento retorna uma lista ordenada. Em outras palavras, a lista (is 1)
estd ordenada, para qualquer lista [.

Demonstrag¢ao. A prova é por indugao na estrutura da lista [. Se [ é a lista vazia (base de indugao)
entdo, por definicdo temos que is nil = nil, e ndo ha o que fazer porque a lista vazia esta ordenada.
No passo indutivo suponha que [ tem a forma h :: tl. Temos is (h :: tl) = insh(is tl), e por hipotese
de inducao temos que a lista (is tl). Entao, pelo Lema concluimos que a lista insh(is tl) esta
ordenada, e portanto is (h :: tl) esta ordenada.

O

A segunda parte da prova da correcao de um algoritmo de ordenacao consiste em mostrar que
o algoritmo retorna uma lista que é uma permutacao da lista de entrada. Assim, um algoritmo de
ordenagao seré correto se, para qualquer lista [ dada como entrada, a saida for uma permutacgao de [
que esteja ordenada. Ou seja, a resposta do algoritmo tem que ser uma lista que contém exatamente
os mesmos elementos da lista de entrada e que adicionalmente esteja ordenada.

Como entao definir a no¢ao de permutacao? Temos pelo menos duas opgoes. A primeira é sim-
plesmente contar o niimero de ocorréncias de cada elemento e ver que qualquer elemento tem que
ocorrer 0 mesmo numero de vezes nas duas listas para que uma seja uma permutagao da outra. De
maneira mais precisa, podemos definir o ntimero de ocorréncias de x na lista [, notacao num_oc x 1
da seguinte forma:



Definicao 0.8. Seja x um nimero natural, e l uma lista de numeros naturais. Definimos recursi-
vamente o numero de ocorréncias de x em ! por:

0, se l = nil
num_ocxl=4¢ l+num _ocxtl, sel=ux:tl
num_oc x tl, caso contrdrio.

O predicado perm, que define quando duas lista, digamos [ e I’ sdo permutagoes uma da outra.

Definigao 0.9. Sejam | e l’ listas de nimeros naturais. Definimos o predicado perm em fungao de
num__oc por perm 1l :=Vx,num_oc x | =num_oc x l'.

De acordo com esta defini¢ao, a lista I’ ¢ uma permutacao da lista [ se o niimero de ocorréncias
de x em [ é igual ao nimero de ocorréncias de x em I’. Nosso objetivo agora é mostrar que o
algoritmo de ordenagao por inser¢ao gera uma lista que é uma permutacao da lista de entrada, ou
seja, queremos provar o seguinte teorema:

Teorema 0.10. Seja | uma lista de nimeros naturais. O algoritmo de ordenagdo por inser¢do gera

como saida uma lista que é permutagao da lista de entrada, ou seja, o sequente = perm 1 (is ) é
vdlido.

Demonstragao. A prova é por indugao na estrutura da lista [. Quando [ é a lista vazia (base da
inducao), temos que num__oc x (is nil) = num__oc x nil para todo x, ou seja, nil é uma permutagao
de (is nil). Suponha que [ tenha a forma h :: tl (passo indutivo). Precisamos provar que (h : tl) é
uma permutagao da lista (is (h :: tl)), que pela defini¢ao de is ¢ igual a (ins h (is tl)). Por hipotese
de indugao temos que tl é uma permutagao da lista (is tl). Considerando que a fungao (ins h (is tl))
apenas adiciona o elemento h a lista (is tl), concluimos que a lista (h :: t/) é uma permutagao da
lista ins h (is tl), que por sua vez ¢ igual a (is (h :: tl)), como queriamos demonstrar.

O



