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Heapsort

Exercicio:

Ordene os n elementos de um vetor A[l..n| da seguinte forma: encontre o maior elemento de A e
troque este elemento com o elemento A[n]. Em seguida, encontre o maior elemento de A[l..n — 1]
e troque este elemento com A[n — 1], e assim por diante até que o vetor A esteja ordenado.

Escreva o pseudocodigo do seu algoritmo.

Solucao forca-bruta:

Algorithm 1: selection-sort(A)

1 for i =n downto 2 do
2 max < 1

3 for j =i —1 downto 1 do
4 if A[j] > A[maz] then
5 ‘ mazx <— j;
6

7

8

9

end
end
swap A[i] and A[max];
end

e Analise assintoticas:
n—1

Zil—in—z:Zz n—l :@(nQ).
=1 j=i+1 i=1 i=1

e A correcado pode ser provada a partir da seguinte invariante:

Antes de cada itera¢do do lago for indexado por i (linhas 1-8), o subvetor A[i 4+ 1..n] esta
ordenado e contém os (n — ¢) maiores elementos do vetor A.
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O algoritmo Heapsort

Estudaremos um novo algoritmo de ordenacao baseado em comparacao de chaves, mas bem diferente
dos algoritmos (insertion sort e mergesort) vistos anteriormente. Este novo algoritmo, conhecido
como heapsort, possui tempo de execugao O(n.logn), como mergesort, e o processo de ordenagao é
feito in place (como em insertion sort). Portanto heapsort combina as vantagens de insertion sort
e mergesort. A estrutura de dados utilizada por este algoritmo é conhecida como heap:

DEF. Um heap (binario) T' é uma estrutura de dados que corresponde a uma arvore binaria
com chaves associadas aos nds, sendo uma chave por né, que satisfaz as seguintes condicoes:

1. T é uma arvore binaria completa em todos os niveis, exceto possivelmente o tltimo nivel;

2. Todos os caminhos para uma folha do tltimo nivel estdo & esquerda de todos os caminhos
para uma folha do pentltimo nivel;

3. A chave de cada né é maior ou igual do que a chave dos seus filhos.

Os itens 1 e 2 da definigdo acima caracterizam a chamada de propriedade do corpo do /heap.
O item 3 corresponde a propriedade de heap (de maximo).

Segundo a propriedade 2, uma enumeracao dos noés de um heap deve comecar de cima para
baixo, i.e. a partir da raiz do heap, e da esquerda para a direita.

Assim, em um heap o n6 mais & direita pode ter apenas um filho a4 esquerda, mas nao pode ter
somente um filho & direita.

Todos os outros noés internos possuem dois filhos.

e Exemplo 1

A figura abaixo é um heap de méximo:

N
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DEF. Um heap (binario) T' é uma estrutura de dados que corresponde a uma arvore bina-
ria com chaves associadas aos nés, sendo uma chave por no, que satisfaz as seguintes condicoes:



1. T é uma arvore binaria completa em todos os niveis, exceto possivelmente o tltimo nivel;

2. Todos os caminhos para uma folha do ultimo nivel estao a esquerda de todos os caminhos
para uma folha do pentltimo nivel;

3. A chave de cada n6 é maior ou igual do que a chave dos seus filhos.

e Exemplo 2

A figura abaixo nao é um heap de mdximo porque nao satisfaz a propriedade 3:
3
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DEF. Um heap (binario) T' é uma estrutura de dados que corresponde a uma arvore biné-
ria com chaves associadas aos nés, sendo uma chave por no, que satisfaz as seguintes condicoes:

1. T é uma arvore binaria completa em todos os niveis, exceto possivelmente o tltimo nivel;

2. Todos os caminhos para uma folha do tltimo nivel estao a esquerda de todos os caminhos
para uma folha do penultimo nivel;

3. A chave de cada né é maior ou igual do que a chave dos seus filhos.

e Exemplo 3

A figura abaixo ndo é um heap porque néo satisfaz a propriedade 1:
10
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DEF. Um heap (binario) T é uma estrutura de dados que corresponde a uma arvore bina-
ria com chaves associadas aos nés, sendo uma chave por né, que satisfaz as seguintes condigoes:

1. T é uma arvore binaria completa em todos os niveis, exceto possivelmente o tltimo nivel;



2. Todos os caminhos para uma folha do tltimo nivel estao a esquerda de todos os caminhos
para uma folha do penultimo nivel;

3. A chave de cada né é maior ou igual do que a chave dos seus filhos.

e Propriedades

A grande vantagem da estrutura de heap é que ela permite a implementagao das operagoes
de insergao de um novo elemento (ou uma nova chave), e extra¢ao do maior elemento (maior
chave) em tempo logaritmico.

Note que em um vetor (ou em uma lista), a inser¢do pode ser feita em tempo constante, mas
a extracao do maior elemento vai exigir, no pior caso, uma busca em todo o vetor (ou lista),
0 que tem custo linear.

A estrutura de heap suporta simultaneamente as duas operagoes, e como veremos, de forma
assintoticamente mais eficiente do que em listas ou vetores.

— Implementacao em vetores
Um heap binario pode ser implementado como um subvetor de um vetor A, onde somente
os elementos em A[l..A.heap-size] (0 < A.heap-size < A.length) séo elementos validos
do heap. A raiz do heap é A[l], e dado o indice i de um no, o indice do filho & esquerda
(resp. direita) é 2i (resp. 2i + 1), enquanto que o indice do n6 correspondente ao pai do
n6 de indice ¢ ¢ igual a [i/2].

Alguns autores chamam a estrutura definida acima de heap de méximo (ou maz-heap),
isto &, um heap onde todo no i diferente da raiz é tal que A[|i/2]|] > A[i]. Analogamente,
podemos definir um heap de minimo (ou min-heap) considerando que todo no ¢ diferente
da raiz é tal que A[[i/2]] < A[i].

Desta forma, o maior (resp. menor) elemento de um maz-heap (resp. min-heap) é ar-
mazenado na raiz, e a subarvore com raiz em um determinado né contém apenas valores
que s@0 menores ou iguais (resp. que sao maiores ou iguais) ao valor deste no.

e O algoritmo Build-Max-Heap

O algoritmo Heapsort utiliza maz-heaps, e portanto o primeiro passo do algoritmo sera trans-
formar o vetor A em um maz-heap. Este trabalho é feito pelo algoritmo a seguir:



Algorithm 2: Build-Max-Heap(A)

1 A.heap-size < A.length for i = | A.length/2| downto 1 do
2 Max-Heapify(A,i);

3 end

4

1. Mostre que na representacao vetorial de um heap com n elementos, as folhas sao os ele-
mentos do vetor com indices [n/2]| + 1, |n/2| +2,...,n.

e O algoritmo Max-Heapify

O algoritmo Build-Max-Heap constréi o maz-heap de baixo para cima a partir do primeiro
vértice que nao é uma folha, e o algoritmo Max-Heapify(A,i) reconstréi um maz-heap a partir
de uma arvore cuja raiz A[i] seja o tnico elemento que precise ser reposicionado, ou seja, as
subarvores com raiz A[2i] e A[2i + 1] j& sao max-heaps:

Algorithm 3: Max-Heapify(A,i)

1 [+ 2i;

2 7+ 214 1;

3 if | < A.heap-size and A[l] > A[i] then
4 ‘ largest < ;

5 end

6 else

7 ‘ largest < 1;

8 end

9 if r < A.heap-size and A[r] > Allargest] then
10 ‘ largest < r;

11 end

12 if largest # i then

13 exchange A[i] with Allargest];

14 Max-Heapify(A,largest);

15 end

— Complexidade de Max-Heapify

1. Mostre que, em um heap com n elementos e raiz A[i], cada uma das subarvores com
raiz em 2i e 2i + 1 tém, no méaximo, 2n/3 elementos.

Considerando o fato estabelecido no exercicio anterior, temos que o tempo de execugao
de Max-Heapify é dado pela recorréncia

T(n) <T(2n/3)+ 6(1) (1)



que, pelo teorema mestre, tem solugao O(lgn).

Teorema Mestre:
Seja T'(n) uma fungao eventualmente nao-decrescente que satisfaz a recorréncia

— —pk . —
T(n)=aT(n/b)+ f(n), paran=1>0"k=1,23,... onde a>1.b>2ec>0. Se

T(l)=c
f(n) = ©(n?), onde d > 0, entdo
O(n'°8 ), sea > be
T(n)=<{ O(nilgn), sea=>e
O(nd), se a < b?

— Complexidade de Build-Max-Heap

Algorithm 4: Build-Max-Heap(A)

1 A.heap-size = A.length;

2 for i = | A.length/2]| downto 1 do
3 ‘ Max-Heapify(A,i);

4 end

Qual o tempo de execugdo do procedimento Build-Max-Heap(A)? Temos a seguinte
n/2 n/2
cota superior, considerando um heap com n elementos: ZO(lg n) = O(lgn. Z 1) =

i=1 i=1
O(lgn.(n/2) = O(n.lgn).

* Uma cota mais precisa para Build-Max-Heap
A cota O(n.lgn), apesar de correta, nao é a mais precisa que podemos encontrar.
De fato, se observarmos que:

1. A altura de um heap contendo n elementos é igual a |lgn|.
2. Um heap com n elementos possui, no méaximo, [n/2"*1] nés com altura h.

Entao, observando que Max-Heapify tem complexidade O(h) quando executado em

um no6 de altura h, concluimos que o tempo de execu¢ao de Build-Max-Heap( A \)),
lign]

assumindo que A possui n elementos, tem a seguinte cota superior: Z [n/ 2h+11 .

h=0
lign] llgn] 00
O(h) = O(n. Z [h/2"]) = O(n), pois Z h/2" < Zh/Qh, que por sua vez con-
h=0 h=0 h=0

verge.

Assim, um heap pode ser construido em tempo linear.

— A correcao de Build-Max-Heap



Prove a seguinte invariante de lago, e conclua que o algoritmo Build-Max-Heap é correto:

No inicio de cada iteragdo do lago for (linhas 2-4),
cada no nas posicoes i + 1,7+ 2 ... n é a raiz de um maz-heap.

e O algoritmo principal

O algoritmo heapsort recebe como argumento um vetor A qualquer contendo n > 0 elementos,
e inicialmente o transforma em um maz-heap. Neste momento, sabemos que a raiz do heap
contém o maior elemento do vetor A, que pode entdo ser movido para sua posicao correta.
Em seguida, decrementamos o tamanho do heap em uma unidade, e repetimos o processo:

Algorithm 5: Heapsort(A)

1 Build-Max-Heap(A);

2 for i = A.length downto 2 do
exchange A[1] with A[i];
A.heap-size = A.heap-size - 1;
Max-Heapify(A,1);

end

(=2 | B N U

— A complexidade de Heapsort

Algorithm 6: Heapsort(A)

1 Build-Max-Heap(A);

2 for i = A.length downto 2 do
exchange A[1] with A[i];
A.heap-size = A.heap-size - 1;
Max-Heapify(A,1);

end

[=2 <L B NV

A complexidade de Heapsort(A) no pior caso, se A é um vetor com n > 0 elementos, é
n

O(n)+ > _0(lgn) = O(n) + O(lgn. Y 1) = O(n) + O((n — 1).1gn) = O(n.1gn).
=2

=2

— A corregao de Heapsort

Algorithm 7: Heapsort(A)

1 Build-Max-Heap(A);

2 for i = A.length downto 2 do
exchange A[1] with A[i];
A.heap-size = A.heap-size - 1;
Max-Heapify(A4,1);

end

[=2 <L B N\

Prove a correcao do algoritmo Heapsort utilizando a seguinte invariante:



No inicio de cada iteragao do lago for (linhas 2-6), o subvetor A[1..i] é um maxz-heap que
contém os i menores elementos do vetor A[l..n], e o subvetor A[i + 1..n] esta ordenado e
contém os (n — i) maiores elementos do vetor A[l..n).

— Leituras recomendadas

1. Capitulo 6 do livro do Cormen (Introduction to Algorithms);

2. Capitulo 6 do livro do Levitin (Introduction to the Design and Analysis of Algo-
rithms).

Filas de prioridade

Fila de prioridade é uma estrutura de dados que armazena elementos com base na sua prioridade,
garantindo que elementos com maior prioridade sejam atendidos primeiro.

Assim, cada elemento aparece associado a um valor que é a sua prioridade.

As operacgoes basicas de uma fila de prioridade sao:

1. remove: remove o elemento com maior prioridade da fila;

2. insert: insere um novo elemento na fila.

e Filas de prioridade em listas

Podemos construir uma fila de prioridades utilizando listas:

Em uma lista (qualquer) contendo n elementos,

— a inser¢ao (na primeira posigao) tem complexidade constante: O(1).

— aremocao de um elemento arbitrario tem complexidade linear ja que pode ser necesséario
percorrer toda a lista: ©(n).

Em uma lista ordenada contendo n elementos,

— a insergao tem complexidade linear: ©(n).

— a remogao de um elemento arbitrario tem complexidade constante: O(1).



e Filas de prioridade em heaps

Uma das principais aplicagoes da estrutura de heap consiste na implementagao de filas de
prioridade, ja que tanto a insercao quanto a remocao podem ser implementados em tempo
logaritmico.

— Remocao
A remocao do elemento com maior prioridade é feita em tempo constante, mas em se-
guida o heap precisa ser reconstruido via o algoritmo Max-heapify que tem complexidade

©(lg(n)).
(a,10)
/ \
(b,8) (c,3)
/ \
(d,7) (e,5)
?
(b, 8)/ \(Ca 3)
/ \
(d,7) (e,5)
% remove(A)
(a,10)
/ \
(b,8) (c,3)
/ \
(d,7) (e,5)



Algorithm 8: remove(A[l..n])

maz < A[l];

exchange A[1] with A[n];
A.heap-size < (n — 1);
Max-Heapify(A,1);
return max;

R W N

— Insergao

(a,10)

/ \
(b,8) (c,3)
\( 5

e

(d, 7) »5)

(a, 10)

(578)/ \(073)
SN S

(d,7) (e,5)(f,2)

Algorithm 9: insert((x,y), A[l..n])

Asize + (n+1);

k<« (n+1);

Alk] + (z,y);

while k& > 1 and A[|k/2]] < Alk] do
exchange A[|k/2]] with A[k];
k< [k/2];

end

N o vk W =

* Exercicio
Prove que o algoritmo insert é correto.

Algorithm 10: insert((x,y), A[1..n])

Assize «+ (n+1);

k<« (n+1);

Alk] = (z,y);

while k > 1 and A[|k/2]] < Alk] do
exchange A[|k/2]|] with A[k];
k< [k/2];

end

N o vk W =
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Cota inferior para algoritmos de ordenagao baseados na comparacao
de chaves

Queremos estabelecer uma cota inferior para algoritmos baseados na comparacao de chaves. Para
facilitar a anélise, assumiremos que os elementos a serem ordenados sdo distintos. A execugao de
um algoritmo qualquer de ordenacao pode ser simulada por meio de uma arvore binéaria, chamada
de arvore de decisao.

Considere o vetor [z1, X2, ..., Ty] que queremos ordenar. Cada no da arvore de decisao tem duas
formas possiveis:

1. Uma folha da forma (i1, 2, ...,4,) indicando que a ordenagao foi finalizada, e neste caso,
o vetor ordenado ¢é [x;,,Ti,,...,T;,| que corresponde a uma permutacdo do vetor original
[.%'1,.7}2, PN ,:En]

2. Um no6 interno (¢ : j) que corresponde & operagao que compara x; com z;. Neste caso, este
né tem dois filhos:

(7:7) (7:7)

Exemplo

Por exemplo, a arvore de decisao para o algoritmo insertion sort em um vetor com 3 elementos tem

/<1

a seguinte forma:

\1 3)
o

(2:3)
PN \
(1,2,3) (1:3) (2,1,3) (2:3)
(1,3,2) <3,1,2> (2,3, 1) <3,2,1>
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Conclusoes

O primeiro ponto a ser observado é que a arvore de decisao de um algoritmo correto deve conter pelo
menos n! folhas, uma para cada possivel permutagao da entrada. De fato, se alguma permutacio
nao puder ser gerada, entao o algoritmo pode falhar para esta permutacao.

O nimero de nés internos em um caminho da raiz até uma folha da arvore de decisdo corres-
ponde ao nimero de comparacoes realizadas pelo algoritmo. Assim, o caminho mais longo da raiz
até uma folha (altura da arvore) nos fornece o comportamento do algoritmo no pior caso.

Sabemos que uma arvore binéria de altura h possui, no maximo, 2" folhas (arvore binaria com-
pleta).

Entao, o numero de folhas da arvore de decis@o, digamos I, tem que ser pelo menos n!, e no
maximo, oh,

n! <1<2" = h>lg(n!) = O(n.lg(n)))

Exercicios:

1. Mostre que lg(n!) = O(n.1g(n))
2. Mostre que lg(n!) = Q(n.lg(n))

3. Como vocé ordenaria um vetor finito contendo apenas Os e 1s? Qual a complexidade da sua
solucao?

Ordenacao em tempo linear

Nesta se¢ao veremos uma outra forma de ordenagdo baseada na ideia de contagem. O que precisa-
mos fazer é contar, para cada elemento a ser ordenado, o namero total de elementos que sao menores
do que ele e guardar este resultado em uma tabela. Os valores da tabela indicardo a posi¢ao dos
elementos na lista ordenada. Por exemplo, se existem 6 elementos menores do que o elemento =,
entdo x deve ser colocado na sétima posicao do vetor ordenado. Desta forma podemos ordenar
um vetor simplesmente deslocando os elementos para a posi¢ao correta. O pseudocodigo a seguir
implementa esta ideia:

Qual é a complexidade desta abordagem? Que vantagens/desvantagens vocé pode apresentar?
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Algorithm 11: comparison-counting-sort(A[0..n — 1])

let C[0..n — 1] be a new array;
fort:=0ton—1do

‘ Cli] « 0;

end

fori=0ton—-2do

for j=i+1ton—1do
if Ali] < A[j] then

| ClUl«Cll+1;
end

else

| Cli] « Cli] + 1;

end

© o N O U A W N

e =
N R O

end

[
w

end

fori=0ton—1do
| BICIi)] + Ali;

end

return B;

[ e
® N o U

Intervalo conhecido

No entanto, podemos utilizar a ideia da contagem de forma mais eficiente se os elementos a serem
)
ordenados forem "conhecidos".

Por exemplo, se o vetor a ser ordenado contém apenas Os e 1s entao podemos utilizar esta in-
formacao para fazer a ordenacao sem a necessidade de fazer comparagdes porque com uma Unica
passagem sobre o vetor podemos obter o ntimero k de Os, e assim retornar o vetor contendo Os da
posicao 0 até k — 1, e 1s da posicao k£ em diante.

De uma forma mais geral, se os elementos a serem ordenados sao inteiros entre [ e h entao po-
demos computar a frequéncia de cada um destes elementos, e armazené-las em um vetor, digamos
C[0..h — 1], de forma que as primeiras C[0] posi¢oes do vetor ordenado serao preenchidas com I, as
C[1] posigoes seguintes com [ + 1, e assim por diante.

Observe que se os elementos do vetor original ndo puderem ser sobrescritos entao precisaremos
de um novo vetor (espago adicional) para escrever o vetor ordenado.

Counting sort

O pseudocoddigo a seguir, assume que cada um dos n inteiros a serem ordenados estao no intervalo
entre [ e h.

13



Algorithm 12: counting-sort(A[0..n — 1],1, h)

1 let C[0..h — ] be a new array;
2 fori=0toh—1do

3 ‘ Cli] « 0;

4 end

5 fori=0ton—1do

6 | CIA[]]— 1]« CIAi] - 1] + 1;
7 end

8 for j=1toh—1do

o | C[j] « Cl)+Clj - 1J;
10 end

11 for : =n —1 downto 0 do

12 Jj < Ali] =1

18 | BlC]] — 1] « Al

1 | O« )l -1

15 end

16 return B;

Qual é a complexidade deste algoritmo?

Por simplicidade denotaremos k = h — [, ou seja, k denota o tamanho do intervalo que contém
os elementos a serem ordenado. Assim, o la¢o for das linhas 2-4 é executado em tempo ©(k), o lago
das linhas 5-7 em tempo ©O(n), o lago das linhas 8-10 em tempo ©(k), e por fim o lago das linhas
11-14 em tempo ©(n), o que perfaz um total de ©(n + k). Assumindo que k = O(n), temos que o
tempo de execugao de counting-sort é O(n).

Radix Sort

O algoritmo radix sort ordena uma sequéncia de inteiros com d digitos cada, em tempo linear. Ele
utiliza um algoritmo auxiliar, que precisa ser estavel, para ordenar a sequéncia de inteiros do digito
menos significativo para o mais significativo. Podemos utilizar counting-sort, por exemplo, como
algoritmo auxiliar.

Algorithm 13: radix-sort(A4, d)

1 fori=1 toddo
2 use a stable sort algorithm to sort array A on digit ¢;
3 end

Teorema
Dados n niimeros com d digitos, que por sua vez podem assumir até k valores, radix-sort ordena
corretamente
estes nimeros em tempo O(d.(n + k)), se o algoritmo auxiliar estavel tem complexidade de tempo
O(n+k).
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Definicao
Um algoritmo de ordenagao é dito estdvel se nao altera a posicao relativa dos elementos que tém o
mesmo valor.

Exercicio
Prove que o algoritmo counting-sort é estavel.

Exercicio
Prove que o algoritmo mergesort é estavel.

Exercicio
Prove que o algoritmo insertion sort é estavel.

Exercicio

Mostre como podemos ordenar n inteiros contidos no intervalo de 0 a n? — 1 em tempo linear, ou
seja, em O(n).
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