Capitulo 1

NP-completude

Praticamente todos os algoritmos estudados até aqui tém complexidade polinomial, i.e. o tempo de
execugao destes algoritmos no pior caso estd em O(p(n)), onde p(n) é um polindémio no tamanho da
entrada n [2, 3]. Estes algoritmos formam a classe dos algoritmos que sdo considerados “eficientes”. Os
problemas que podem ser resolvidos por algoritmos polinomiais sdo chamados de “trataveis”. No entanto,
vimos algoritmos cujos tempos de execucao sao exponenciais no tamanho da entrada, como por exemplo,
a abordagem forca bruta para calcular o n-ésimo nimero de Fibonacci, para descobrir a melhor forma
de associar o produto de n matrizes, entre outros.

Neste capitulo estudaremos uma classe de problemas para os quais as técnicas estudadas até aqui
nao se aplicam. Estes problemas nio tém solugdes polinomiais conhecidas, mas também néo existe uma
prova de que tais solugbes nao sejam possiveis: esta é a famosa questao "P versus N P"que constitui um
dos mais interessantes problemas em aberto na Computagio. Adicionalmente, essa classe de problemas
possui uma caracteristica muito interessante: um algoritmo eficiente que resolva qualquer um dos pro-
blemas desta classe resulta de forma imediata em algoritmos eficientes para todos os problema da classe.

Definimos um problema como a seguir:

Defini¢do 1. Um problema (abstrato) Q é uma relagio bindria que associa um conjunto I de instincias
a um conjunto S de solugies.

Por exemplo:

¢ O problema PATH é uma relagdo que associa cada instancia de um digrafo e dois vértices com um
caminho que contém os dois vértices.

¢ O problema SHORTEST-PATH é uma relagdo que associa cada instancia de um digrafo e dois
vértices com um caminho minimo que contém os dois vértices. Como caminhos minimos nao sao
necessariamente tnicos, uma instancia de um problema pode ter mais de uma solucao.

Neste capitulo trabalharemos essencialmente com problemas de decisdo, que sao problemas cujas res-
postas sao sempre sim ou nao:

Definicao 2. Um problema de decisdo € uma relagio bindria sobre um conjunto I de instancias e um
conjunto bindrio (sim ou ndo) de solugdes.

Assim, podemos ver um problema de decisdo como sendo uma fungdo que associa instdncias em I ao
conjunto de solugoes {0, 1}.



e O problema PATH pode ser visto como um problema de decisao: Dados um digrafo G, e vértices
u e v de GG, determinar se existe um caminho de u para v em G.

Daqui em diante, trataremos apenas de problemas de decisdo, que chamaremos apenas de problemas.

1.1 A classe P

A classe P consiste dos problemas que podem ser resolvidos em tempo polinomial por algoritmos deter-
ministicos.

Afirmagado. PATH estd em P

Prova. Considere o seguinte algoritmo que recebe como entrada um digrafo G e vértices u e v.

1. Marque o vértice u
2. Enquanto existir aresta (a,b) € G com a marcado, e b ndo-marcado, marque b.

3. Se v estd marcado retorne 1, caso contrario retorne 0.

Analise do algoritmo: O laco da linha 2 pode ser executado segundo o algoritmo de busca em lar-
gura, por exemplo, que é linear no tamanho da representagdo do grafo G. As outras linhas do algoritmo
sao executadas apenas uma vez, portanto o algoritmo é polinomial.

1.1.1 Reducao polinomial

A redutibilidade entre dois problemas é uma técnica de projeto de algoritmos muito utilizada para dar
informacoes sobre a dificuldade de problemas. Por exemplo, considere um problema A que queremos
resolver, e suponha que sabemos como resolver um outro problema B. Se for possivel transformar ins-
tancias do problema A em instdncias do problema B com as seguintes caracteristicas:

e A transformacao é feita em tempo polinomial;
¢ As respostas sdo as mesmas para ambas as instancias.

Entao chamamos este procedimento de algoritmo de reducdo, e o0 mesmo nos fornece uma forma de
resolver o problema A a partir do problema B:

¢ Dada uma instdncia a do problema A, usamos o algoritmo de reducdo para transformé-la em uma
instancia 8 do problema B;

¢ Executamos o algoritmo polinomial para a instancia  de B;

e Usamos a resposta de 3 como resposta de a.



Ou seja, podemos assim construir um algoritmo para o problema A. O que podemos concluir a partir
da existéncia de um tal algoritmo de reducao? A existéncia de um algoritmo eficiente para B nos permite
construir um algoritmo eficiente para A, mas também que a nao existéncia de um algoritmo eficiente
para A implica na nao existéncia de um algoritmo eficiente para B. Em outras palavras, o problema B é
tao dificil quanto o problema A, ou ainda, A nao é mais dificil do que B.

Definicao. Dizemos que um problema L; é redutivel polinomialmente ao problema Lo, notagao
Ly <, Lo, se existe uma fun¢do computdvel em tempo polinomial f : {0,1}* — {0,1}* tal que para
todo = € {0,1}*, x € L; se, e somente se, f(x) € La. A fungdo f é chamada de func¢io de redugio, e o
algoritmo polinomial F' que computa a funcao f é chamado de algoritmo de reducdo.

Observe que ao reduzirmos uma linguagem (ou problema) L; para outra linguagem (ou problema)
Lo, queremos que cada instancia de L seja transformada em uma instancia de Lo, isto é, se x € [,
entdo f(z) € La.

Adicionalmente, precisamos que elementos que nao sejam instancia de L; nao sejam levados em Ls:
x & Ly entdo f(x) € Lo, 0 que é equivalente por contraposi¢io a se f(x) € Ly entdo x € L;. Juntando
estas duas informagoes temos a equivaléncia "x € L se, e somente se, f(z) € Ly"da definicdo acima.

Redugbes polinomiais sdo uma ferramenta poderosa que nos permitem provar que outras linguagens
estao em P:

Lema. Sejam Lq, Ly € {0,1}* linguagens tais que L1 <, Lo, entdo Ly € P implica que Ly € P.

Prova. Seja A um algoritmo polinomial que decide a linguagem Lo, e F' um algoritmo de redugédo
polinomial que computa a funcdo de redugdo f. Construiremos um algoritmo A; que decide L; da se-
guinte forma: dado x € {0,1}*, o algoritmo A; inicialmente usa F para transformar x em f(z), e entdo
usa o algoritmo Ay para responder. Note que A; é polinomial ji que tanto Ay quanto F' sdo polinomiais.

Considere o problema 2-SAT, cujas instancias sdo expressoes logicas formadas por conjuncoes de dis-

jungoes de dois literais, onde um literal é uma variavel booleana ou a negacao de uma variavel booleana.
I exem Xpressa uir é uma instanci - :
Por exemplo, a expressao a se é uma instancia de 2-SAT

(33‘1 V _|$2) A\ (_‘331 V _'323) N (.131 \Y 33‘2)

Uma solucdo da instincia acima é uma designagdo de valores booleanos (0 ou 1) para as varidveis
que satisfacam a expressao, ou seja, que retornem 1. Por exemplo, a designagdo 1 =1, zo =1lex3 =0
satisfaz a expressdao acima.

Exercicio. Mostre que 2-SAT € P.

1.2 A classe NP

A classe NP consiste dos problemas que podem ser resolvidos em tempo polinomial por um algoritmo
nao-deterministico.

A ideia é que inicialmente, o algoritmo advinhe uma solucdo (fase ndo-deterministica), e em seguida
esta solugado deve ser verificada em tempo polinomial deterministicamente.

Assim, a forma mais usual de apresentar a classe NP, consiste em considerar os problemas que podem
ser verificados em tempo polinomial por um algoritmo deterministico [1, 4].



Como vimos, em alguns casos é possivel evitar uma abordagem forga bruta e encontrar solugdes po-
linomiais para o problema em questdao. Mas é facil imaginar que isto nem sempre sera possivel.

De fato, veremos que existem diversos problemas interessantes/importantes para os quais solugdes

polinomiais nao foram encontradas até hoje, mas que ainda é possivel verificar em tempo polinomial,
dado um certificado.

1.2.1 Exemplo
O problema de encontrar ciclos Hamiltonianos em (di)grafos tem sido estudado por muito tempo (mais
de 100 anos!). Formalmente, um ciclo Hamiltoniano de um grafo G = (V, E) é um ciclo simples que
contém cada vértice de V, i.e. cada vértice de G ¢ visitado uma tnica vez. Um (di)grafo que contém um
ciclo Hamiltoniano ¢é dito Hamiltoniano.
Denotaremos por HAM-CYCLE o problema de encontrar ciclos Hamiltonianos em (di)grafos.
HAM-CYCLE = {(G) : G é um (di)grafo Hamiltoniano }
Podemos verificar uma possivel solucdo em tempo polinomial: Suponha que um colega te diz que um

(di)grafo G é Hamiltoniano, e como justificativa, fornece uma sequéncia de vértices na ordem que ele diz
formar um caminho Hamiltoniano.

1. Verifique que os vértices dados constituem o conjunto V' dos vértices de G;

2. Verifique que cada par de vértices consecutivos da sequéncia dada corresponde a uma aresta de G.

Como a verificagdo acima pode ser feita em tempo polinomial, temos que HAM-CYCLE € NP.

1.2.2 Exemplo

Um clique em um grafo (ndo dirigido) é um subgrafo onde dois vértices quaisquer estao ligados por uma
aresta. Um k-clique é um clique que contém k vértices. O problema CLIQUE consiste em determinar se
um grafo contém um clique de um tamanho especificado:

CLIQUE = {(G,k) : G é um grafo com um k-clique}
Afirmacao: CLIQUE € NP

O clique ¢ o certificado. Para a entrada ((G, k), ¢)
1. Verifique se ¢ é um subconjunto de G.V de tamanho k;
2. Verifique se G contém todas as arestas que conectam vértices em c;

3. Se ambas as verificagoes podem ser feitas entdo retorne 1, caso contrario, retorne 0.



1.2.3 Exemplo
Afirmagao. 3-SAT <p CLIQUE

Prova. Nos grafos a serem construidos, cliques de um tamanho especifico correspondem a designa-
¢oOes satisfativeis da férmula.

Seja ¢ uma férmula com k clausulas

w=(a1 Vb Ver)A(aaVbaVea) Ao (ag Vb Ver)

A redugado f constréi a codificacio (G, k) onde G é um grafo ndo dirigido dado por:

¢ Os vértices de G sdo organizados em k grupos de 3 vértices cada t1,to,...,t;. Cada tripla ¢; cor-
responde a uma das cldusulas de ¢, e cada vértice na tripla corresponde a um literal da clausula
associada. Marque cada vértice de G com o literal correspondente em . As arestas de G' conectam
todos os vértices exceto:

— vértices contraditérios, como z e —x;

— vértices da mesma tripla.

Afirmacgao: ¢ é satisfativel se, e somente se, G possui um k-clique.

Suponha que ¢ é satisfativel, e portanto cada clausula possui pelo menos um literal verdadeiro.
Em cada tripla em G, selecionamos um vértice correspondente ao literal verdadeiro. Se mais de um
literal for verdadeiro na mesma cldusula, escolhemos um deles aleatoriamente. Os vértices selecio-
nados formam um k-clique: o ntimero de vértices selecionados é k, cada par de vértices selecionado
esta ligado por uma aresta.

Suponha que G possui um k-clique. Nenhum par de vértices do clique ocorre na mesma tripla por-
que vértices da mesma tripla nao sao ligados por arestas. Portanto, cada tripla contém exatamente
um dos vértices do k-clique. Designamos valores para as variaveis de ¢ de forma que cada literal
que marca um vértice assume valor 1 (verdadeiro). Isto é possivel porque vértices contraditérios
nao sao ligados. Esta designacgio de variaveis satisfaz a formula ¢ porque cada tripla corresponde
a um vértice do clique, e portanto cada clausula de ¢ tem valor 1.
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