3. Ariane 5: Um foguete que custou aproximadamente 7 bilhoes de ddlares para ser construido ex-
plodiu no seu primeiro voo em 1996 devido ao reuso sem verificagio apropriada de partes do codigo
do seu predecessor.

Ja deixamos claro que vamos provar muita coisa aqui. Mas o que é uma prova? Uma resposta
possivel "é um argumento feito para convencer alguém"[24]. O problema deste argumento é que pessoas
diferentes podem ter compreensdes distintas sobre o argumento, de forma que o argumento pode ser uma
prova para uma pessoa, mas nao para a outra... estranho, ndo? Uma defini¢do geral e abstrata para
a nocao de prova ndo é uma tarefa facil, mas forneceremos uma definicao precisa em um contexto mais
restrito, a saber, o da légica simbdlica[ll, 26].



Capitulo 2

Heapsort

Exercicio:

Ordene os n elementos de um vetor A[l..n] da seguinte forma: encontre o maior elemento de A e troque
este elemento com o elemento A[n]. Em seguida, encontre o maior elemento de A[l..n — 1] e troque este
elemento com A[n — 1], e assim por diante até que o vetor A esteja ordenado.

Escreva o pseudocddigo do seu algoritmo.

Solugao forga-bruta:

1 for ¢« = n downto 2 do

2 max < 1i;

3 for j =i —1 downto 1 do
4 if A[j] > Almaz] then
5 ‘ mazx < j;
6 end

7 end

8 swap A[i] and A[max];
9

end

Algoritmo 1: selection-sort(A)

1. Andlise assintotica:

T(n):z_: 3 1:2_:(71—2'):2_22': w:(a(n%.
1=1 j=i+1 =1 =1

2. A corre¢do pode ser provada a partir da seguinte invariante:

Antes de cada iteragao do lago for indexado por ¢ (linhas 1-8), o subvetor A[i+ 1..n] estd ordenado
e contém os (n — ¢) maiores elementos do vetor A.

O algoritmo Heapsort

Estudaremos um novo algoritmo de ordenacao baseado em comparacao de chaves, mas bem diferente
dos algoritmos (insertion sort e mergesort) vistos anteriormente. Este novo algoritmo, conhecido como
heapsort, possui tempo de execucdo O(n.logn), como mergesort, e o processo de ordenagio é feito in
place (como em insertion sort). Portanto heapsort combina as vantagens de insertion sort e mergesort.
A estrutura de dados utilizada por este algoritmo é conhecida como heap:



DEF. Um heap (bindrio) T é uma estrutura de dados que corresponde a uma &rvore bindria com
chaves associadas aos nds, sendo uma chave por né, que satisfaz as seguintes condigoes:

1. T é uma arvore binaria completa em todos os niveis, exceto possivelmente o tltimo nivel;

2. Todos os caminhos para uma folha do tltimo nivel estdo a esquerda de todos os caminhos para
uma folha do pentultimo nivel;

3. A chave de cada né é maior ou igual do que a chave dos seus filhos.

Os itens 1 e 2 da defini¢do acima caracterizam a chamada de propriedade do corpo do /heap.
O item 3 corresponde a propriedade de heap (de méximo).

Segundo a propriedade 2, uma enumeracdo dos nés de um heap deve comecar de cima para baixo,
i.e. a partir da raiz do heap, e da esquerda para a direita.

Assim, em um heap o né mais a direita pode ter apenas um filho & esquerda, mas ndo pode ter
somente um filho a direita.

Todos os outros nds internos possuem dois filhos.

1. Exemplo 1

A figura abaixo é um heap de méaximo:

N
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DEF. Um heap (binario) T' é uma estrutura de dados que corresponde a uma drvore bindria com
chaves associadas aos nés, sendo uma chave por no, que satisfaz as seguintes condigoes:

(a) T é uma &rvore bindria completa em todos os niveis, exceto possivelmente o tltimo nivel;

(b) Todos os caminhos para uma folha do Gltimo nivel estdo & esquerda de todos os caminhos
para uma folha do peniltimo nivel;

(¢) A chave de cada né é maior ou igual do que a chave dos seus filhos.

2. Exemplo 2

A figura abaixo nao é um heap de mdzimo porque nao satisfaz a propriedade 3:

N\,
AN



DEF. Um heap (bindrio) T é uma estrutura de dados que corresponde a uma drvore bindria com
chaves associadas aos nés, sendo uma chave por no, que satisfaz as seguintes condigoes:

(a) T é uma 4rvore binaria completa em todos os niveis, exceto possivelmente o tltimo nivel;

(b) Todos os caminhos para uma folha do tltimo nivel estdo a esquerda de todos os caminhos
para uma folha do pentltimo nivel;

(c) A chave de cada n6 é maior ou igual do que a chave dos seus filhos.

3. Exemplo 3

A figura abaixo nao é um heap porque nao satisfaz a propriedade 1:
10

/N

8 3

5

DEF. Um heap (bindrio) T' é uma estrutura de dados que corresponde a uma drvore bindria com
chaves associadas aos nés, sendo uma chave por no, que satisfaz as seguintes condigoes:

(a) T é uma drvore bindria completa em todos os niveis, exceto possivelmente o Gltimo nivel;

(b) Todos os caminhos para uma folha do ltimo nivel estdo & esquerda de todos os caminhos
para uma folha do peniltimo nivel;

(¢) A chave de cada n6 é maior ou igual do que a chave dos seus filhos.

4. Propriedades

A grande vantagem da estrutura de heap é que ela permite a implementagdo das operagdes de
inser¢ao de um novo elemento (ou uma nova chave), e extracdo do maior elemento (maior chave)
em tempo logaritmico.

Note que em um vetor (ou em uma lista), a inser¢do pode ser feita em tempo constante, mas a
extragdo do maior elemento vai exigir, no pior caso, uma busca em todo o vetor (ou lista), o que
tem custo linear.

A estrutura de heap suporta simultaneamente as duas operagoes, e como veremos, de forma assin-
toticamente mais eficiente do que em listas ou vetores.

(a) Implementagdo em vetores
Um heap binario pode ser implementado como um subvetor de um vetor A, onde somente os
elementos em A[l..A.heap-size] (0 < A.heap-size < A.length) sdo elementos vélidos do heap.
A raiz do heap é A[l1], e dado o indice i de um né, o indice do filho a esquerda (resp. direita) é
2i (resp. 2i + 1), enquanto que o indice do né correspondente ao pai do né de indice ¢ é igual

a |i/2].



Alguns autores chamam a estrutura definida acima de heap de méximo (ou maz-heap), isto é,
um heap onde todo né ¢ diferente da raiz é tal que A[[i/2]] > A[i]. Analogamente, podemos
definir um heap de minimo (ou min-heap) considerando que todo né i diferente da raiz é tal
que A[[i/2]] < A[i].

Desta forma, o maior (resp. menor) elemento de um maz-heap (resp. min-heap) é armazenado
na raiz, e a subarvore com raiz em um determinado né contém apenas valores que sdo menores
ou iguais (resp. que sdo maiores ou iguais) ao valor deste né.

5. O algoritmo Build-Max-Heap

O algoritmo Heapsort utiliza maz-heaps, e portanto o primeiro passo do algoritmo sera transformar
o vetor A em um max-heap. Este trabalho é feito pelo algoritmo a seguir:

1 Al.heap-size « A.length for i = | A.length/2] downto 1 do
2 ‘ Max-Heapify(A,i);
3 end

4
Algoritmo 2: Build-Max-Heap(A)

(a) Mostre que na representagio vetorial de um heap com n elementos, as folhas sdo os elementos
do vetor com indices |n/2] + 1, [n/2] +2,...,n.

6. O algoritmo Max-Heapify

O algoritmo Build-Max-Heap constréi o maz-heap de baixo para cima a partir do primeiro vértice
que nao é uma folha, e o algoritmo Max-Heapify(A,i) reconstréi um maz-heap a partir de uma
arvore cuja raiz A[i] seja o tnico elemento que precise ser reposicionado, ou seja, as subarvores
com raiz A[2i] e A[2i + 1] j& s@o maz-heaps:

I+ 2i;
r2i+1;
if | < A.heap-size and A[l] > A[i] then
‘ largest < ;
end
else
‘ largest < 1;
end
if » < A.heap-size and Alr] > Allargest] then
‘ largest + r;
end
if largest # i then
exchange A[i] with Allargest];
Max-Heapify(A,largest);

© 00 g O oh W N
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end
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Algoritmo 3: Max-Heapify(A,q)

(a) Complexidade de Max-Heapify

i. Mostre que, em um heap com n elementos e raiz Ali], cada uma das subdrvores com raiz
em 2i e 2i + 1 tém, no méximo, 2n/3 elementos.

Considerando o fato estabelecido no exercicio anterior, temos que o tempo de execucao de
Max-Heapify é dado pela recorréncia



T(n) < T(2n/3) + ©(1) (2.1)

que, pelo teorema mestre, tem soluciao O(lgn).

Teorema Mestre:
Seja T'(n) uma fungao eventualmente nao-decrescente que satisfaz a recorréncia

- bk L
T(n) =a.T(n/b)+ f(n), paran=>0"k=1,23,... ondea > 1b>2cc>0. Se

T(l)=c
f(n) = ©(n4), onde d > 0, entdo
O(n'°#r ), sea > b?
T(n) =< O(nllgn), sea=>bl
O(n?), se a < bl

(b) Complexidade de Build-Max-Heap

1 A heap-size = A.length;
2 for i = | A.length/2| downto 1 do
3 ‘ Max-Heapify(A,i);
4 end
Algoritmo 4: Build-Max-Heap(A)
Qual o tempo de execuc¢io do procedimento Build-Max-Heap(A)? Temos a seguinte cota su-
n/2 n/2
perior, considerando um heap com n elementos: Z O(lgn) = O(lgn. Z 1) =0(lgn.(n/2) =
i=1 i=1

O(n.lgn).

i. Uma cota mais precisa para Build-Max-Heap
A cota O(n.lgn), apesar de correta, ndo é a mais precisa que podemos encontrar. De
fato, se observarmos que:

A. A altura de um heap contendo n elementos é igual a |[lgn|.
B. Um heap com n elementos possui, no maximo, [n/2"*1] nés com altura h.

Entéo, observando que Max-Heapify tem complexidade O(h) quando executado em um

né de altura h, concluimos que o tempo de execucao de Build-Max-Heap( A \)), assu-
llgn]

mindo que A possui n elementos, tem a seguinte cota superior: Z [n/2h+1] -0(h) =

h=0
llgn] llgn] S
O(n. Z [h/2"]) = O(n), pois Z h/2" < Zh/Qh, que por sua vez converge.
h=0 h=0 h=0

Assim, um heap pode ser construido em tempo linear.

(¢) A corregao de Build-Max-Heap
Prove a seguinte invariante de lago, e conclua que o algoritmo Build-Max-Heap é correto:

No inicio de cada iteracdo do laco for (linhas 2-4),
cada no6 nas posicoes i + 1,9+ 2 ... n é a raiz de um mazx-heap.

7. O algoritmo principal

O algoritmo heapsort recebe como argumento um vetor A qualquer contendo n > 0 elementos, e
inicialmente o transforma em um maz-heap. Neste momento, sabemos que a raiz do heap contém



o maior elemento do vetor A, que pode entdao ser movido para sua posicao correta. Em seguida,
decrementamos o tamanho do heap em uma unidade, e repetimos o processo:

1 Build-Max-Heap(A);

2 for i = A.length downto 2 do
exchange A[l] with A[i];
A.heap-size = A.heap-size - 1;
Max-Heapify(A,1);

end

(=B SN

Algoritmo 5: Heapsort(A)

(a) A complexidade de Heapsort

1 Build-Max-Heap(A);

2 for i = A.length downto 2 do
exchange A[l] with A[i];
A heap-size = A.heap-size - 1;
Max-Heapify(A,1);

end

[=2 I BN

Algoritmo 6: Heapsort(A)
A complexidade de Heapsort(A4) no pior caso, se A é um vetor com n > 0 elementos, é
O(n) + " 0(gn) = O(n) + O(lgn. Y 1) = O(n) + O((n — 1).1gn) = O(n.lgn).
i=2 i=2
(b) A corregdao de Heapsort
1 Build-Max-Heap(A);
2 for i = A.length downto 2 do
exchange A[1] with A[i];
A.heap-size = A.heap-size - 1;
Max-Heapify(A,1);
end

[=2 2 S N

Algoritmo 7: Heapsort(A)

Prove a correcao do algoritmo Heapsort utilizando a seguinte invariante:

No inicio de cada iteragdo do lago for (linhas 2-6), o subvetor A[1..i] é um maz-heap que con-
tém os ¢ menores elementos do vetor A[1..n], e o subvetor A[i 4+ 1..n] estd ordenado e contém
os (n — ¢) maiores elementos do vetor A[l..n].

(c¢) Leituras recomendadas

i. Capitulo 6 do livro do Cormen (Introduction to Algorithms);

ii. Capitulo 6 do livro do Levitin (Introduction to the Design and Analysis of Algorithms).

Filas de prioridade

Fila de prioridade é uma estrutura de dados que armazena elementos com base na sua prioridade, ga-
rantindo que elementos com maior prioridade sejam atendidos primeiro.

Assim, cada elemento aparece associado a um valor que é a sua prioridade.

As operacgoes bésicas de uma fila de prioridade sao:



1.

2.

1.

remove: remove o elemento com maior prioridade da fila;

insert: insere um novo elemento na fila.

Filas de prioridade em listas

Podemos construir uma fila de prioridades utilizando listas:

Em uma lista (qualquer) contendo n elementos,

e a inser¢do (na primeira posigao) tem complexidade constante: O(1).

e aremocao de um elemento arbitrario tem complexidade linear ja que pode ser necessario per-
correr toda a lista: ©(n).

Em uma lista ordenada contendo n elementos,

« a inserc¢do tem complexidade linear: O(n).

e aremocdo de um elemento arbitrdrio tem complexidade constante: O(1).

Filas de prioridade em heaps

Uma das principais aplicagoes da estrutura de heap consiste na implementacao de filas de priori-
dade, j& que tanto a inser¢ao quanto a remoc¢ao podem ser implementados em tempo logaritmico.

(a) Remogao
A remocéo do elemento com maior prioridade é feita em tempo constante, mas em seguida o
heap precisa ser reconstruido via o algoritmo Max-heapify que tem complexidade O(lg(n)).

N
N

/\
/\

i. remove(A)

10



(5,8) (c,3)
/ \
(d,7) (e,5)
(e,5)
/ \
(5,8) (c,3)
/

(d,7)

1 max + A[l];

2 exchange A[1] with A[n];
3 A.heap-size « (n — 1);

4 Max-Heapify(A,1);

5 return max;

Algoritmo 8: remove(A[l..n))
(b) Insergdo

(a,10)

N\

\ (¢,3)
_

(d,7) (e;5)(f,2)

1 Asize < (n+1);

2 k< (n+1);

8 Alk] < (z,9);

4 while k> 1 and A[|k/2]] < A[k] do

5 exchange A[|k/2]] with A[k];
6 k<« |k/2];
7 end

Algoritmo 9: insert((z,y), A[1..n])
i. Exercicio

Prove que o algoritmo insert é correto.



N o kA W=

Asize + (n+1);
k< (n+1);
A[k] «— (%y);
while k > 1 and A[|k/2]] < A[k] do
exchange A[|k/2]] with A[k];
k<« |k/2];
end
Algoritmo 10

12

: insert((x,y), A[1..n])



Capitulo 3

Cota inferior para algoritmos de
ordenacao baseados na comparacao
de chaves

Queremos estabelecer uma cota inferior para algoritmos baseados na comparaciao de chaves. Para fa-
cilitar a andlise, assumiremos que os elementos a serem ordenados sdo distintos. A execuc¢do de um
algoritmo qualquer de ordenagdo pode ser simulada por meio de uma arvore binaria, chamada de arvore
de decisao.

Considere o vetor [x1,x2,...,%,] que queremos ordenar. Cada né da drvore de decisdo tem duas
formas possiveis:

1. Uma folha da forma (iy,1s,...,1,) indicando que a ordenagdo foi finalizada, e neste caso,
o vetor ordenado é [x;,, Z;,, . . ., Z;, | que corresponde a uma permutagio do vetor original [z1, o, . . ., 2]

2. Um n6 interno (i : j) que corresponde & operagdo que compara x; com ;. Neste caso, este n6 tem
dois filhos:

(7:2) (7 :2)

3.0.1 Exemplo

Por exemplo, a arvore de decisdo para o algoritmo insertion sort em um vetor com 3 elementos tem a
seguinte forma:

13
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(1,3,2) (3,1,2) (2,3,1) 3,2,1)

3.0.2 Conclusoes

O primeiro ponto a ser observado é que a arvore de decisdo de um algoritmo correto deve conter pelo
menos n! folhas, uma para cada possivel permutacao da entrada. De fato, se alguma permutacdao nao
puder ser gerada, entdo o algoritmo pode falhar para esta permutacao.

O ntmero de nés internos em um caminho da raiz até uma folha da arvore de decisao corresponde ao
numero de comparagoes realizadas pelo algoritmo. Assim, o caminho mais longo da raiz até uma folha
(altura da arvore) nos fornece o comportamento do algoritmo no pior caso.

Sabemos que uma arvore binaria de altura h possui, no maximo, 2" folhas (4drvore binaria completa).

Entdo, o ntimero de folhas da &rvore de decisdo, digamos I, tem que ser pelo menos n!, e no méximo, 2".

n! <1< 2 = h >lg(n!) = O(n.lg(n)))

Exercicios:

1. Mostre que lg(n!) = O(n.1g(n))
2. Mostre que lg(n!) = Q(n.1g(n))

3. Como vocé ordenaria um vetor finito contendo apenas Os e 1s? Qual a complexidade da sua solugao?

14



Capitulo 4

Ordenacao em tempo linear

Nesta secao veremos uma outra forma de ordenacdo baseada na ideia de contagem. O que precisamos
fazer é contar, para cada elemento a ser ordenado, o nimero total de elementos que sdo menores do que
ele e guardar este resultado em uma tabela. Os valores da tabela indicarao a posicdo dos elementos na
lista ordenada. Por exemplo, se existem 6 elementos menores do que o elemento z, entdo = deve ser
colocado na sétima posicdo do vetor ordenado. Desta forma podemos ordenar um vetor simplesmente
deslocando os elementos para a posi¢ao correta. O pseudocddigo a seguir implementa esta ideia:

1 let C[0..n — 1] be a new array;
2 fori=0ton—1do

3 | C[i] « 0;

4 end

5 fori=0ton—2do

6 for j=i+1ton—1do
7 if Afi] < A[j] then
8 | Cll«Cll+1
9 end

10 else

11 | Cli] « Cli| + 1;
12 end

13 end
14 end

15 for i =0 ton—1do
16 | BICIi]] + Alil;
17 end
18 return B;
Algoritmo 11: comparison-counting-sort(A[0..n — 1])

Qual é a complexidade desta abordagem? Que vantagens/desvantagens vocé pode apresentar?

4.0.1 Intervalo conhecido

No entanto, podemos utilizar a ideia da contagem de forma mais eficiente se os elementos a serem orde-
nados forem "conhecidos".

Por exemplo, se o vetor a ser ordenado contém apenas 0s e 1s entdo podemos utilizar esta informagao
para fazer a ordenagdo sem a necessidade de fazer comparagdes porque com uma Unica passagem sobre
o vetor podemos obter o niimero k de 0s, e assim retornar o vetor contendo Os da posicao 0 até k — 1, e
1s da posi¢ao k em diante.

15



De uma forma mais geral, se os elementos a serem ordenados s@o inteiros entre [ e h entdo podemos
computar a frequéncia de cada um destes elementos, e armazend-las em um vetor, digamos C[0..h — ],
de forma que as primeiras C[0] posigdes do vetor ordenado serdo preenchidas com [, as C[1] posi¢oes
seguintes com [ + 1, e assim por diante.

Observe que se os elementos do vetor original ndo puderem ser sobrescritos entdo precisaremos de
um novo vetor (espago adicional) para escrever o vetor ordenado.

4.0.2 Counting sort

O pseudocodigo a seguir, assume que cada um dos n inteiros a serem ordenados estdo no intervalo entre

leh.

1 let C[0..h — ] be a new array;
2 fori=0toh—1[1do

3 | Cli] < 0;

4 end

5 fori=0ton—1do

6 ‘ C[Ali] = 1] + C[A[:] =]+ 1;
7 end

8 for j=1toh—1do

o | Clj] « Clj] + 0l — 1)
10 end

11 for i =n — 1 downto 0 do

12 | j« Al -1

18 | BICY] - 1] Ali):

1 | Cll<Cljl-1;

15 end

16 return B;

Algoritmo 12: counting-sort(A[0..n — 1],1, )

Qual é a complexidade deste algoritmo?

Por simplicidade denotaremos k& = h — [, ou seja, k denota o tamanho do intervalo que contém os
elementos a serem ordenado. Assim, o lago for das linhas 2-4 é executado em tempo O(k), o lago das
linhas 5-7 em tempo ©(n), o lago das linhas 8-10 em tempo O(k), e por fim o lago das linhas 11-14
em tempo O(n), o que perfaz um total de ©(n + k). Assumindo que k = O(n), temos que o tempo de
execugdo de counting-sort ¢ ©(n).

4.0.3 Radix Sort

O algoritmo radix sort ordena uma sequéncia de inteiros com d digitos cada, em tempo linear. Ele utiliza
um algoritmo auxiliar, que precisa ser estavel, para ordenar a sequéncia de inteiros do digito menos sig-
nificativo para o mais significativo. Podemos utilizar counting-sort, por exemplo, como algoritmo auxiliar.

1 fori=1 toddo
2 use a stable sort algorithm to sort array A on digit i;
3 end
Algoritmo 13: radix-sort(4, d)
Teorema
Dados n niimeros com d digitos, que por sua vez podem assumir até k valores, radix-sort ordena corre-
tamente

16



estes niimeros em tempo O(d.(n+k)), se o algoritmo auxiliar estdvel tem complexidade de tempo ©(n+k).

Definicao
Um algoritmo de ordenagao é dito estdvel se nao altera a posicao relativa dos elementos que tém o mesmo
valor.

Exercicio
Prove que o algoritmo counting-sort é estavel.

Exercicio
Prove que o algoritmo mergesort é estéavel.

Exercicio
Prove que o algoritmo insertion sort é estavel.

Exercicio

Mostre como podemos ordenar n inteiros contidos no intervalo de 0 a n? — 1 em tempo linear, ou seja,

em O(n).
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Capitulo 5

Algoritmos Gulosos

Nesta secao, exploraremos uma poderosa técnica para resolver problemas de otimizagao: os algoritmos
gulosos (greedy algorithms). Esses algoritmos seguem uma estratégia bastante intuitiva: a cada passo,
eles fazem a escolha que parece mais vantajosa no momento (escolha localmente ¢tima), com o objetivo
de alcangar uma solugao globalmente 6tima. No entanto, nem sempre essa abordagem garante o melhor
resultado final, e entender quando ela é aplicavel é fundamental.

Para ilustrar melhor o conceito, comegaremos com um exemplo pratico antes de detalharmos a técnica
em si. Dessa forma, vocé poderd observar como a estratégia gulosa funciona na pratica e quais sdo suas
caracteristica essenciais.

5.0.1 Exemplo

Consideraremos o Problema da Alocagao de Atividades: Dado um conjunto finito de atividades
S ={ai,as,...,a,} tais que cada atividade a; possui:

e horéario de inicio s;;
e horario de término t;, com 0 < s; < t; < oo para 1 <i <n.

Assim, uma atividade, digamos a;, utiliza o recurso no intervalo [s;,t;). O objetivo é selecionar o
nimero maximo de atividades mutuamente compativeis de S. Duas atividades distintas a; e a; sdo ditas
compativeis se seus intervalos ndo se sobrepdem, ou seja, s; > t; ou s; > t;.

Assumiremos que as atividades estdo ordenadas em ordem crescente de horario de término: t; < to <
... < t,. Por exemplo,

i1 23456 7 8 9 10 11
i/l 305 35 6 8 8 2 12
;|45 6 7 9 9 10 11 12 14 16

Exemplos de subconjuntos de atividades mutuamente compativeis sdo {as,ag, a11}, {a1,a4,as,a11}
(S {112, a4, ay, all}-

Como no caso de programacgao dinamica, os algoritmos gulosos devem satisfazer propriedade da
subestrutura 6tima, permitindo que solugoes 6timas de subproblemas sejam combinadas para resolver
o problema original.
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Para mostrarmos que o problema da alocagao de tarefas satisfaz a propriedade da subsestrutura
6tima, denotaremos por S;; o subconjunto de S contendo as atividades que iniciam apés a atividade
a; terminar, e terminam antes da atividade a; comegar. Queremos encontrar o conjunto maximo de
atividades compativeis de S;;, que denotaremos por A;;. Se A;; possui a atividade aj entéo:

o Devemos resolver o subproblemasS;;, (atividades entre a; e ag), ou seja, devemos encontrar o con-
junto A;g;

o Devemos resolver o subproblemaSy; (atividades entre a; e a;), ou seja, devemos encontrar o con-
junto Ag;.

Afirmacao: Uma solucdo 6tima A;; contém necessariamente solucoes 6timas para os subproblemas
Sik e Skj.

Prova. Suponha que exista um subconjunto A;i)j com mais atividades que Ay, ou seja, tal que |A§€j| >
|Ak;|. Entdo poderfamos usar Aj; no lugar de Ay; e terfamos [Ap| + A} ;[ +1 > [Aig|+[Ag;| +1 = [Ay]
o que contradiz a suposi¢ao de que A;; é uma solucdo 6tima. Um argumento andlogo pode ser utilizado
para A;g. O

A ideia central da estratégia gulosa consiste em fazer a escolha 6tima local ao invés de explorar todas
as possibilidades como acontece em programacao dindmica. Isso faz com que a estratégia gulosa reduza
drasticamente a complexidade do problema.

Para o problema da alocacao de atividades, a melhor escolha local consiste em selecionar a atividade
que termina primeiro, pois ela libera recurso o mais cedo possivel (usa o recurso de forma minima),
maximizando o tempo disponivel para as demais atividades. Considerando que as atividades estao or-
denadas crescentemente de acordo com o horario de término, a escolha gulosa seria a;. Note que ao
fazermos uma escolha gulosa passamos a ter apenas um novo subproblema para resolver. Denotaremos
por Sg = {a; € S| s; >t} o conjunto das atividades que iniciam depois do término da atividade ay.
Assim, fazendo a escolha gulosa a1 teremos apenas o subproblema S; para ser resolvido. O subproblema
S1 é obtido eliminando todas as atividades que conflitam com a;. A ideia é entdo construir uma solugao
6tima para S; e utiliza-la na construgdo da solugdo étima do problema original. A questdo que surge é:
Esta ideia funciona? Ela esté correta?

Afirmacgao: Se Sy é um subproblema nao vazio e a,, é a atividade em S; com o menor tempo de
término, entdo a,, faz parte de alguma solucdo 6tima para Sj.

Prova. Seja A; uma solucdo 6tima para Si. Se a,, € Ax entdo a afirmagdo estd correta. Caso
contrario, seja a; a atividade em Ay que termina primeiro, ou seja, a; ¢ tal que t; ¢ o menor valor de
término em Ay. Como t,, < ¢;, a substituicao de a; por a,, ndo causa conflitos com as outras atividades
em Ay. Assim, A} = Ay — {a;} U{ax} também é uma solugdo 6tima e contém a,,. O

Algumas consideragées:
1. A estratégia gulosa nem sempre produz uma solucao étima;
2. Para aplicar a estratégia gulosa devemos observar 2 pontos:

(a) O subproblema deve possuir a propriedade da subsestrutura étima, e;

(b) O subproblema deve possuir a propriedade da escolha gulosa: escolhas locais 6timas le-
vam a uma solucao global 6tima.
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5.0.2 Exercicios

1. Counsidere o problema da alocacdo de atividades visto anteriormente e trés algoritmos gulosos ba-
seados nas seguintes regras:

(a) selegdao da atividade que inicia primeiro;
(b) selegao da atividade que tem menor duragéo;

(c) selecdo da atividade que termina primeiro.

Para cada um destes algoritmos, mostre que ele sempre produz uma solugdo étima ou apresente
um contraexemplo.

2. Considere um sistema monetério com moedas de valores {1, 5,10, 25}.

(a) Utilize a estratégia gulosa (selecio da maior moeda possivel) para dar um troco de 36 com o
menor numero possivel de moedas.

(b) Mostre que a estratégia gulosa é Gtima para este sistema monetario.

(c¢) Agora suponha que as moedas disponiveis sdo {1,4,5}. A estratégia gulosa ainda funciona
para dar um troco de 87 Justifique.

3. Considere o problema da mochila booleana (ou problema da mochila 0-1): Dado um conjunto de
n objetos com peso w; e valor v; 1 < i < n, e uma mochila com capacidade de carregar o peso W,
onde W, w; e v; sdo inteiros para 1 < ¢ < n, quais objetos devem ser colocados na mochila para que
o valor total seja maximo? Mostre que a estratégia gulosa nao resolve este problema, e construa
uma solucao utilizando programagao dindmica para este problema.

4. Considere o problema da mochila fracionaria: Considere n objetos com peso w; e valor v; 1 < i < n,
e uma mochila com capacidade de peso W, de forma que fracoes de cada objeto podem ser sele-
cionadas. Que fracdo de cada objeto deve ser colocada na mochila de modo a maximizar o valor

n n
total? Em outras palavras, selecione fragoes f; € [0, 1] dos itens tais que Z fiw;, <We Z fivi
i=1 i=1
é maximo. Mostre que este problema possui a propriedade da escolha gulosa.

5.0.3 Leituras complementares

1. [6] (Capitulo 16)
2. [14] (Capitulo 9)
3. [4] (Capitulo 6)

4. Comparativo entre a estratégia gulosa e a programacgdo dindmica para o problema do troco com
sistemas de moedas canoénicos, Lucas V. Mattioli, TCC UnB, 2018.

20



5.0.4 Algoritmos gulosos em grafos

um grafo G é um par (V, E), onde V é o conjunto de vértices, e E é o conjunto de arestas. Quando as
arestas do grafo sdo dirigidas, falamos em digrafo. A seguir, apresentamos um exemplo de um digrafo a

esquerda, e um grafo a direita:

%@ ¢ oo

Do ponto de vista formal, temos as seguintes defini¢oes:

Um grafo (ndo dirigido) G é um par (V, E) onde V' é um conjunto finito ndo-vazio, e E é um conjunto
de pares ndo-ordenados de elementos de V. Em grafos nao-dirigidos arestas de um vértice para ele mesmo
(auto-loop) sdo proibidas, e portanto toda aresta liga dois vértices distintos.

Um digrafo (ou um grafo dirigido) G é um par (V, E) onde V é um conjunto finito ndo-vazio, e F é
uma relacdo binaria sobre V. Em digrafos auto-loops sdo permitidos.

Dado um grafo G = (V, E), a versdo dirigida de G é o digrafo G’ = (V,E’) onde (u,v) € E’ se, e
somente se (u,v) € E, isto é, substituimos cada aresta (u,v) € E pelas duas arestas dirigidas (u,v) e
(v, u) na versao dirigida.

Dado um digrafo G = (V, E), a versdo nao-dirigida (ou o grafo associado) de G é o digrafo G’ = (V, E’)
onde (u,v) € E’ se, e somente se u # v e (u,v) € E, ou seja, a versao nao-dirigida de um grafo é cons-
truida removendo a direcao das arestas e os auto-loops.

5.0.5 Representacao de grafos

Existem duas formas bastante comuns para representar um (di)grafo G = (V, E): matriz de adjacéncias
ou listas de adjacéncias. As duas representagoes se aplicam a grafos e a digrafos.

A representagio de um grafo G = (V, E) por listas de adjacéncias consiste de um vetor Adj de |V]|
listas, uma para cada vértice em V. Para cada u € V, a lista de adjacéncias Adj[u] contém todos os
vértices v tais que (u,v) € E, ou seja, contém todos os vértices adjacentes a u em G. Escreveremos
G.Adj[u] para se referir a lista Adj[u] de G.

Se G é um digrafo entdo a soma dos comprimentos de todas as listas de adjacéncias é igual a |E|, j&
que uma aresta (u, v) é representada por uma ocorréncia de v em Adj[u]. Se G for um grafo (nao-dirigido)
entdo a soma dos comprimentos de todas as listas de adjacéncias é igual a 2|F| pois uma aresta (u,v) é
representada pela ocorréncia de v em Adj[u], e pela ocorréncia de u em Adj[v]. Em ambos os casos, a
representacao por listas de adjacéncias utiliza espago da ordem de ©(V + E), ou seja, linear no tamanho
da representacao do grafo. Esta representacdo nao é adequada para grafos densos, mas é adequada para
grafos esparcos, isto é, grafos com "poucas'arestas.

Uma desvantagem das listas de adjacéncias é que elas nao fornecem uma forma rapida de determinar

se a aresta (u,v) estd ou ndo no (di)grafo. Para isto precisamos procurar por v em Adju]. A represen-
tagdo por matrizes de adjacéncias contorna este problema a um custo assintoticamente maior de espaco.
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A representagio de um grafo G = (V, E) por matrizes de adjacéncias assume uma enumeracao (qual-
quer) 1,2,...,|V| dos vértices de G, e consiste de uma matriz A = (a;;) de dimenséo |V| x |V] tal que

1, se(i,j)erE

i = { 0, caso contrério. (5.1)

A representagdo por matrizes de adjacéncias requer espago da ordem de ©(V?), independentemente
do nimero de arestas do grafo. Esta representacdo nao é adequada para grafos esparcos, mas é adequada
para grafos densos (E = ©(V?)).

Diversas definigoes coincidem para grafos e digrafos, mas algumas diferencas podem ocorrer depen-
dendo do contexto. Por exemplo, se (u,v) é uma aresta de um digrafo G = (V, E) entao dizemos que
(u,v) sai de u, e entra (ou incide) em v. J& quando (u,v) é uma aresta de um grafo, dizemos que (u,v)
incide em w e v.

O grau de um vértice em um grafo é o nimero de arestas que incidem sobre ele. Um vértice de grau
0 ¢é dito isolado. Em um digrafo, o grau de saida (resp. grau de entrada) de um vértice é o nimero de
arestas que saem (resp. chegam) neste vérice. O grau de um vértice em um digrafo é a soma dos seus
graus de saida e entrada.

Se (u,v) é uma aresta do (di)grafo G = (V, E) entdo dizemos que v é adjacente a u. Note que a
relagdo de adjacéncia é simétrica em grafos, mas ndo em digrafos. De fato, se um digrafo G = (V, E)
possui a aresta (u,v), mas nao possui a aresta (v,u) entdo v é adjacente a u, mas u nao é adjacente a v.

Um grafo (ndo-dirigido) é dito completo se qualquer par de vértices é adjacente.

Um caminho de comprimento k de um vértice u para um vértice v em um grafo G = (V, E) é uma

sequéncia (vg,v1,...,vg) de vértices tal que vo = u e vy, = v, e (v;—1,v;) € Eparai=1,2,...,k. O
comprimento de um caminho é o ntimero de arestas deste caminho. Existe sempre um caminho de com-
primento 0 de u para u, qualquer que seja o vértice u. Um subcaminho de um caminho p = (v, v1,...,vx)

é uma sequéncia contigua dos vértices de p, isto é, quaisquer que sejam 0 < i < j < k, a subsequéncia
de vértices (v;, Vit1,...,v;) é um subcaminho de p.

Quando existe um caminho p de u para v, dizemos que v é alcangavel a partir de u, o que normalmente
4, p s e .
é denotado por u ~~ v, quando o grafo é dirigido.

Um caminho ¢ dito simples se todos os vértices no caminho sao distintos.

A definicao de ciclos em grafos requer cuidado porque difere para grafos e digrafos. Em um digrafo,
um ciclo é um caminho nao-nulo, ou seja, de comprimento estritamente maior do que 0, tal que o primeiro

e o ultimo vértices sao idénticos. Em um digrafo, um caminho (vg,v1,...,vx) forma um ciclo se vy = v,
e este caminho possui pelo menos uma aresta. Dois caminhos (vg, v1, ..., Vx—1,v0) € (U, V], ..., V)_1,0))
formam o mesmo ciclo se existir j tal que v; = vV(i4j) mod & Para i = 0,1,...,k — 1. Um auto-loop ¢é

um ciclo de comprimento 1, e um digrafo sem auto-loops é dito simples. Em um grafo, as defini¢bes
sao similares, mas existe um requerimento adicional de que se qualquer aresta aparece mais de uma vez,
entdo ela aparece com a mesma orienta¢do: em um caminho (vg,v1,...V5_1,Vk), S€ V; = T € Vip1 = Y
para 0 < i < k, entdo ndo pode existir j tal que v; = y e vj41 = x. Um ciclo é dito simples se seus
vértices sdo distintos. Um (di)grafo sem ciclos ¢é dito aciclico.

Um grafo aciclico é chamado de floresta (ndo-dirigida), e se o grafo for conexo entdo é chamado de
drvore (livre ou ndo-dirigida). Um digrafo aciclico é normalmente abreviado por DAG. Nenhuma condi-
¢ao de conectividade é assumida em DAGs.

Um caminho eulerianos em um (di)grafo conexo G é um caminho que percorre cada aresta apenas

uma vez, mas vértices podem ser visitados mais de uma vez. Um caminho hamiltoniano em um (di)grafo
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G é um caminho simples que contém cada vértice de G. Um ciclo hamiltoniano em um (di)grafo G é um
ciclo simples que contém cada vértice de G.

Note que em um ciclo hamiltoniano cada vértice do (di)grafo é visitado um tnica vez. Em um grafo
(ndo dirigido) um caminho (vg,vy,...,vg) forma um ciclo se k > 3 e vg = vg.

A definicao de conectividade exige mais cuidado porque difere entre grafos e digrafos:

o Um grafo é dito conezo se para cada par de vértices v e w, existe um caminho entre v e w, ou seja,
se qualquer vértice é alcancdvel a partir de todos os outros. As componentes conexas de um grafo
séo as classes de equivaléncia dos vértices sob a relagao “é alcancdvel a partir de”. Assim, um grafo
é conexo se possui apenas uma componente conexa.

e A conectividade em digrafos é dividida em dois casos:

— Um digrafo é fortemente conezro se o vértice u é alcancavel a partir do vértice v, e vice-versa,
quaisquer que sejam u,v € V. As componentes fortemente conexas de um digrafo sdo as
classes de equivaléncia dos vértices sob a relacido “sdo mutuamente alcangiceis”. Um digrafo
é fortemente conexo se possui apenas uma componente fortemente conexa.

— Um digrafo é (fracamente) conexo se o grafo associado é conexo, mas nao é fortemente conexo.

Dois grafos G = (V,E) e G’ = (V', E’) sdo isomorfos se existir uma bijecao f : V — V' tal que
(u,v) € E se, e somente se (f(u), f(v)) € E'. Isto significa que podemos renomear os vértices de G

como sendo os de G’ mantendo as arestas correspondentes em G e G'. Dizemos que G' = (V' E’) é um
subgrafo de G = (V, E), notacdo H C G, se V' CV e E' C E. Alguns subgrafos especiais:

e Um subgrafo H de um grafo G ¢é dito gerador (spanning) se contém todos os vértices de G, isto é,
se H.V = G.V usando a notacgao de atributos.

e Um subgrafo H de um grafo G é préprio, notagdo H C G, se for diferente de G, isto é,se H.V < G.V
ou H.E < G.E.

e Dado X C G.V, o subgrafo de G induzido por X, notagdo G[X], é o grafo G’ = (X, E’) onde
E' ={(u,v) € E:u,ve X}

e Dado Y C G.E, o subgrafo de G induzido por Y, notagdo G[Y], é o grafo G' = (V',Y) onde se
(u,v) €Y entdo u,v € V.

5.0.6 Busca em Largura

Busca em largura (BFS) é um dos algoritmos mais simples para busca em grafos, além de ser utilizado
em outros algoritmos sobre grafos. O algoritmo funciona tanto para grafos quanto para digrafos. Dado
um grafo G = (V, E) e um vértice s € V que chamaremos de origem, o algoritmo de busca em largura
sistematicamente explora as arestas de G para descobrir todos os vértices que sao alcancaceis a partir de
s. O nome busca em largura se d& porque o algoritmo separa a fronteira entre os vértices que ja foram
descobertos dos que ainda ndo o foram a partir da sua distancia até a origem s. Assim, o algoritmo
descobre todos os vértices que estdo a uma distancia k da origem antes de descobrir qualquer vértice que
esteja a uma distancia k + 1 da origem.
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A seguir apresentamos o pseudocédigo do algoritmo BFS, que recebe como argumento o grafo G, e o
vértice s a partir do qual a busca ¢ iniciada.

1 for each vertex u € G.V — {s} do
2 ‘ u.color «+— WHITE;
3 end
4 s.color + GRAY;
5 Q <« 0
6 enqueue(Q, s);
7 while Q # () do
8 u + dequeue(Q);
9 for each v € G.Adj[u] do
10 if v.color == WHITEFE then
11 v.color < GRAY;
12 enqueue(Q, v);
13 end
14 end
15 end

Algoritmo 14: BFS(G, s)

A inicializacao (linhas 1-3) percorre todos os vértices, exceto s, e portanto tem tempo de execugio
limitado pelo nimero de vértices do grafo, i.e. ©(V'). As operagoes das linhas 4, 5 e 6 sdo executadas em
tempo constante. O loop das linhas 7-15 precisa de uma andlise mais cuidadosa. Os vértices marcados
com WHITE durante a inicializagdo correspondem aos vértices que ainda nao foram visitados e, uma
vez que um vértice é visitado, ele é imediatamente marcado com GRAY (linha 11) e inserido na fila Q
(linha 12). Durante a primeira execucdo do loop, s é retirado da fila, e cada um dos vértices da lista de
adjacéncias de s é marcado como visitado (GRAY), e entdo colocado na fila Q. Assim, o percorrimento
do grafo inicia pelo vértice s, e em seguida sdo percorridos todos os vértices adjacentes a s perfazendo um
total de 1+ |Adj[s]| vértices visitados nesta etapa. Na segunda execugdo do laco, um vértice adjacente a
s, digamos u, é retirado da fila @ e todos os vértices adjacentes a u, que ainda nao tenham sido visitados,
serdo marcados como visitados, e inseridos na fila, de forma que, no méximo, |Adj[u]| vértices serdo
visitados porque alguns dos elementos em Adj[u] j4 podem ter sido visitados: de fato, se um vértice v
for simultaneamente adjacente aos vértices s e u, que por sua vez é também adjacente a s, entdo v sera
inserido na fila na primeira execucao do lago, i.e. durante o percorrimento de Adj[s], e serd ignorado
durante o percorrimento de Adj[u]. Portanto 1 + |Adj[s]| + |Adj[u]| é uma cota superior para o nimero
de vértices visitados até este momento. Note que um vértice s6 é inserido na fila uma tnica vez. Mais
ainda, para que um vértice seja inserido na fila ) é necessario que ele seja alcangével a partir de s, e
portanto, o processo de enfileiramento e desenfileiramento tem custo limitado por O(V). Cada um dos
vértices enfileirados terd sua lista de adjacéncias percorrida, mas apenas alguns de seus elementos serdao
visitados. Assim, se {s,v1,va,...,vr} é 0 conjunto de todos os vértices alcangdveis a partir de s no grafo,
entdo todos eles serdo inseridos na fila @ logo ap6s serem visitados, o que tem custo limitado por O(V).
Em seguida, para cada vértice u € {s,v1,va,...,v}, os vértices de Adj[u] que ainda ndo foram visitados
sao marcados com GRAY, o que tem custo O(Adj[u]). Somando este custo para cada um dos vértices
do conjunto {s,vy,va,...,v}, temos custo limitado por Z |Adjlu]| < Z |Adjlu]| = O(E).

we{s,v1,v2,...,ux } ueVvV
Assim, o custo total para percorrer o grafo é limitado por O(V + E).

Mais sucintamente: depois da inicializagdo de BFS (linhas 1-5) nenhum vértice volta a ser mar-
cado com WHITE. Entao o teste da linha 13 garante que cada vértice é enfileirado apenas uma vez, e
portanto desenfileirado apenas uma vez também. As operagdes de enfileiramento e desenfileiramento to-
mam tempo constante O(1), e portanto o tempo requerido pela operagao de enfileiramento é da ordem de
O(V). Como BFS percorre a lista de adjacéncias somente quando o vértice é desenfileirado, concluimos
que cada lista de adjacéncias é percorrida apenas uma vez. Como a soma dos comprimentos das listas
de adjacéncias é O(F), o tempo total utilizado no percorrimento das listas de adjacéncias é limitado por
O(E). Portanto BFS possui tempo de execucao limitado por O(V + E), isto é, é linear no tamanho da
representacdo de G. Observe que se |E| > |V] entdo |V| + |E| < |E| + |E| = 2.|E|, e portanto neste
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caso, O(V + E) significa O(F). Analogamente, se |E| < |V| entdo O(V + E) significa O(V'). Em geral,
O(z + y) significa O(max(z,y)).

Exercicio 1. Considere uma enumeracio qualquer 1,2, ... V| dos vértices de G. A matriz de adjacén-
cias G.A de dimensao |V| x |V| é dada por:

a1, se(i,j) e GE
G.Alill5] = { 0, caso contrdrio.

O pseudocodigo a sequir apresenta o algoritmo BFS onde o grafo G € representado por sua matriz de
adjacéncias:

(5.2)

for i =1 to |V] do
‘ i.color +— WHITE;
end
s.color <+ GRAY;
Q< 0;
enqueue(Q, s);
while Q # 0 do
u + dequeue(Q);
for i=1to|V] do
if G.A[u][i] =1 and i.color == WHITE then
i.color <+ GRAY;
enqueue(Q,1);
end

© 00 N O ok W N

Hoe R e
@ N = O

end

-
IS

end

-
%))

Algoritmo 15: BFS(G, s)
Qual ¢ a complexidade de tempo de BFS neste caso?

5.0.7 Busca em Profundidade

Nesta secao estudaremos outro algoritmo de busca em grafos, o algoritmo de busca em profundidade
(Depth-first search - DFS). Neste caso, diferentemente do algoritmo BFS visto anteriormente, a busca
vai 0 mais profundo possivel no grafo visitando um vértice adjacente ao vértice que acaba de ser visitado,
e em seguida visita outro vértice adjacente ao vértice adjacente visitado até que nao seja mais possivel,
quando a busca retorna (backtrack) para o vértice a partir do qual o vértice que ndo tem mais adjacentes
a serem visitados foi descoberto. Este processo de busca continua até que todos os vértices alcancaveis a
partir do vértice inicial (fonte) forem visitados. Caso ainda existam vértices ndo visitados, DF'S seleciona
algum destes vértices como fonte, e repete esta estratégia de busca. O algoritmo para depois que todos
os vértices tenha sido visitados. Vejamos o pseudocodigo de DFS:

1 for each vertexr u € G.V do

2 u.color < WHITFE urw <+ NIL end
3 time < 0 for each vertex u € G.V do
4 if u.color == WHITE then

5 | DFS-Visit(G, u)

6 end
7 end

Algoritmo 16: DFS(G)
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1 time < time + 1 u.d < time u.color < GRAY for each v € G.Adj[u] do
2 if v.color == WHITE then
3 VT U
4 DFS-Visit(G, v)
5 end

6 end

7 u.color < BLACK time < time + 1 u.f < time

Algoritmo 17: DFS-Visit(G, u)

Qual o tempo de execugdo de DFS? O laco das linhas 1-4 é executado em tempo ©(V). J4 o lago das
linhas 6-10 exige um pouco mais de atencdo porque este lago faz uma chamada ao algoritmo DFS-visit.
Entdo vamos determinar o custo de DFS-Visit primeiro. Em cada execugdo de DFS-Visit(G, u), o loop
das linhas 4-9 é executado |Adj[u]| vezes. Como

> |Adj[]| = O(E)

veV

o custo total de DFS-Visit é ©(F), e portanto, o custo total de DFS é ©(V + E).
Defini¢do 1. O subgrafo predecessor da busca em profundidade é definido por:
o G =(V,E;), onde E; = {(v.mr,v) :v €V and v.m # NIL}
O subgrafo predecessor de uma busca em profundidade forma uma floresta.

Teorema 2. Para dois vértices u e v quaisquer de um (di)grafo G, apenas uma das segquintes proprie-
dades ocorre em uma busca em profundidade (DFS) em G, considerando que u.d < v.d:

1. ud<vd<ov.f<uf, evéun descendente de u no subgrafo predecessor de G;
2. ud<u.f<wvd<wv.f, eundo é um descendente de v no subgrafo predecessor de G, ou vice-versa.

Teorema 3. Seja G = (V, E) um grafo, e considere a floresta F' obtida apds a execugio de DFS(G). As
componentes de F' sao precisamente as componentes conexas de G.

Corolario 4. As componentes conexas de um grafo G = (V,E) podem ser encontradas em tempo
OV +E).

5.0.8 Arvores Geradoras Minimas
Introducao

Nesta se¢do estudaremos o problema de determinar a drvore geradora minima (minimum spanning tree)
de um grafo G com pesos [6]. Este problema possui diversas aplicagdes, como na construgdo de conexdes
em redes de computadores, conexdes viarias entre diversos pontos de uma cidade ou circuitos eletrénicos
onde as componentes dos circuitos sao ligadas por fios. No contexto dos circuitos eletronicos, desejamos,
em geral, utilizar a menor quantidade possivel de fios. Podemos modelar este problema a partir de um
grafo G = (V, E), onde V corresponde ao conjunto de componentes do circuito, e E o conjunto de ligagoes
entre duas destas componentes. O peso w(u,v) da aresta (u,v) especifica o custo (quantidade de fios)
necessario para conectar u e v. Portanto desejamos encontrar uma arvore 7' C F que conecta todos os
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vértices de G e cujo peso total

w(T) = Z w(u,v)

(u,0)€T

seja minimo.
Formalmente, uma arvore geradora ¢é definida como a seguir:

Sejam G = (V, E) um grafo e G’ um subgrafo de G que seja uma drvore. Dizemos que G’ é uma
drvore geradora (spanning tree) de G se contém todos os vértices de G.

Sabemos que arvores sdo conexas, e portanto se o grafo G possui arvore geradora entdo G é necessaria-
mente conexo. Reciprocamente, se G é um grafo conexo entdo G possui pelo menos uma arvore geradora.

Seja G = (V, E) um grafo com fungdao peso w. Uma drvore geradora minima (Minimum Spanning
Tree (MST)) de G é uma arvore geradora de custo minimo, isto é, tal que a soma dos pesos de suas
arestas é minimo.

Assim, G’ é uma 4rvore geradora minima do grafo G se contém todos os vértices de G' e nenhuma
outra arvore geradora de G possui custo estritamente menor do que G'.

Quantas arvores geradoras um grafo qualquer possui?
(Teorema de Cayley, 1889) Existem V'V ~2 arvores geradoras em um grafo completo com V' vértices.

Portanto, utilizar um algoritmo forca bruta para obter uma arvore geradora minima nao é uma boa
ideia. Inicialmente, definiremos um método genérico que manipula o conjunto A C E de arestas baseado
na seguinte invariante:

Antes de cada iteragdo, o conjunto A é um subconjunto de alguma arvore geradora minima de G.

A ideia é adicionar novas arestas ao conjunto A de forma a nao violar a invariante acima. Chama-
remos de seguras (safe) as arestas que podem ser adicionadas ao conjunto A sem violar a invariante.
Desta forma, o procedimento genérico para construir arvores geradoras minimas em grafos conexos é
dado como a seguir:

A = 0

while A does not form a spanning tree do
find a safe edge (u,v) for A;
A=AU{(u,v)};

end

return A;

[=2 2= B N I N

Algoritmo 18: Generic-MST(G, w)
Como identificar uma aresta segura? A seguir veremos uma regra para reconhecer arestas seguras.

Um corte (S,V — S) de um grafo G(V, E) é uma particdo de V. Dizemos que a aresta (u,v) cruza o
corte, se u € S e v € S—V. Dizemos que o corte respeita o conjunto A de arestas se nenhuma aresta de
A cruza o corte. Uma aresta que cruza um corte é dita leve se tem peso minimo dentre todas as arestas
que cruzam o corte.

Teorema 5. Sejam G = (V, E) um grafo conexo com fungio peso w, e A C E um conjunto contido em
alguma drvore geradora minima de G. Se (S,V —S) é um corte de G que respeita A, e (u,v) é uma
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aresta leve que cruza o corte (S,V —8), entdo (u,v) é sequra para A.

Demonstracdo. Exercicio.

O

Corolario 6. Sejam G = (V, E) um grafo conexo com fungio peso w, A C E um conjunto contido em
alguma drvore geradora minima de G, e C = (Ve, Ec) uma componente conexa na floresta G4 = (V, A).
Se (u,v) € uma aresta leve que conecta C a outra componente em G 4 entiao (u,v) € sequra para A.

Exercicio 2. Seja (u,v) uma aresta de peso minimo em um grafo conexo G. Mostre que (u,v) pertence
a alguma drvore geradora minima de G.

O algoritmo de Prim

O algoritmo de Prim (Robert C. Prim, 1957) consiste em uma especializacio do algoritmo genérico
dado acima. Para construir uma arvore geradora minima de um grafo G conexo com fungdo peso w, o
algoritmo vai partir de um vértice » dado como entrada. A arvore entdo serd desenvolvida a partir de
r, que chamaremos de raiz da arvore geradora minima. A ideia é que em cada passo, o algoritmo vai
adicionar uma nova aresta leve & arvore construida a partir de r. Pelo Corolario 6, temos que cada aresta
adicionada a arvore é segura. O algoritmo de Prim ¢ classificado como algoritmo guloso porque em cada
passo a aresta que é adicionada a arvore é a que tem menor peso dentre as que podem ser selecionadas.
Ou seja, a estratégia gulosa, a cada passo, faz a escolha local étima na esperanca de obter uma solucgéo
6tima global. Algumas consideragoes:

1. A estratégia gulosa nem sempre produz uma solugio 6tima;

2. Para aplicar a estratégia gulosa devemos observar 2 pontos:

(a) O subproblema deve possuir a propriedade da subsestrutura 6tima, e;

(b) O subproblema deve possui a propriedade da escolha gulosa: uma solugdo Gtima global pode
ser obtida a partir de escolhas gulosas 6timas locais.

Uma implementacdo eficiente do algoritmo de Prim necessita de uma forma rapida para selecionar
uma aresta segura a ser inserida na arvore construida até aquele momento. Para isto, todos os vértices
que ainda ndo fazem parte da arvore em construcao sao armazenados em uma fila de prioridade, onde o
atributo key de cada vértice corresponde a sua prioridade. Uma maneira eficiente de implementar filas
de prioridade é utilizando heaps. No caso de um heap de maximo (resp. minimo) teremos uma fila de
prioridade de méaximo (resp. minimo). No caso do algoritmo de Prim utilizaremos filas de prioridade de
minimo que possuem as seguintes operagoes:

o Insert(S,k): ins a chave k no conjunto S:

1 S.heap_size < S.heap_ size + 1;
2 S[S.heap_size] < oo;
3 Decrease-Key (S, S.heap__size, k);
Algoritmo 19: Insert(S, k)

28



o Decrease-Key(S,i,k): decrementa o valor da chave S[i] para o novo valor k, que deve ser menor
ou igual a S[i]:

if k> S[i] then
‘ error "new key is larger than current key";

end

Si] « k;

while i > 1 and S[Parent(i)] > S[i] do
exchange S[i] with S[Parent(i)];
1+ Parent(i);

end

o g o bk W N =

Algoritmo 20: Decrease-Key (S, i, k)

Este algoritmo tem complexidade O(lgn) que corresponde ao comprimento mdximo da distancia
entre o elemento que teve sua prioridade alterada (linha 4), e a raiz do heap.

e Minimum(S): retorna o elemento de S com a maior prioridade, ou seja, o elemento de S que possui
a menor chave:

1 if S.heap size < 1 then
2 | error "heap underflow";
3 end
4 min < S[1];
Algoritmo 21: Minimum(S5)

o Extract-Min(S): remove e retorna o elemento de S que possui a menor chave:

min < Minimum(S);

S[1] « S[S.heap__size];
S.heap__size < S.heap__size — 1;
Min-Heapify(S, 1);

return man;

[S O VN

Algoritmo 22: Extract-Min(S)
onde Min-Heapify é dada por:

I + 2i;
r 20+ 1;
if [ < S.heap-size and S[l] < S[i] then
‘ smallest < [,
end
else
‘ smallest + i;
end
if r < S.heap-size and S[r] < S[smallest] then
‘ smallest < r;
end
if smallest # i then
exchange S[i] with S[smallest];
Min-Heapify(S,smallest);
end

© W g O N W N

e e e e
Uk W N O

Algoritmo 23: Min-Heapify(S, i)

A complexidade de Min-Heapify é obtida a partir da recorréncia T'(n) < T'(2n/3) + O(1) que tem
solucdo O(lgn) (Veja a aula sobre o algoritmo heapsort). Assim, a complexidade de Extract-Min é tam-
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bém O(Ign).
O algoritmo de Prim é dado como a seguir:

for each vertex v € G.V do
u.key < oo;
u.m < NIL;
end
r.key < 0;
Q<+ 0; // Inicializa uma fila vazia
for each vertexr u € G.V do
‘ Insert(Q, u);
end
10 while Q # () do

© 0w N O A W N

11 u + Extract-Min(Q);

12 for each v € G.Adj[u] do

13 if v € Q and w(u,v) < v.key then
14 VT4 U

15 v.key < w(u,v);

16 Decrease-Key(Q, v, w(u,v));

17 end

18 end

19 end

Algoritmo 24: MST-Prim(G, w,r)
Agora conclua que a complexidade do algoritmo de Prim é O((V + E)lgV) = O(ElgV), pois
E >V —1 em um grafo conexo.
Por fim, a correcdo do algoritmo de Prim pode ser estabelecida pelo seguinte teorema:
Teorema. Seja G = (V,E) um grafo conexo com funcdo peso w, e r € V. Apds a execu-
¢do de MST-Prim(G,w,r), o subgrafo G' = (V/,E') com V' = {v € V : vr # NIL} U {r} e

E' = {(v.m,v) :v € V' — {r}} é uma arvore geradora minima de G.

Prova. O algoritmo mantém a seguinte invariante: Antes de cada iteracdo do lago while (linhas
10-19), temos:

1. A={(v,vm):veV-{r} -Q}

2. Os vértices ja colocados na arvore geradora minima sao os que estdao em V — Q.

3. Para todos os vértices v € @, se v.m # NIL entdo v.key < oo e v.key é igual ao peso da aresta leve
(v,v.m) que conecta v a algum vértice que ja faz parte da arvore geradora minima.

Exercicios

1. Seja (u,v) uma aresta de peso minimo em um grafo conexo G. Mostre que (u, v) pertence a alguma
arvore geradora minima de G.

2. Mostre que um grafo possui uma tnica arvore geradora minima se, para todo corte do grafo, existe
uma Unica aresta leve que cruza o corte. Mostre que a outra direcdo desta afirmagao é falsa.
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3. Construa uma implementacao do algoritmo de Prim utilizando a representagdo de matriz de adja-
céncias para o grafo G. Em seguida, faca a andlise assintdtica do algoritmo.

5.0.9 Caminhos minimos

Nesta se¢ao veremos como resolver o problema do caminho minimo em grafos com pesos[6]. Agora cada
aresta do grafo estd associada a um numero real, de forma que o peso de um caminho p em G é a soma
dos pesos das arestas que compoem o caminho p. Formalmente, temos a seguinte definigao:

Defini¢ao 7. Considere um grafo G = (V, E) com fungdo peso w : E — R. O peso w(p) de um caminho
p={(vo,v1,...,0k) € a soma dos pesos das arestas que formam p:

Os grafos sem peso podem ser vistos como um caso particular da definicdo acima. De fato, um grafo
sem pesos G = (V, E) pode ser visto como um grafo com pesos onde w(e) = 1,Ve € E, e apesar de
termos utilizado o algoritmo BFS para computar os caminhos de comprimento minimo (menor nimero
de arestas) em grafos sem peso, ele ndo computa corretamente os caminhos minimos em grafos com pe-
sos (por que?). Assim, o contexto adequado para estudarmos o problema dos caminhos minimos é com
digrafos com pesos. Apesar disto, grafos com pesos também poderdo ser considerados, bastando para
isto trocarmos cada aresta ndo dirigidas (u,v) com peso w(u,v) pelas arestas dirigidas (u,v) e (v,u),
ambas com peso w(u, v). Definimos o peso do caminho minimo de u para v no digrafo G, denotado por
0(u,v), como a seguir:

Definic¢ao 8. Sejam G = (V, E) um digrafo com fungio pesow : E — R, eu,v € V. O caminho minimo
do vértice u para o vértice v é definido como sendo qualquer caminho p com peso w(p) = 0(u,v).

: P : .
6(u,v) = { min{w(p) : u~> v}, se existe um caminho de u para v;

0, caso contrdrio.

Estudaremos os caminhos minimos a partir de um dado vértice (uma fonte), isto é, dados um digrafo
G = (V, E) e um vértice s € V, queremos encontrar o caminho minimo a partir de s para cada vértice
veVdeG.

Subestrutura 6tima do problema do caminho minimo

Algoritmos para caminhos minimos normalmente se baseiam na propriedade de que um caminho minimo
entre dois vértices sdo formados a partir de outros caminhos minimos:

Lema 9. Dado um digrafo G = (V, E) com fungio pesow : E — R, seja p = (vg,v1,...,05) um caminho
minimo do vértice vy para o vértice vy, e para todo i e j tais que 0 < i < j < k, seja pij = (Vi, Vig1,...,0;)
o subcaminho de p do vértice v; para o vértice v;. Entdo p;; € um caminho minimo de v; para v;.

Demonstracdo. Prova por contradigao.
O

Se um digrafo possui um ciclo com peso negativo entdo o caminho minimo entre dois vértice que
contenham este ciclo ndo estd bem definido. De fato, sempre podemos diminuir o peso do caminho
dando um nova volta pelo ciclo de peso negativo. Assim, se existe um ciclo de peso negativo entre os
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vértice s e v, definimos d(s,v) = —oc.

Os caminhos minimos a partir da fonte s para qualquer vértice alcancavel a partir de s no digrafo G
serdo representados pela arvore de caminho minimo G’ = (V' E’), onde V' C V e E' C E tal que:

1. V' é o conjunto de vértices alcancéveis a partir de s em G;
2. G’ é uma 4rvore com raiz s, e;

3. Para todo v € V', o tinico caminho simples de s para v em
G’ é um caminho minimo de s para v em G.

Utilizaremos o subgrafo predecessor G, = (V, E), onde
o Vi={veV:vm#NIL}U{s}e;

o Er ={(vmv) € E:v eV, —{s}}, e mostraremos que G coincide com a arvore de caminho
minimo de G.

E importante observar que caminhos minimos nao sio necessariamente tinicos, assim como as arvores
de caminho minimo. Os algoritmos que veremos a seguir utilizam a técnica conhecida como relazamento
de arestas. Para cada vértice v € V, manteremos um atributo v.d, que é uma cota superior para o
peso do caminho minimo da fonte s para v. O processo de relaxar uma aresta (u,v) consiste em tes-
tar se é possivel diminuir o peso do caminho para v encontrado até o momento via o vértice u; se for
possivel, atualizamos v.d e v.r. O c6digo a seguir faz o relaxamento da aresta (u,v) em tempo constante:

1 if v.d > u.d + w(u,v) then
2 v.d = u.d+ w(u,v);

3 VT = u;

4 end

Algoritmo 25: Relax(u, v, w)
O lema a seguir é conhecido como propriedade da convergéncia:

Lema 10. Sejam G = (V, E) um digrafo com fungio peso w, s € V, e s ~ u — v um caminho minimo
para os vértices u e v. Suponha que G tenha sido inicializado com Initialize-Single-Source:

1 for each vertex v € G.V do

2 v.d = 00;

3 vt = NIL;
4 end

5 s.d=0;

Algoritmo 26: Initialize-Single-Source(G, s)
e entdo considere uma sequéncia de passos de relaxamento que incluem a chamada Relaz(u,v,w). Se

u.d = (s,u) em qualquer momento antes desta chamada entio v.d = §(s,v) em qualquer momento apds
esta chamada.

O lema a seguir é conhecido como propriedade do relaxamento do caminho:
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Lema 11. Se p = (vg,v1,...,v5) € um caminho minimo de s = vy para vy, e se relazamos as arestas
de p na ordem (vo,v1), (v1,02), ..., (Vk—1,Vk), entdo vi.d = 6(s,vg).

Demonstracao. Indugdo no comprimento k do caminho p.

Exercicio 3. Prove que todo caminho minimo é simples.

O algoritmo de Dijkstra

Edsger W. Dijkstra nasceu em 1930 em Roterda (Holanda). Filho de cientistas, seu pai era quimico, e
sua mae, matematica. Estudou Fisica Teérica na Universidade de Leiden, e em 1952 comegou a trabalhar
no Centro de Matematica de Amsterda, onde progressivamente foi se envolvendo com Computacdo. Em
1956 foi convidado para demostrar o poder do computador ARMAC, que ocupava uma sala inteira do
Centro de Matematica, e comecou a pensar no problema de determinar o menor caminho entre duas
cidades em um mapa. Conta-se que na manha de um domingo ensolarado enquanto tomava um café
encontrou a solucao do problema: a ideia basica ¢ ir construindo um conjunto de cidades, digamos X, a
partir da origem s até atingirmos o destino u. Em qualquer momento da execugao do algoritmo é possivel
saber a distdncia minima de s para qualquer cidade em X, que inicialmente contém apenas s. Em cada
passo subsequente é possivel encontrar uma cidade fora do conjunto X, digamos v, com a propriedade
que a distancia de s para v é menor do que a distdncia de s para qualquer outra cidade fora do conjunto
X. Como a distancia entre duas cidades quaisquer é sempre nao-negativa, temos que v deve estar ligada
diretamente com alguma cidade em X, digamos w. Assim, a distdncia minima de s para v é dada pela
distancia minima de s para w adicionada da distdncia de w para v. Neste momento, adicionamos v ao
conjunto X, e repetimos o processo que vai parar quando u for adicionado ao conjunto X.

Seja G = (V, E) um digrafo com funcdo peso w, e tal que o peso de cada aresta seja ndo-negativo.
Ou seja, assumimos que w(u,v) > 0, para toda aresta (u,v) € E.

Initialize-Single-Source(G, s);
S = 0;
Q=G.V;
while Q # 0 do
u = Extract-Min(Q);
S =Su{u};
for each vertex v € G.Adj[u] do
| Relax(u, v, w)
end

© 0 N o s W N

end

[y
o

Algoritmo 27: Dijkstra(G, w, s)
Observe que Dijkstra é um algoritmo guloso. Sabemos que a estratégia gulosa nem sempre resulta
em uma solugdo étima, mas o teorema a seguir mostra que Dijkstra(G,w, s) computa corretamente os
caminhos minimos a partir do vértice s:

Teorema 12. O algoritmo de Dijkstra, ao ser executado em um digrafo G = (V, E) com fungio peso
ndo-negativa w e fonte s, termina com u.d = §(s,u) para todo u € V.

Exercicio 4. A prova do teorema acima € baseada na sequinte invariante:

Antes de cada iteragio do lago while (linhas 4-10), v.d = 6(s,v) para todo v € S.

Complete a prova deste teorema.
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Exercicio 5. Faca a andlise assintotica do algoritmo de Dijkstra.

5.0.10 Leituras complementares

1. [6] (Capitulos 22 e 23)

2. [14] (Capitulo 9)

34



Capitulo 6
Programacao Dinamica

A metodologia conhecida como programacdao dindmica foi inventada pelo mateméatico americano Ri-
chard Bellman por volta de 1950 como um método genérico para otimizar processos de decisdo. Assim,
a palavra programacao estd mais relacionada com a ideia de planejamento, e ndo com programacao
de computadores. Depois de se estabelecer como uma importante técnica em Matemédtica Aplicada, a
programagcao dindmica passou a ser utilizada como uma estratégia de ’dividir e conquistar’ juntamente
com uma tabela [14], pois ao invés de resolver os subproblemas recursivamente, os mesmos sao resol-
vidos sequencialmente e as solugbes sao armazenadas em uma tabela. Desta forma, esta metodologia
¢é utilizada para resolver problemas subdividindo-os em subproblemas como na estratégia de dividir e
conquistar, mas com uma diferenca fundamental: os subproblemas se sobrepoem, e para evitar que o
mesmo subproblema seja calculado mais de uma vez, os resultados sao armazenados em uma tabela.

6.0.1 Numeros de Fibonacci

Considere o problema de computar o n-ésimo nimero de Fibonacci:

0, sen=20
F,=< 1, sen=1 (6.1)
Fo 1+ F, 2, sen>1

Complexidade exponencial

Uma implementacao direta da defini¢io acima nos permite analisar a complexidade T'(n) necessaria para
computar o n-ésimo niimero de Fibonacci pela seguinte equacao de recorréncia:

Tn)=TMn-1)+T(n—2)+0O(1)

que tem solugdo exponencial, i.e. T'(n) = O(2"). De fato, Vn > 1,T(n) =T(n—-1)+T(n—-2) =
2T(n—2)<T(n) <2T(n—1). De acordo com a paridade de n, temos os seguintes casos:

1. népar: 2" /2 =27/2"1 = 9n/2-17(2) < T(n) < 2" 1T(1) = 27~}
2. n é fmpar: V2" = 200-D/27(1) < T(n) < 27-17(1) = 2

Consequentemente, T'(n) = O(2") e T(n) = Q(v/2"), ou seja, T(n) é limitada tanto inferiormente
quanto superiormente por funcoes de classe de complexidade exponencial.
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1+v/5

5 Este resultado é coerente com os

Mais precisamente, temos que T'(n) = ©(¢™), onde ¢ =
limites anteriores pois V2 < ¢ = HT‘E < 2.

Complexidade linear

Note que o problema neste caso é que cada subproblema foi calculado diversas vezes. A ideia para resolver
este problema de forma mais eficiente é evitar refazer computagoes ja feitas anteriormente preenchendo
a entrada {[i] do vetor f com o i-ésimo nimero de Fibonacei:

fli] =4, if i < 2;
for i =2 ton do
| fld) = fli — 1] + fli — 2]
end
return f[n]

(S I

Algoritmo 28: fib(n)
No pseudocéddigo acima, a linha 1 é executada em tempo constante, o for das linhas 2-4 é executado
n — 1 vezes, de forma que o tempo de execucao deste algoritmo é linear!

Observagoes

Os problemas que podem ser resolvidos usando programagao dindmica normalmente estao relacionados
com otimizag¢do. No exemplo anterior, encontramos uma forma de minimizar o nimero de somas ne-
cessarias para calcular fib(n). Tipicamente, a tabela vai conter os valores correspondentes a todas as
chamadas recursivas de forma que o algoritmo principal ndo precisard fazer nenhuma chamada recursiva
ja que as mesmas ja foram resolvidas e armazenadas na tabela. Por exemplo, no pseudocodigo acima,
no momento de calcular f[k], os valores f[k — 1] e f[k — 2] j& foram computados.

Para que esta metodologia possa ser aplicada é importante que o problema a ser resolvido satisfaca
o principio da subestrutura otima: as solugoes 6timas do problema contém as solugoes 6timas dos sub-
problemas. Programacao Dindmica pode ser vista como uma troca entre espago e tempo, onde o tempo
de execucao é reduzido ao custo de espaco extra.

6.0.2 O problema do corte das hastes

Consideremos um outro problema de otimizagdo: o problema do corte das hastes [6]. Suponha que uma
empresa deseja cortar hastes de forma a maximizar o valor total obtido pela venda dos pedacos cortados.
Assumiremos os seguintes fatos:

1. O corte nao tem custo;
2. As hastes sdo cortadas em pedagos cujos comprimentos sdo nimeros inteiros.
3. O preco de uma haste de comprimento ¢ > 1 é igual a p;.

O problema do corte das hastes pode, entao, ser apresentado da seguinte forma: Dados uma haste
de comprimento n e uma tabela de precos P = (p1,pa,...,pn) para a haste de comprimento 1 < i < n,
determine a melhor forma de cortar a haste de comprimento n de forma a obter o valor maximo da venda
dos pedagos resultantes do corte.

De quantas formas distintas podemos cortar uma haste de comprimento n?
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Recorréncia
Note que temos n — 1 possiveis pontos de corte em uma haste de comprimento n.

Suponha que uma solugdo 6tima divide a haste em 1 < k < n pedacos. Assim, n =iy +is + ...+ ik,
onde 7; denota o comprimento do j-ésimo pedago da haste. O valor a ser obtido a partir da venda destes

k pedagos é v(n) = p;, + iy + - .. + pi,.. Nosso objetivo é determinar k de forma que v(n) seja méaximo.
A recursao que corresponde ao valor maximo a ser obtido é dada por:

v(n) = max{pn,v(1) +v(n —1),v(2) +v(n —2),...,v(n — 1) +v(1)}

Podemos simplificar esta recursdo observando que a divisdo da haste consiste em fazer o primeiro
corte obtendo um pedago de comprimento ¢ que nao serd mais dividido, e um segundo pedago de com-
primento n — i que ainda serd dividido de forma a maximizar o valor a ser obtido:

v(n) = 11;1%xn{pi +o(n—1i)} (6.2)

Pseudocédigo forga bruta

O pseudocddigo a seguir implementa a computagao correspondente a recursao.

1 if n =0 then

2 ‘ return 0;

3 end

4 g4+ —o0;

5 for i =1 to n do

6 | q< max{q,p[i]+ corte-haste(p,n —i)};
7 end

8 return g;

Algoritmo 29: corte-haste(p, n)
O tempo T'(n) de execugao deste algoritmo é dado por

1, n=20

T(n) = 1+§:T(j), n>0
=0

que tem solugao exponencial.

Isto ndo é surpreendente porque o algoritmo corte-haste considera todas as 2" ! possiveis formas de
cortar uma haste de comprimento n.

Pseudocédigo (programacao dindmica)

Utilizando programacao dindmica, cada subproblema serd resolvido apenas uma vez:
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1 let r[0..n] be a new array;

2 r[0] = 0;

3 for j =1 tondo

4 q=—0o0;

5 fori=1 to j do

6 | | ¢=max{gp[i]+r[j -}
7 end

s | rll=g

9 end
10 return r[n];

Algoritmo 30: corte-hasteDP(p,n)

O tempo T'(n) de execugao deste algoritmo é determinado pelo nimero de vezes que o for das linhas
5-7 é executado:

e portanto o algoritmo é quadratico no tamanho da entrada.

Observe que o pseudocddigo acima retorna o valor méaximo que pode ser obtido com a venda dos
pedacos da haste, mas nao nos diz como decompor a haste. O pseudocddigo a seguir, além de retornar
o valor méximo 7[n], também retorna o vetor s[0..n] contendo

6.0.3 Multiplicacao de uma cadeia de matrizes.

Queremos computar o produto Ay - As - ... A, de forma a executar o menor ntimero possivel de multi-
plicacoes.

Multiplicagao de matrizes

Utilizaremos o algoritmo padrao para multiplicacdo de duas matrizes:

1 if A.columns # B.rows then
2 ‘ error “incompatible dimensions”
3 end
4 else
5 let C be a new A.rows x B.columns matrix;
6 for i =1 to A.rows do
7 for j =1 to B.columns do
8 cij = 0;
9 for £ =1 to A.columns do
10 Cij = Cij + Qik-brj
11 end
12 end
13 end
14 return C
15 end

Algoritmo 31: mult-matrix(A, B)
O ntmero exato de multiplicagdes T'(n) realizadas pelo algoritmo acima corresponde ao nimero de
vezes que a linha 10 é executada: Suponha que as dimensoes das matrizes A e B sejam, respectivamente
iguais a p X g e ¢ X r, ou seja, a matriz A possui p linhas e ¢ colunas, enquanto que a matriz B possui g
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linhas e 7 colunas. Entao o total de multiplicagoes é dado por:

p T q P T P

2.2 > 1=2 D) a=) (r)=par

i=1 j=1k=1 i=1j=1 i=1

Em particular, se n = p = ¢ = r entdo T'(n) = n>.

Exemplo

Assim, para multiplicarmos duas matrizes de dimensoes respectivamente iguais a 10 x 4 e 4 x 20, reali-
zaremos 10.4.20 = 800 multiplicacées. Suponha que estejamos interessados em multiplicar as matrizes
A, B e C (nesta ordem) de dimensdes respectivamente iguais a 10 x 4, 4 x 20 e 20 x 32. Sabendo que
o produto de matrizes é associativo, o produto A.B.C pode ser realizado de duas formas distintas, a
saber: (A.B).C ou A.(B.C). O nimero de multiplica¢oes necessérias para computar o produto (A.B).C
utilizando o algoritmo acima é igual ao nimero de multiplicagdes para computar o produto A.B, que ja
sabemos ser igual a 800, mais o nimero de multiplicagbes necessarias para computar o produto de A.B
com C, que é igual a 10.20.32 = 6400; ou seja, no total precisamos de 800 + 6400 = 7200 multiplicagoes
para computar o produto (A.B).C. Para computar o produto A.(B.C) precisamos de 4.20.32 = 2560
multiplicagbes para computar B.C, mais 10.4.32 = 1280 multiplicagdes para computar o produto de A
com B.C perfazendo um total de 2560 4+ 1280 = 3840 multiplica¢ées. Portanto, é mais “econémico”
multiplicar A.(B.C) do que (A.B).C. Este exemplo, nos leva a um problema mais geral que tentaremos
resolver:

Complexidade do método de forga bruta

Suponha que queiramos multiplicar n matrizes Ay, As,..., A, (n > 1). Isto é, queremos computar o
produto A;.As. .. .. A,,. Como fazer isto de forma a realizar o menor niimero de multiplicagbes possivel?
Em outras palavras, como devemos associar o produto A;.As. . ... A,, de forma a minimizar o ndmero de
multiplicagbes a serem realizadas?

Para motivarmos a utilizacdo de programacao dindmica para resolver este problema, vejamos que a
abordagem ingénua (forca-bruta) nao é eficiente. A abordagem ingénua consiste em escolher a melhor
dentre todas as associagoes possiveis para o produto A, As, ..., A,. Seja P(n) o ntimero total de distin-
tas formas de associar o produto em consideracao. Quando n = 1, temos apenas uma matriz, e portanto
P(1) = 1. Quando n > 1 ent@o para cada 1 < k < n — 1 temos P(k) formas de associar o produto

A1 Ag. ... Ap, e P(n—k) formas de associar o produto Ag41.Ak42.. ... A,,. Desta forma, o niimero total
de distintas formas de associar o produto Ay, As, ..., A, é dado pela recorréncia:
1, sen=1
-1
P(n)={ \ (6.3)

Z P(k).P(n—k), sen>1
k=1

E possfvel mostrar que P(n) = Q(2"), e portanto a solucdo ingénua (forga bruta) é exponencial.

Solucgao via Programacgao Dinamica
1. Subestrutura étima

Antes de construirmos uma solucdo usando programagao dindmica, vejamos que este problema
satisfaz o principio da subestrutura étima. Denote o produto A;.A4;41...A;, onde i < j por A; ;.
Agora suponha que uma associacdo étima para A; ; separa o produto entre Ay e Ay para algum
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i1 <k < j, i.e. aassociacdo 6tima serd dada pela associacdo 6tima de A; e Agy1.;. Em seguida,
uma solugéo serd recursivamente construida para o produto A; j (e para Agtq1. ;).

Questao: Serd que a parentizacdo construida para A, j, na parentizacdo de A; ; é uma solucdo
Otima para A; 7 Sim, pois uma possivel solucdo mais eficiente para A; j, nos permitiria substitui-
la na solucéo de A; ; produzindo uma solucdo melhor do que a 6tima, o que é uma contradicdo.

. Recorréncia

Se denotarmos por m|i, j| o nimero minimo de multiplica¢des necessdrias para computar o produto
A; ; (i <j), entdo podemos caracterizar o problema de determinar o niimero minimo de multipli-
cagOes para computar o produto A; ; através da recursao

mli, j] = m[i, k] + m[k + 1, j] + pi—1.px.p; para algum i < k < j.

mas qual é o valor de k que devemos tomar? Precisamos considerar todos os valores possiveis para
descobrirmos qual minimiza o niimero de multiplicacoes:

. 0, sei=j
mli. j] = { min {mli, k] +m[k +1,j] + pi—1.pe-pj},  sei<j (6.4)
i<k<j

Observe que para calcular m[i, j] precisamos conhecer os valores mli, k] e m[k + 1, j] para todo
1 <k <j—1, ou seja, precisamos conhecer todos os pares de valores m[i,i] e m[i + 1, j], m[i, i + 1]
€ m[l + 27j]7 sy m[%] - 1] e m[]m]}

Assim, precisamos considerar todos os valores possiveis de 1 < k < n, mas em que ordem devemos
preencher a matriz m? A partir da diagonal principal da matriz m, uma vez que m[i,i] = 0 para
todo 1 <7 <n.

m[l,n] = 1r<nki£1n{m[1, k]l +m[k + 1,n] 4+ po-pi-pn} (6.5)

onde a dimensdo da matriz A; (1 <i<n) éigual a p;_; X p;.

. Pseudocddigo

O pseudocddigo a seguir recebe como argumento o vetor p = (pg, p1, - . - , Prn) contendo as dimensoes
das matrizes

(Al)poXpu (A2)p1 Xp2s - (An)pnfl XPn

e retorna as matrizes m[l..n,1..n] e s[l.n — 1,2..n|, onde m|i, j] corresponde ao nimero minimo
de multiplicages necessdrias para computar o produto 4;. ;, e s[i, j] contém o indice k que indica
como o produto A; ; deve ser separado:
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n < p.Jength — 1;
let m[l..n,1..n] and s[l..n — 1,2..n] be new tables;
fort=1 ton do
| mli,i] < 0;
end
for [ =2 ton do
fori=1ton—1+1do
je—i+l-1;
mli, j] < oo;
for k=1toj—1do
q < mli, k] + m[k + 1, j] + pi—1.pk-pj;
if ¢ < mli,j] then
mli, j] < g
S[ia.ﬂ — ks
end

© 00 N O U N W N =

T O R
[T VU SR

end
17 end
18 end

[y
[

Algoritmo 32: matrix-chain-order(p)

(a) Parentizagido 6tima
if i == j then
‘ print Aj;;

end

else
print “(7;
print-optimal-parens(s, 7, s[¢, j]);
print-optimal-parens(s, s[i, j] + 1,5);
print LL)”;

end

© 0 N O Uk W N

Algoritmo 33: print-optimal-parens(s, 7, j)

A complexidade de tempo de matrix-chain-order é ©(n?) e complexidade de espago ©(n?).

6.0.4 Exercicios

1. Use o método da substituicdo para mostrar que a recorréncia

1, sen=1
n—1
Pn) = Z P(k).P(n—k), sen>1 (6.6)
k=1
é Q(2™).
2. Mostre que a recorréncia
1, n=0
T n—1
(n) 1+ T(), n>0
j=0
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tem solugdo T'(n) = 2™.

3. Considere o seguinte problema: H4 uma fila de n moedas cujos valores sdo alguns inteiros positivos
€1, Ca, ..., Cp, NA0 necessariamente distintos. O objetivo é pegar a quantidade maxima de dinheiro
sujeita a restricdo de que nao se pode pegar duas moedas adjacentes na fila inicial.

(a)

Construa uma recorréncia para calcular o montante maximo F'(n) que pode ser obtido de uma
fila com n moedas.

Solucgao.
0, sen=20
F(n)=< ci, sen=1
max(c, + F(n—2),F(n—1)), sen>1

Qual a complexidade da abordagem de forga bruta para este problema?

Solugao.
A solucdo é exponencial. Para isto basta notar a semelhanca da recorréncia acima com a
funcdo de Fibonacci.

Construa uma solugdo utilizando programagio dindmica e faga a andlise assintética da sua
solugao.

Solugao.

A ideia é ir armazenando as solugdes dos problemas menores no vetor F' (abordagem bottomn
up) de forma que o mesmo subproblema nao serd computado mais de uma vez. A entrada do
algoritmo é o vetor C' contendo os valores c1, ¢a, . .., ¢, das moedas.

F[0] < 0;
F[1] «+ C[1];
for i =2 ton do
\ dFm + max(C[i] + F[i — 2], F[i — 1]);
return F[n];

[= B B U VU

O algoritmo ¢ linear, isto é, ©(n).

4. Construa um algoritmo eficiente para calcular o coeficiente binomial C(n, k), também denotado
por (Z), sem utilizar multiplicagoes. Em seguida, faca a analise assintética do seu algoritmo.

Solugao.

1 fori=0 ton do

2 for j =0 to min(i, k) do

3 if j =0 orj=1ithen

4 | Cli,j] « 1

5 end

6 else

7 | Cli,jl « Cli—1,j —1]+Cli — 1,j];
8 end

9 end
10 end

11 return C[n, kJ;

Algoritmo 34: Binomial(n, k)

42



6.0.5 Leitura complementar:
o [7] (Capitulo 14)

o [6] (Capitulo 15)

o [14] (Capitulo 14)
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Capitulo 7

NP-completude

Praticamente todos os algoritmos estudados até aqui tém complexidade polinomial, i.e. o tempo de
execugao destes algoritmos no pior caso estd em O(p(n)), onde p(n) é um polindémio no tamanho da
entrada n [7, 14]. Estes algoritmos formam a classe dos algoritmos que séo considerados “eficientes”. Os
problemas que podem ser resolvidos por algoritmos polinomiais sdo chamados de “trataveis”. No entanto,
vimos algoritmos cujos tempos de execucgao sao exponenciais no tamanho da entrada, como por exemplo,
a abordagem forca bruta para calcular o n-ésimo nimero de Fibonacci, para descobrir a melhor forma
de associar o produto de n matrizes, entre outros.

Neste capitulo estudaremos uma classe de problemas para os quais as técnicas estudadas até aqui
nao se aplicam. Estes problemas nio tém solugdes polinomiais conhecidas, mas também néo existe uma
prova de que tais solugbes nao sejam possiveis: esta é a famosa questao "P versus N P"que constitui um
dos mais interessantes problemas em aberto na Computagio. Adicionalmente, essa classe de problemas
possui uma caracteristica muito interessante: um algoritmo eficiente que resolva qualquer um dos pro-
blemas desta classe resulta de forma imediata em algoritmos eficientes para todos os problema da classe.

Definimos um problema como a seguir:

Defini¢ao 13. Um problema (abstrato) Q) é uma relagio bindria que associa um conjunto I de instincias
a um conjunto S de solugies.

Por exemplo:

¢ O problema PATH é uma relagdo que associa cada instancia de um digrafo e dois vértices com um
caminho que contém os dois vértices.

¢ O problema SHORTEST-PATH é uma relagdo que associa cada instancia de um digrafo e dois
vértices com um caminho minimo que contém os dois vértices. Como caminhos minimos nao sao
necessariamente nicos, uma instancia de um problema pode ter mais de uma solucao.

Neste capitulo trabalharemos essencialmente com problemas de decisdo, que sao problemas cujas res-
postas sao sempre sim ou nao:

Definicao 14. Um problema de decisao € uma relagdo bindria sobre um conjunto I de instincias e um
conjunto bindrio (sim ou ndo) de solugdes.

Assim, podemos ver um problema de decisdo como sendo uma fungdo que associa instdncias em I ao
conjunto de solugoes {0, 1}.
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e O problema PATH pode ser visto como um problema de decisao: Dados um digrafo G, e vértices
u e v de GG, determinar se existe um caminho de u para v em G.

Daqui em diante, trataremos apenas de problemas de decisdo, que chamaremos apenas de problemas.

7.1 A classe P

A classe P consiste dos problemas que podem ser resolvidos em tempo polinomial por algoritmos de-
terministicos. A seguir listamos alguns exemplos, mas poderiamos incluir diversos outros problemas
estudados anteriormente.

Exemplo 15. Problema do caminho em grafos: PATH estda em P. De fato, considere o sequinte
algoritmo que recebe como entrada um digrafo G e vértices u e v.

1. Marque o vértice u
2. Enquanto existir aresta (a,b) € G com a marcado, e b nao-marcado, marque b.
3. Se v estd marcado retorne 1, caso contrdario retorne 0.

Andlise do algoritmo: O lago da linha 2 pode ser executado sequndo o algoritmo de busca em
largura, por exemplo, que é linear no tamanho da representagdo do grafo G. As outras linhas do
algoritmo sdo executadas apenas uma vez, portanto o algoritmo é polinomial.

Exemplo 16. Problema da multiplicacio de matrizes: Dadas matrizes A, B e C, wverificar se
A x B = C. O algoritmo de multiplicagio padrdo ou o algoritmo de Strassen resolvem este
problema em tempo polinomial.

Exemplo 17. Problema da multiplicacio de cadeia de matrizes: Dada uma sequéncia de
matrizes Ay, As,..., A, e um inteiro k, verificar se existe uma parentiza¢io que realiza, no
mdaximo, k multiplicacoes escalares. FEste problema pode ser resolvido em tempo polinomial
utilizando programacgdo dindmica.

Exemplo 18. Problema da ordenacdo: Dada uma lista l, verificar se existe uma permutacdo
de | que seja ordenada. Este problema pode ser resolvido em tempo polinomial utilizando algum
algoritmo de ordenacdo, como insertion sort, merge sort, heapsort, quicksort, etc.

7.1.1 Reducao polinomial

A redutibilidade entre dois problemas é uma técnica de projeto de algoritmos muito utilizada para dar
informacoes sobre a dificuldade de problemas. Por exemplo, considere um problema A que queremos
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resolver, e suponha que sabemos como resolver um outro problema B. Se for possivel transformar ins-
tancias do problema A em instdncias do problema B com as seguintes caracteristicas:

e A transformacao é feita em tempo polinomial;

¢ As respostas sdo as mesmas para ambas as instancias.

Entao chamamos este procedimento de algoritmo de reducdo, e o mesmo nos fornece uma forma de
resolver o problema A a partir do problema B:

¢ Dada uma instdncia « do problema A, usamos o algoritmo de reducdo para transformé-la em uma
instancia 8 do problema B;

¢ Executamos o algoritmo polinomial para a instancia  de B;

e Usamos a resposta de 3 como resposta de a.

Ou seja, podemos assim construir um algoritmo para o problema A. O que podemos concluir a partir
da existéncia de um tal algoritmo de reducao? A existéncia de um algoritmo eficiente para B nos permite
construir um algoritmo eficiente para A, mas também que a nao existéncia de um algoritmo eficiente
para A implica na nao existéncia de um algoritmo eficiente para B. Em outras palavras, o problema B é
tao dificil quanto o problema A, ou ainda, A nao é mais dificil do que B.

Definicao 19. Dizemos que um problema L, € redutivel polinomialmente ao problema Lo, notacio
Ly <, Lo, se existe uma func¢do computdvel em tempo polinomial f que transforma instancias do pro-
blema Ly em instancias de Lo de forma que x € Ly se, e somente se, f(x) € Ly. A fungio f é chamada
de funcéo de redugdo, e o algoritmo polinomial F que computa a funcio f € chamado de algoritmo de
reducao.

Observe que ao reduzirmos uma linguagem (ou problema) L; para outra linguagem (ou problema)
Lo, queremos que cada instancia de L; seja transformada em uma instancia de Lo, isto é, se x € L,
entdo f(z) € Lo.

Adicionalmente, precisamos que elementos que nao sejam instancia de L; nao sejam levados em Lo:
x & Ly entdo f(z) € La, 0 que é equivalente por contraposigao a se f(x) € Ly entdo x € L;. Juntando
estas duas informagoes temos a equivaléncia "z € L; se, e somente se, f(x) € Ly"da defini¢do acima.

Redugdes polinomiais sdo uma ferramenta poderosa que nos permitem provar que outras linguagens
estao em P:

Lema 20. Sejam L, e Ly problemas tais que L1 <, Lo, entdo Ly € P implica que Ly € P.

Demonstragio. Seja As um algoritmo polinomial que decide a linguagem Lo, e F' um algoritmo de
redugdo polinomial que computa a funcao de redugao f. Construiremos um algoritmo A; que decide L,
da seguinte forma: dado x € {0,1}*, o algoritmo A; inicialmente usa F' para transformar x em f(x),
e entdo usa o algoritmo As para responder. Note que A; é polinomial ji que tanto As quanto F' sdo
polinomiais.

O

48



Considere o problema 2-SAT, cujas instancias sdo expressoes logicas formadas por conjungoes de dis-
jungoes de dois literais, onde um literal é uma variavel booleana ou a negac¢ao de uma variavel booleana.
Por exemplo, a expressdo a seguir é uma instancia de 2-SAT:

(Il V _|.T2) A\ (_‘ZE1 V _|I3) A (Il \Y .Z‘Q)

Uma solucdo da instincia acima é uma designagdo de valores booleanos (0 ou 1) para as varidveis
que satisfacam a expressdo, ou seja, que retornem 1. Por exemplo, a designagdo 1 =1, 2o =1lex3 =0
satisfaz a expressdo acima.

Exercicio 6. Mostre que 2-SAT € P.

7.2 A classe NP

A classe NP consiste dos problemas que podem ser resolvidos em tempo polinomial por um algoritmo
nao-deterministico.

A ideia é que inicialmente, o algoritmo advinhe uma solucdo (fase ndo-deterministica), e em seguida
esta solugdo deve ser verificada em tempo polinomial deterministicamente.

Assim, a forma mais usual de apresentar a classe NP, consiste em considerar os problemas que podem
ser verificados em tempo polinomial por um algoritmo deterministico [6, 23].

Como vimos, em alguns casos é possivel evitar uma abordagem forga bruta e encontrar solugdes po-
linomiais para o problema em questdo. Mas é facil imaginar que isto nem sempre sera possivel.

De fato, veremos que existem diversos problemas interessantes/importantes para os quais solugdes

polinomiais nao foram encontradas até hoje, mas que ainda é possivel verificar em tempo polinomial,
dado um certificado.
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Exemplo 21. O problema de encontrar ciclos Hamiltonianos em (di)grafos tem sido estudado
por muito tempo (mais de 100 anos!). Formalmente, um ciclo Hamiltoniano de um grafo
G = (V,E) é um ciclo simples que contém cada vértice de V', i.e. cada vértice de G é visitado
uma dnica vez. Um (di)grafo que contém um ciclo Hamiltoniano é dito Hamiltoniano.
Denotaremos por HAM-CYCLE o problema de encontrar ciclos Hamiltonianos em (di)grafos.
HAM-CYCLE = {{(G) : G é um (di)grafo Hamiltoniano }

Podemos verificar uma possivel solugio em tempo polinomial: Suponha que um colega te diz que

um (di)grafo G é Hamiltoniano, e como justificativa, fornece uma sequéncia de vértices na ordem
que ele diz formar um caminho Hamiltoniano.

1. Verifique que os vértices dados constituem o conjunto V' dos vértices de G;

2. Verifique que cada par de vértices consecutivos da sequéncia dada corresponde a uma aresta
de G.

Como a verificacdo acima pode ser feita em tempo polinomial, temos que HAM-CYCLE € NP.

Exemplo 22. Um clique em um grafo (nao dirigido) é um subgrafo onde dois vértices quaisquer
estao ligados por uma aresta. Um k-cligue é um clique que contém k vértices. O problema
CLIQUE consiste em determinar se um grafo contém um clique de um tamanho especificado:

CLIQUE = {(G,k) : G é um grafo com um k-clique}
Afirmacgdo: CLIQUE € NP

O clique é o certificado. Para a entrada ((G,k),c)

1. Verifique se ¢ é um subconjunto de G.V de tamanho k;

2. Verifique se G contém todas as arestas que conectam vértices em c;

3. Se ambas as verificagbes podem ser feitas entdo retorne 1, caso contrdrio, retorne 0.
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Exemplo 23. Afirmacgdo. 3-SAT <p CLIQUE

Prova. Nos grafos a serem construidos, cliques de um tamanho especifico correspondem a
designacoes satisfativeis da formula.

Seja @ uma formula com k cldusulas

p=(a1 Vb Ver)A(aaVbyVea)A... (ag Vb Vek)

A redugio f constrdi a codificacio (G, k) onde G é um grafo ndo dirigido dado por:

o Os vértices de G sao organizados em k grupos de 3 vértices cada t1,to,...,t,x. Cada tripla
t; corresponde a uma das cldusulas de ¢, e cada vértice na tripla corresponde a um literal
da cldusula associada. Marque cada vértice de G com o literal correspondente em . As
arestas de G conectam todos os vértices exceto:

— wértices contraditorios, como x e —x;

— wértices da mesma tripla.

Afirmacao: ¢ € satisfativel se, e somente se, G possui um k-clique.

Suponha que @ € satisfativel, e portanto cada cldusula possui pelo menos um literal
verdadeiro. Em cada tripla em G, selecionamos um vértice correspondente ao literal
verdadeiro. Se mais de um literal for verdadeiro na mesma cldusula, escolhemos um
deles aleatoriamente. Os vértices selecionados formam um k-clique: o ndmero de vértices
selecionados € k, cada par de vértices selecionado estd ligado por uma aresta.

Suponha que G possui um k-cligue. Nenhum par de vértices do clique ocorre na mesma
tripla porque vértices da mesma tripla ndo sdo ligados por arestas. Portanto, cada tripla
contém exatamente um dos vértices do k-clique. Designamos valores para as varidveis de
de forma que cada literal que marca um vértice assume valor 1 (verdadeiro). Isto é possivel
porque vértices contraditorios nao sdo ligados. FEsta designag¢do de varidveis satisfaz a
formula ¢ porque cada tripla corresponde a wm vértice do clique, e portanto cada cliusula
de v tem wvalor 1.

7.3 A classe NPC

Seja C uma classe de problemas caracterizados por uma propriedade, como por exemplo, possuir solugao
em tempo polinomial. Estamos interessados em identificar os problemas mais dificeis em C, de tal forma
que uma solugdo eficiente para algum destes problemas dificeis resulte em solugoes eficientes para todos
os outros problemas de C.

Informalmente, dizemos que um problema é NP-completo, i.e. que estd na classe NPC, se estd na
classe NP e é tdo dificil quanto qualquer problema em NP. Assim, ao mostrarmos que um problema é
NP-completo, nao estamos tentando provar a existéncia de um algoritmo eficiente, mas concluir que a
existéncia de um tal algoritmo é improvavel. De fato, estamos concluindo sobre o quéao dificil ele é, e
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nao sobre quao facil como fizemos até entao. Portanto, um algoritmo eficiente provavelmente nao existe
para este problema.

Uma importante questao em aberto é quando P é ou ndo um subconjunto préprio de NP, o que
corresponde ao problema "P vs NP'citado anteriormente. Problemas NP-completos normalmente sao
considerados intratdveis dada a grande quantidade de problemas NP-completos ja estudados, e sem so-
lugdo polinomial encontrada.

Seria uma surpresa encontrar uma solugdo polinomial para algum (e portanto para todos) destes
problemas. Neste sentido, se um problema é NP-completo entao isto pode ser visto como uma evidéncia
da sua intratabilidade. Neste caso, algoritmos aproximados devem ser considerados, ao invés de solugbes
rapidas e exatas.

Por que até hoje ninguém conseguiu encontrar solugdes polinomiais para estes problemas? Nao sabe-
mos, talvez porque elas simplesmente nao existam, ou porque elas estejam baseadas em principios ainda

desconhecidos.

Qualquer problema em P estd também em NP porque pode ser verificada em tempo polinomial pelo
mesmo algoritmo que a decide em P sem a necessidade de utilizar certificados.

A seguir, apresentamos a definigdo formal de problemas NP-completos:

Definigao 24. Um problema L C {0,1}* é dito NP-completo se:

1. L € NP;

2. I' <p L,YL' € NP.

Denotamos por NPC a classe dos problemas NP-completos.

Se um problema L satisfaz a propriedade 2 acima, mas nio necessariamente a propriedade 1, dizemos
que L é NP-dificil.

Propriedade interessante: Se algum problema NP-completo puder ser resolvido em tempo poli-
nomial entdo qualquer problema em NP terad solugdo polinomial.

Como NP-completude consiste em mostrar quao dificil € um problema, utilizamos a reducao polino-
mial na outra dire¢do para mostrar que um problema é NP-completo:

Para mostrarmos que um problema B nao possui solu¢do polinomial, consideremos um problema
A, para o qual sabemos nao existir solugdo polinomial. Suponha também que temos um algoritmo de
redugao que transforma instancias de A em instancias de B em tempo polinomial. Agora, se existisse
uma solucdo polinomial para B entdo poderiamos construir uma solucédo polinomial para A como acima,
contradizendo a suposi¢ao de que A nao possui solugdo polinomial.

Lema 25. Se L é um problema tal que L' <p L para algum L' € NPC, entio L é NP-dificil. Se adici-
onalmente, L € NP entdo L € NPC.

Demonstracio. Como L' é NP-completo, entao VL” € NP, temos que L” <p L', e por hipétese temos
que L' <p L. Logo. L” <p L, o que mostra que L é um problema NP-dificil. Agora, se L € NP entao,
por defini¢do temos que L € NPC.

O
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O lema acima nos d4 um método para mostrar que um problema L é NP-completo:

1. Prove que L € NP;

2. Escolha um problema L’ que seja NP-completo;

3. Descreva um algoritmo que computa uma fungao f que mapeia cada instdncia x de L’ em uma
instancia f(x) € L;

4. Prove que z € L/, se e somente se, f(x) € L;
5. Prove que o algoritmo que computa f é polinomial

Os passos de 2-5 mostram que L é NP-dificil.

Podemos determinar em tempo exponencial se uma dada férmula booleana ¢ contendo n varidveis é
satisfativel: basta checar cada uma das 2" possiveis valoracoes para as varidveis de ¢. Nenhum algoritmo
polinomial é conhecido para SAT.

SAT = {{p) : ¢ é uma férmula booleana satisfativel}.

O teorema a seguir, conhecido como o Teorema de Cook-Levin, mostra que é muito improvavel que
tal algoritmo exista.

Teorema 26. SAT € NPC.
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Exemplo 27. Mostre que 3-SAT € NPC.

1. 3-SAT € NP: Dada uma designagdo de valores para as varidveis de uma 3-FNC férmula
(certificado), o algoritmo de verificagio substitui cada varidvel pelo valor dado e avalia a
expressao. Se a expressao resulta em 1 entdo o certificado € vdlido e a formula € satisfativel.

2. SAT <p 3-SAT.

Considere a fungdo que toma uma instancia ¢ de SAT e a transforma em uma instincia
¢ de 3-SAT de acordo com os sequintes casos:

(a) C tem apenas um literal, digamos l: Sejam x1 e
o duas varidveis novas. Troque C pelas cldusulas (IV x1 V x3), (I V ZT1 V x3),
(IVaVT3), IVZTVT);

(b) C possui dois literais, ou seja C =11 Vla: Seja
x uma varidvel nova. Troque C pelas cldusulas (14 V12 V x),(l; Via VT);

(c) C possui trés literais: Mantenha C' inalterada;

(d) C possui mais de trés literais, digamos que C =11 VIaV ... Vig: Sejam x1,xo,...,Tk_3
varidveis novas. Troque C pela férmula (I Via Va1) A(@TTVIsV ag) A (T3 VigV zs) A
RRVAN (l‘k_3 Vig_1V lk)

Agora precisamos mostrar que esta transformagdo preserva a satisfatibilidade das formulas,
isto é, @ € satisfativel se, e somente se, @' é satisfativel. A preservagdio da satisfatibilidade
é trivial para o0s casos (a), (b) e (¢) acima. Complete o exercicio mostrando que a
satisfatibilidade é preservada pela transformacgdo do caso (d), isto é, 11 VIaV.. Vi
¢ satisfativel se, e somente se, (11 VIaVx1) AN(TTVIsVa ) AN(TaVIaVas)A. . A (Tpg—3Vik_1 Vi)
€ satisfativel.

Exercicio 7. Mostre que CLIQUE € NPC.

Exercicio 8. Uma cobertura de vértices de um grafo G = (V, E) (nao-dirigido) é um subconjunto
V' CV tal que (u,v) € E entio u € V' ouv €V’ (ou ambos!). O tamanho de uma cobertura de
vértices € o seu niumero de vértices, ou seja, |V'|. O problema da cobertura de vértices consiste
em encontrar uma cobertura de vértices de tamanho minimo em um grafo. Reescrevendo este
problema como um problema de decisdo, queremos determinar se um grafo possui uma cobertura
de vértices de tamanho dado k:

VERTEX-COVER = {(G, k) : G possui uma cobertura de vértices de tamanho k}

Mostre que VERTEX-COVER € NPC.
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Exercicio 9. Um caminho Hamiltoniano em um digrafo G é um caminho de wm vértice u para
um vértice v que visita todos os vértices de G exatamente uma vez. O problema de decisdo
HAMPATH consiste em, dado um digrafo G, responder se G possui um caminho Hamiltoniano
ou nao.

HAMPATH = {{(G,u,v) : G é um digrafo com um caminho Hamiltoniano de u para v}

Mostre que HAMPATH € NPC.

Exercicio 10. Um ciclo Hamiltoniano em wm digrafo G € um ciclo simples contendo cada
vértice de G. O problema de decisio HAM-CYCLE consiste em, dado um digrafo G, responder
se G possui um ciclo Hamiltoniano ou nao.

HAM-CYCLE = {{(G) : G é um digrafo com um ciclo Hamiltoniano.}

Mostre que HAM-CYCLE € NPC.
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Exercicio 11. Considere o seguinte jogo em um grafo (ndo-dirigido) G = (V, E), que inici-
almente contém 0 ou mais bolas de gude em seus vértices: um movimento deste jogo consiste
em remover duas bolas de gude de um vértice v € V, e adicionar uma bola a algum vértice
adjacente de v. Agora, considere o seguinte problema (de decisio): Dado um grafo G, e
uma fungdo p(v) que retorna o niumero de bolas de gude mo vértice v, existe uma sequéncia de
movimentos que remove todas as bolas de G, exceto uma? Mostre que este problema estd em NPC.

Solugao. Se (G,u,v) é uma instincia de HAMPATH, construa uma instincia (G',p) de T:
G'=G, p(u) =2, p(v) =0 e p(x) =1,V € G.V\{u,v}.

Agora mostre que (G,u,v) tem um caminho Hamiltoniano, se e somente se, (G’,p} tem uma
solugdo:

1. Se (G, u,v) tem um caminho Hamiltoniano entdo (G',p) tem uma solugdo.

Suponha que (G,u,v) tenha wum caminho Hamiltoniano de w para v, digamos
(u = mo,x1,T2,..., 2, = v). Vamos construir uma sequéncia de movimentos da se-
guinte forma: Como o vértice uw de G’ é o tnico vértice contendo duas bolas (G',p),
removemos as duas bolas de u e adicionamos uma bola no vértice adjacente x1. Em
sequida, removemos as duas bolas do vértice x1, e adicionamos uma bola no vértice xo, e
assim prossequimos ao longo do caminho Hamiltoniano (u = xg,x1,22,..., T, = v). Note
que no ultimo passo removeremos as duas bolas do vértice x,,_1 e adicionaremos uma bola
no vértice v. Desta forma, finalizamos com G’ contendo apenas uma bola no vértice v, e
as bolas de todos os outros vértices foram removidas.

2. Se (G',p) tem uma solugao entio (G,u,v) tem um caminho Hamiltoniano.

Suponha que exista uma sequéncia de movimentos que remove todas as bolas de G', exceto
uma. Pela forma como G’ foi construido, apenas um de seus vértices contém duas bolas,
digamos xg, e portanto a sequéncia de movimentos tem que iniciar em xo. Adicione cada
vértice visitado por esta sequéncia de movimentos ao caminho, na ordem em que a visita €
feita. Nenhum vértice pode ser visitado mais de uma vez porque, com excecao de xg e de T,
todos os vértices possuem apenas uma bola. Todos os vértices tém que ser visitados porque
esta € a unica forma de remover as bolas. Assim, a sequéncia de movimento constréi um
caminho Hamiltoniano em G', e portanto G(= G') possui um caminho Hamiltoniano.
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Exercicio 12. Considere um jogo de tabuleiro que contém n linhas e n colunas. Cada uma das
n? posicoes, pode ter uma bola azul, uma bola vermelha ou pode estar vazia (configuracio inicial).
O jogo consiste em remover as bolas do tabuleiro de forma que cada coluna tenha bolas de uma
dnica cor, e cada linha contenha pelo menos uma bola (configuragio vencedora). Mostre que o

problema de determinar se uma configuracdo inicial resulta em uma configuracdo vencedora estd
em NPC.

Solugdo. Denote por T a configuracdo inicial do tabuleiro, representaremos o problema
correspondente a este jogo por S = {T corresponde a uma configuracao vencedora}. Considere
a sequinte transformacgdo: Dada uma instincia @ de 3-SAT com m wvaridveis vi,va,...,Umnm
e k cldusulas ¢ = (FVIEVIHABVEVE)AN...ANWFVIEVIE, construa um tabuleiro
k x m, assumindo que nenhuma cldusula de ¢ contém simultaneamente as varidveis v; e v; (tais
clausulas podem ser removidas sem afetar a satisfatibilidade de @), da sequinte forma:

1. Se x; ocorre na clausula c; coloqgue uma pedra azul na linha c; e coluna x;.
2. Se m; ocorre na cldusula c; coloqgue uma pedra vermelha na linha c; e coluna x;.

O tabuleiro pode ser completado, para que tenha o mesmo nimero de linhas e colunas, repetindo
uma linha ou adicionando uma coluna em branco sem afetar a solvabilidade.

Agora precisamos mostrar que @ € satisfativel se, e somente se, T possui uma solu¢do.

Se ¢ € satisfativel, entdo considere uma designacdo d que faz com que cada clausula de ¢ seja
verdadeira. Se x; é verdadeira (resp. falsa) sequndo a designacio d entdo remova as pedras
vermelhas (resp. azuis) da coluna xz;. Portanto, pedras que correspondem a literais verdadeiros
permanecem, e como toda clausula possui um literal verdadeiro, toda linha possui uma pedra.

Reciprocamente, suponha que T possui uma solugio. Se pedras vermelhas (resp. azuis) foram
removidas de uma coluna entdo associe o valor verdadeiro (resp. falso) & varidvel correspondente.
Como cada linha possui uma pedra, toda cliusula possui um literal positivo, e portanto ¢ é
satisfativel.
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