Capitulo 6

Heapsort

Considere novamente o problema de ordenar os n > 1 elementos de um vetor A. O algoritmo selection_sort
faz esse trabalho selecionando, a cada iteragdo, o menor elemento do vetor A e o colocando na sua posicao
final:

def selection_sort(arr):

n = len(arr)
for i in range(n):

min_idx = i

for j in range(i + 1, n):

if arr[j] < arr[min_idx]:
min_idx = j

arr[i], arr[min_idx] = arr[min_idx], arr[i]

return arr

Observe que a mesma estratégia de ordenacao pode selecionar o maior elemento do vetor. Qual é a
complexidade deste algoritmo? A operagio bésica é a comparacgao realizada dentro do for interno, entao:
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Ja estudamos solugdes mais eficientes para ordenar vetores, mas agora vejamos o que ocorre se utili-
zamos a ideia de selection_sort sobre outra estrutura de dados.

6.1 Heaps

A estrutura de dados que estudaremos nesta se¢ao é conhecida como heap:

Defini¢ao 11. Um heap (bindrio) T é uma estrutura de dados que corresponde a uma drvore bi-
ndria com chaves associadas aos nos, sendo uma chave por no, que satisfaz as sequintes condicoes:

1. T é uma drvore bindria completa em todos os niveis, exceto possivelmente o ultimo nivel;

2. Todos os caminhos para uma folha do ultimo nivel estdo a esquerda de todos os caminhos
para uma folha do penultimo nivel.
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Adicionalmente, se chave de cada né é maior (resp. menor) ou igual do que a chave dos seus filhos
entdo temos um heap de mdzimo (resp. heap de minimo).

Segundo a propriedade 2, uma enumeracdo dos nés de um heap deve comecar de cima para baixo,
i.e. a partir da raiz do heap, e da esquerda para a direita.

Assim, em um heap o né mais a direita pode ter apenas um filho & esquerda, mas nao pode ter
somente um filho a direita. Todos os outros nds internos possuem dois filhos.

A figura abaixo é um heap de méximo:
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A figura abaixo nao é um heap porque nao satisfaz a propriedade 1:
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A figura abaixo nao é um heap de maximo::
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6.1.1 Propriedades

A grande vantagem da estrutura de heap é que ela permite a implementacio das operagdes de insergao
de um novo elemento (ou uma nova chave), e extragdo do maior elemento (maior chave) em tempo lo-
garitmico. Obsereve que em um vetor (ou em uma lista), a insercao pode ser feita em tempo constante,
mas a extragdo do maior elemento vai exigir, no pior caso, uma busca em todo o vetor (ou lista), o que
tem custo linear.

Implementacao em vetores

Um heap binario pode ser implementado como um subvetor de um vetor A, onde somente os elementos
em A[l..Aheap-size] (0 < A.heap-size < A.length) sdo elementos validos do heap. A raiz do heap é A[1],
e dado o indice ¢ de um né, o indice do filho & esquerda (resp. direita) é 2 (resp. 2i + 1), enquanto
que o indice do né correspondente ao pai do né de indice i é igual a |i/2]. Em um heap de maximo (ou
mazx-heap), todo no i diferente da raiz é tal que A[[i/2]] > A[i]. Analogamente, em um heap de minimo
(ou min-heap), todo né i diferente da raiz é tal que A[|i/2]] < Ali].

Desta forma, o maior (resp. menor) elemento de um maz-heap (resp. min-heap) é armazenado na
raiz, e a subarvore com raiz em um determinado né contém apenas valores que sdo menores ou iguais
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(resp. que sdo maiores ou iguais) ao valor deste no.

Exercicio 65. Qual é o nimero minimo e o numero mdximo de elementos em um heap de
altura h?

Exercicio 66. Mostre que um heap com n elementos tem altura |lgn].

Qualquer vetor A[l..n] pode ser visto como um heap com raiz A[1] e os filhos do elemento Afi] (1 <
i < mn), caso existam, estdo na posigdo 2i e 2i + 1. Por exemplo, o vetor [1,2,3, 4, 5] corresponde ao heap:

S\
S\,

O trabalho que faremos a seguir, consiste em transformar um vetor qualquer em um heap de maximo.
Observe que se o vetor for unitario ndao ha nada a fazer. O trabalho também é simples se o vetor tiver
apenas dois elementos: basta garantir que o maior deles estd na primeira posicdo do vetor. A coisa fica
mais interessante quando temos um vetor com pelo menos trés elementos. Considere, por exemplo, o
vetor [1,2,3] que corresponde ao heap

S\

Para transformé-lo em um heap de maximo basta trocarmos o maior dos filhos com a posigao raiz:

3
2 1
Para generalizarmos esta ideia para um heap com n elementos, considere um heap com n elementos
onde o elemento raiz é o unico elemento que quebra a propriedade de heap de méaximo. Neste caso,

observe que a troca do elemento raiz pode quebra a propriedade de heap de maximo para o subheap com
raiz na posi¢do 2 ou 3, e portanto precisamos recursivamente fazer a reconstrucdao do heap de maximo:
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I + 2i;
T 20+ 1;
if I <n and A[l] > A[i] then
‘ largest < ;
end
else
‘ largest < 1;
end
if 7 <n and A[r] > Allargest] then
‘ largest < r;
end
if largest # i then
exchange A[i] with A[largest];
Max-Heapify(A,largest);
end
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Algoritmo 12: Max-Heapify(A[l..n],i)
Qual a complexidade de Max-Heapify? Para respondermos esta pergunta precisamos antes resolver
o seguinte exercicio:

Exercicio 67. Mostre que, em um heap com n elementos e raiz Ali], cada uma das subdrvores
com raiz em 2i e 2i + 1 tém, no mdximo, 2n/3 elementos.

Considerando o fato estabelecido no exercicio anterior, temos que o tempo de execucao de Max-
Heapify é dado pela recorréncia

T(n) <T(2n/3) + 6(1) (6.1)
que, pelo Teorema Mestre, tem solugdo O(lgn).
Agora podemos transformar um vetor qualquer em um heap de méximo aplicando o algoritmo Max-

Heapify a cada n6 que nao seja folha. O exercicio a seguir nos informa os nés que sao folhas em um heap
com n elementos:

Exercicio 68. Mostre que na representagdo vetorial de um heap com n elementos, as folhas sdo
o0s elementos do vetor com indices |n/2| +1,|n/2] +2,...,n.

Assim, para construirmos um heap de maximo basta aplicarmos o algoritmo Max-Heapify do ultimo
né que nao é folha até a raiz:

1 for i = [n/2] downto 1 do
2 | Max-Heapify(A,i);

3 end
Algoritmo 13: Build-Max-Heap(A[1..n])
[n/2]
Qual a complexidade de Build-Max-Heap? Considerando um heap com n elementos, temos Z O(lgn)
i=1
[n/2]

O(1gn. Z 1) = 0((n/2).1gn) = O(n.lgn).

i=1
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A cota O(n.lgn), apesar de correta, ndo é a mais precisa que podemos encontrar. De fato, se obser-
varmos que:

1. A altura de um heap contendo n elementos é igual a |lgn|.

2. Um heap com n elementos possui, no méximo, [n/2"+1] nés com altura h.

Entdo, observando que Max-Heapify tem complexidade O(h) quando executado em um né de al-

tura h, concluimos que o tempo de execucao de Build-Max-Heap( A \)), assumindo que A possui
llgn] lign]

n elementos, tem a seguinte cota superior: Z [n/2"F1] - O(h) = O(n. Z [h/2"]) = O(n), pois

h=0 h=0
llgn] 00
Z h/2h < Z h/2", que por sua vez converge.
h=0 h=0

Assim, um heap pode ser construido em tempo linear.

Prove a seguinte invariante de lago, e conclua que o algoritmo Build-Max-Heap é correto:

No inicio de cada iteracdo do laco for (linhas 2-4),
cada no6 nas posi¢oes i+ 1,7+ 2 ... n é a raiz de um mazx-heap.

6.2 O algoritmo Heapsort

O algoritmo heapsort recebe como argumento um vetor A qualquer contendo n > 0 elementos, e inici-
almente o transforma em um maz-heap. Neste momento, sabemos que a raiz do heap contém o maior
elemento do vetor A, que pode entao ser movido para sua posicdo correta. Em seguida, decrementamos
o tamanho do heap em uma unidade, e repetimos o processo:

1 Build-Max-Heap(A);

2 for i = A.length downto 2 do
exchange A[1] with A[i];
A heap-size = A.heap-size - 1;
Max-Heapify(A,1);

end

=B SN )

Algoritmo 14: Heapsort(A)

A complexidade de Heapsort(A), no pior caso, considerando um vetor com n > 0 elementos, é
O(n) +3 " 0(lgn) = O(n) + O(lgn. Y 1) = O(n) + O((n— 1).1gn) = O(n.1gn).
i=2 i=2

Prove a corregao do algoritmo Heapsort utilizando a seguinte invariante:

No inicio de cada iteragdao do lago for (linhas 2-6), o subvetor A[l..7] é um maz-heap que contém
os i menores elementos do vetor A[l..n|, e o subvetor A[i + 1..n| estd ordenado e contém os
(n — %) maiores elementos do vetor A[l..n].
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1. Leituras recomendadas

(a) Capitulo 6 do livro do Cormen (Introduction to Algorithms);

(b) Capitulo 6 do livro do Levitin (Introduction to the Design and Analysis of Algorithms).
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