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Capitulo 1

Introducao

Este material serve de suporte para a disciplina Projeto e Andlise de Algoritmos do curso de graduagao
em Computagdo. Dois aspectos fundamentais no estudo de algoritmos sdo estudados em detalhe: a
correcao e a analise assintética dos algoritmos.

O foco deste curso é na construgdo/design/projeto e na analise de algoritmos. Para anélisar um
algoritmo precisaremos de um ferramental mateméatico que nos permita, em um certo sentido, medir a
qualidade dos algoritmos. Podemos dizer que a qualidade de um algoritmo esté associada a dois aspectos
fundamentais:

1. Corregao: Um algoritmo deve funcionar corretamente sempre, caso contrario, terd pouca ou ne-
nhuma utilidade.

2. Eficiéncia: A eficiéncia de um se refere aos recursos computacionais utilizados durante a sua exe-
cugao que sao subdivididos em dois tépicos:

(a) Eficiéncia de tempo: Em linhas gerais, consiste na mensuragio do tempo de execugio do
algoritmo. Esta andlise requer diversos cuidados de forma que os resultados possam ser utili-
zados para comparar algoritmos distintos que resolvem o mesmo problema.

(b) Eficiéncia de espago: Consiste na mensuragdo da memoria requerida durante a execugio
do algoritmo.

No contexto de algoritmos e desenvolvimento de software é comum a utilizacdo de testes como mé-
todo de validacdo. Ou seja, o programa (ou software) é executado com diversas entradas distintas, e
se nenhum problema é encontrado, o programa é considerado bom o suficiente para ser utilizado. De
fato, a primeira coisa que fazemos ap6s implementar um algoritmo é testa-lo para diversas entradas, e
caso alguma resposta seja incorreta, uma revisao da implementacgao é feita para corrigir o erro, e entao
novos testes sdo realizados. Este processo é repetido até que o programador sinta confianca na imple-
mentacao, mas depois de todos estes testes é possivel dizer que o programa é correto? Certamente nao!
Pensando no caso particular da implementagdo de um algoritmo de ordenagdo de naturais ou inteiros
(ou qualquer estrutura munida de uma ordem total), sabemos que existe uma infinidade de listas de
inteiros que podem ser utilizadas nos testes, e portanto nao é possivel testar todas elas. Em se tratando
de programas utilizados em sistemas criticos (aviagdo, medicina, sistemas bancérios, etc), por menores
que sejam as chances de erros, falhas nao sao toleradas. O que fazer entao para garantir a correcao de
um programa? Uma abordagem possivel consiste em provar a correcao do programa! Uma prova de
uma propriedade de um programa fornece a garantia de que o programa satisfaz a propriedade provada
sempre! Esta é a abordagem que utilizaremos aqui, e que tem se mostrado cada vez mais importante



para o desenvolvimento da Matemética[7l [6] [T 2] e Computagao[8] 13, [12]. Para concluir esta se¢do e co-
megarmos a colocar a mao na massa, listamos trés exemplos famosos de erros em sistemas computacionais:

1. Therac-25: Uma méquina de radioterapia controlada por computador causou a morte de pelo
menos 6 pacientes entre 1985 e 1987 por overdose de radiagao.

2. Pentium FDIV: Um erro na construcao da unidade de ponto flutuante do processador Pentium
da Intel causou um prejuizo de aproximadamente 500 milhoes de ddlares para a empresa que se
viu forgada a substituir os processadores que ja estavam no mercado em 1994.

3. Ariane 5: Um foguete que custou aproximadamente 7 bilhdes de délares para ser construido ex-
plodiu no seu primeiro voo em 1996 devido ao reuso sem verificagao apropriada de partes do codigo
do seu predecessor.

Ja deixamos claro que vamos provar muita coisa aqui. No préximo capitulo estudaremos as técnicas
utilizadas para mostrar a corre¢do de algoritmos.



Capitulo 2

A Correcao de Algoritmos

TBC Vamos iniciar considerando um problema bem simples:

2.1 Busca em uma lista.

Formalmente, podemos enunciar este problema da seguinte formas:

Dados um natural z e uma lista [, queremos saber se x ocorre em . A resposta é apenas sim ou nao.

A fungdo bseq a seguir, recebe um natural x e uma lista 1 como argumentos, e resolve este problema:

false se I = nil (lista vazia);
bseq x 1 := < true sel=h:tlex=h;
bseqxtl sel=h:tlex#h;

O que significa dizer que este algoritmo (fung¢@o) é correto? Uma possibilidade consiste em mostrar
que qualquer que seja a lista [ e o natural x, se x ocorre em [ entdao bseq x | = true, e se x ndo ocorre
em [ entdo bseq | = false. Como mostrar isto? Podemos separar esta afirmacdo em duas partes:

1. se x nao ocorre em [ entao bseq | = false;
2. se x ocorre em [ entdo bseq x | = true.

Vamos provar cada uma destas partes separadamente.

Prova da partel: A prova é por inducdo na estrutura da lista [.

e Se [ for lista vazia entdo bseq x nil = false e a afirmacao é verdadeira uma vez que x nao ocorre
na lista vazia.

e Suponha que [ tem a forma h :: tI. Temos 2 subcasos:

— O caso x = h nao ocorre ja que estamos assumindo que z nao ocorre em /.



— Se x # h entao o algoritmo continua a busca na cauda da lista [, e a hipotese de inducédo nos
permite concluir que a afirmagao estd correta. Observe que a hipétese de inducgao diz que "se
x nao ocorre em tl entdo bseq tl = false;", e como x nao ocorre em [, temos que = também
ndo ocorre em tl e portanto, bseq tl = false. Logo, bseq x | = bseq = tl = false. O

Exercicio 1. Escreva a prova da parte 2.

Prova da parte2: A prova é por inducdo na estrutura da lista [.

e O caso em que [ ¢é a lista vazia ndo é possivel porque estamos assumindo que = ocorre em [.

e Suponha que [ tem a forma h :: tl. Temos 2 subcasos:

— Se x = h entao o algoritmo retorna true como queriamos.

— Se x # h entdo o algoritmo continua a busca na cauda da lista [, e a hipétese de
inducao nos permite concluir que a afirmacao estd correta. Observe que a hipotese de
inducao diz que "se x ocorre em tl entao bseq tl = true;", e como x ocorre em [, temos
que = tem que ser igual a algum elemento da cauda tl, e portanto, bseq tl = true.
Logo, bseq x | = bseq x tl = true. O

Prova alternativa da parte2: A prova alternativa é por indugdo no tamanho |I| da lista
I. Observe que queremos provar que "se x ocorre em [ entdo bseq x | = true, para qualquer || > 0".

o O caso base é |l| = 1, ou seja, | = x = nil. Neste caso, bseq x (z :: nil) = true como
queriamos.

o Suponha que || > 1, ou seja, [ tem pelo menos dois elementos. Temos 2 subcasos:

— Se x = h entao o algoritmo retorna true como queriamos.

— Se x # h entao o algoritmo continua a busca na cauda da lista [, e a hipétese de
indugdo nos permite concluir que a afirmacao estd correta. Observe que a hipdtese
de inducdo diz que "se z ocorre em tl entdo bseq x tl = true, para qualquer |tl| > 0",
e como ! tem pelo menos dois elementos, entdo [tI] > 0 e bseq tI = true. Logo,
bseq x | = bseq x tl = true. 0

A prova que acabamos de fazer é bem simples, mas veremos outras bem mais complicadas ao longo
do semestre. A prova acima é dita informal em contraposicdo com provas mecénicas, isto é, feitas em
sistema de provas implementado em um computador. Estes sistemas de provas sdo chamados de assis-
tentes de provas e existem vérios disponiveis, como o Rocq, PVS e Isabele/HOL. Vamos refazer a prova
acima no Rocq (https://rocq-prover.org/)). Alguns poucos ajustes sao necessarios para que a fungéao
esteja de acordo com a sintaxe da linguagem funcional do Rocq:

Fixpoint bseq x 1 :=
match 1 with
| nil => false


https://rocq-prover.org/

| h::tl => if (x =7 h) then true else bseq x tl
end.

A propriedade correspondente a parte 1 pode ser escrita da seguite forma:

Lemma bseq_correto_partel: forall 1 x, ~(In x 1) -> bseq x 1 = false.

A prova deste lema estd disponivel no arquivo bseq.

2.2 Elemento Minimo

Considere o seguinte problema:

Encontre o menor elemento de uma lista de ntimeros naturais.

A funcéo recursiva min_list h | que recebe um natural h e uma lista de nimeros naturais [ como
argumento, e retorna o menor elemento da lista (h :: {):

h, se | = nil
min_list hl=1<{ mun_listhl, sel=h :l'eh<h
min_list W' I', sel=h =U'eh >N
A funcao é definida recursivamente na estrutura da lista [, segundo argumento da funcdo min_ list.
De fato, quando [ é a lista vazia, notacdo nil, a fungdo retorna h. Quando a lista é nao vazia com
primeiro elemento h’ e cauda I’, notacao h’ :: I, temos dois subcasos a considerar:

1. h < h': Neste caso, a chamada recursiva é feita com os argumentos h e I';

2. h > h': Neste caso, a chamada recursiva ¢ feita com os argumentos h’ e I’.

Afirmacao. A fungdo min_list h [ retorna o menor elemento da lista (h :: 1).

Podemos ver facilmente que a propriedade expressa nesta afirmacdo é verdadeira em diversos casos.
Por exemplo, se h =1 el =2:: 3 :: 4 :: nil entdo esperamos que min_list1(2 :: 3 :: 4 :: nil) retorne 1,
ou seja, o menor elemento da lista (1 ::2 :: 3 :: 4 :: nil). De fato, temos

min_list 1 (2:3 =4 =nil) =
min_list 1 (3 :: 4 :: nil) =
min_list 1 (4 :: nil) =
min__list 1 nil = 1

Ou ainda,
min_list 10 (2 ::3 =4 =nil) =
min_list 2 (3 :: 4 :: nil) =
min_list 2 (4 :: nil) =
man_list 2 nil = 2

E assim, podemos testar diversos argumentos para verificar se a fun¢do (algoritmo) min_list estd
funcionando corretamente, mas esses testes seriam suficiente para garantirmos que a afirmagdo acima é
verdadeira? Observe que existe uma infinidade de argumentos distintos possiveis... Certamente, nao!
Para garantirmos que funcdo min_list h [ retorna o menor elemento da lista (h :: [) quaisquer que sejam
h e | precisamos construir uma prova. Utilizando induc¢ao na estrutura da lista I, provaremos que a
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afirmacao é verdadeira.

Prova da afirmacao. Temos dois casos a considerar:

1. A lista [ é vazia, isto é, [ = nil: Neste caso, min_ list h nil retorna h, que é o menor elemento da

lista (h :: nil).

Exercicio 2. Complete a prova da afirmagdo acima. Ou seja, mostre que min_list h [ retorna
o menor elemento da lista (h :: 1) quando | é uma lista nao vazia.

2.3 A Torre de Hanoi

A Torre de Brahma

Conta a lenda que a Torre de Brahma era formada por 64 discos de ouro com didmetros distintos
e trés hastes de diamante. No inicio dos tempos, Deus colocou todos os 64 discos sobre uma tnica
haste, empilhados em ordem decrescente, do maior na base ao menor no topo, e ordenou que um
grupo de sacerdotes os movesse para outra haste, seguindo as seguintes regras:

1. Um disco nao pode ser colocado sobre outro de didmetro menor;
2. Apenas um disco pode ser movido por vez;
3. S6 é permitido mover o disco que estiver no topo de uma das torres.

Os sacerdotes trabalhariam ininterruptamente, noite e dia, para cumprir a tarefa. Dizia a lenda
que, quando finalmente a concluissem, a torre desmoronaria e o mundo chegaria ao fim.

O problema da Torre de Handi é um famoso desafio inventado em 1883 pelo matematico francés
Edouard Lucas (1842-1891). Ele consiste em uma base com trés hastes. Em uma delas, estd disposta
uma torre formada por discos de didmetros distintos, empilhados em ordem decrescente, do maior na
base ao menor no topo.

O objetivo do desafio é mover toda a torre de discos para uma das outras duas hastes com o menor
numero de movimentos e obedecendo as regras acima. Observe que, se a torre tiver um tnico disco, o
desafio é resolvido com um tnico movimento. Com dois discos, a solugdo também é simples e requer trés
movimentos. Com trés discos, o problema comeca a ficar interessante, sendo necessarios pelo menos sete
movimentos:



E claro que quanto maior o niimero de discos, maior serd o niimero de movimentos necessarios para
transferir a torre de uma haste para outra dentro das regras estabelecidas.

Quantos movimentos sdo necessarios para mover a torre com 64 discos? A melhor forma de resolver
este problema consiste em tentar generalizar o nimero de discos. Vejamos o que acontece se tivermos
n > 0 discos.



O problema da Torre de Hanéi consiste em mover n discos de didmetros diferentes de uma torre
A para uma torre C usando uma torre auxiliar B.

Torre A Torre B Torre C'

Situacao inicial

recursao A — B

A—=C

—
—

recursao B —

Figura 1: Torres de Hanoi

Os discos estao inicialmente organizados na torre A em ordem decrescente segundo o didmetro
e devem terminar na torre C' com a mesma organizagao. Os discos sdo movidos de uma torre
a outra de acordo com as trés regras descritas acima (ver A Torre de Brahma). Esta descrigdo
sugere o seguinte algoritmo:

Algoritmo

1. Transladar recursivamente os n — 1 discos de menor didmetro, da torre A para a
torre B, usando a torre C' como torre auxiliar;

2. Mover o disco de maior didmetro de A a C;

3. Transladar recursivamente os n — 1 discos de B a C, usando a torre A como torre
auxiliar.




Exercicio

Seja M (n) o nimero de movimentos necessarios para transladar n discos segundo o algoritmo
anterior.

1. (1.0 ponto) Construa a relagdo de recorréncia que expressa o nimero de movimentos M (n)
necessarios para mover os discos da torre A para a torre C;

2. (2.0 pontos) Resolva a relagdao de recorréncia do item anterior;

3. (1.0 ponto) Qual o tempo necessario para os sacerdotes terminarem o trabalho com os 64
discos, assumindo que eles movimentam 1 disco por segundo e sempre acertam o proximo
movimento.

2.4 'Tépico de revisao (opcional): Indugao

Inducao é uma ferramenta fundamental que serd utilizada com frequéncia para provar a correcao de al-
goritmos. Além disso, na andlise da eficiéncia dos algoritmos, usaremos varias ferramentas matematicas,
como somatoérios, conjuntos, fungdes e matrizes. O apéndice VIII do livro [4] [5] pode ser consultado para
revisar esses tépicos. A préximas subsegoes fazem uma revisao de inducao.

2.4.1 Inducao Matematica

Inducdo matematica é uma técnica de prova muito poderosa que desempenha um papel fundamental
tanto em Matemdtica quanto em Computacdo. Se P(n) denota uma propriedade dos nimeros naturais
N={0,1,2,...} entdo o principio da indugdo matematica (PIM) é dado por:

PO Vk,P k=P (k+1)

(PIM)
Vn,P n

Na descrigdo acima, chamamos P 0 de base da indugio e Vk,P k = P (k + 1) de passo indutivo.
No passo indutivo, P k é chamado de hipdtese de inducdo. Vejamos um exemplo:



Considere a seguinte propriedade sobre os niimeros naturais:

A soma dos n primeiros niimeros naturais impares é igual a n?. (2.1)

Esta propriedade vale trivialmente para o 0 (a soma dos 0 primeiros ntimeros {mpares é igual a
0%), o que corresponde a base da indugdo. Agora seja k um natural arbitrario, e suponha que a
soma dos k primeiros ntiimeros fmpares seja igual a k? (hipétese de indugdo). Precisamos provar
que a soma dos k -+ 1 primeiros niimeros fmpares é igual a (k + 1)2. De fato, o (k + 1)-ésimo nti-
mero fmpar é igual a 2.k+1 (por que?), e portanto k?+2.k+1 = (k+1)? como querfamos provar.

Uma prova mais detalhada de (2.1) pode ser feita da seguinte forma: a soma dos n primeiros
nimeros {mpares pode ser escrita por meio do somatério Y .- (2.i — 1), que por defini¢do é igual
a 0, se n = 0. Queremos provar que

Xn:(zi —1)=n%Vn (2.2)

i=1

Aplicando o principio da indu¢do matemaética (PIM), temos 2 casos para analisar:

e (Base da indugao): Para n = 0, a igualdade (2.2 é trivial porque o lado esquerdo da
igualdade é igual a 0 por definigao.

o (Passo indutivo): No passo indutivo assumimos que vale para um nimero na-
tural arbitrario, digamos k, e provamos que esta propriedade continua valendo para
o natural £ + 1. Ou seja, assumimos que 2521(2.2' — 1) = k%, e vamos provar que
Zfill (2.i — 1) = (k + 1)2. Partindo do lado esquerdo desta tltima igualdade, podemos
decompor o somatério da seguinte forma Z,’;ill (20—-1) = Zle(Q.i -+ 2k+1),e
agora podemos utilizar a hipétese de inducdo (h.i.) para assim chegarmos ao lado direito

da mesma: ¥ 12— 1) =0 (20— 1)+ Qk+1) "L K2+ 2k +1) = (k+1)2

Observe que o passo indutivo é a parte interessante de qualquer prova por indugdo. A base da indugao
consiste apenas na verificacdo de que a propriedade vale para uma situagdo particular. Agora resolva os
exercicios a seguir:

n(n—i—l)'

n
Exercicio 3. Mostre que Zz = 5

=0

S (n+1).(n+2
Exercicio 4. Prove que Zz(z +1) = n.(n + ; (n+ )
i=0

n
Exercicio 5. Prove que Z 2t = gntl _ 1,
i=0

10



Exercicio 6. Prove que 3 | (22" — 1) para todo n > 0.

Existem propriedades que valem apenas para um subconjunto préprio dos nimeros naturais:

Por exemplo, 2™ < n! s6 vale para n > 4. Para este tipo de problema utilizamos uma generalizacio
do PIM onde a base de inducdo néo precisa ser o 0. Chamaremos esta variagdo de Principio da Indugdo
Generalizado (PIG):

Pm Vk,P k= P (k+1)
Yn>m,Pn

(PIG)

Exemplo 1. Prove que 2" < nl,¥Vn > 4.
1. (Base de indugio) A propriedade vale para n =4, o que é trivial, e;
2. (Passo indutivo) Mostraremos que 2F1 < (S k)! assumindo que 2F < k!,Vk > 4. De fato,

(hi) (%)
temos que 281 =228 "<" 2.kl < (k+1).k! = (k+1)!, onde a desigualdade (*) se justifica
pelo fato de k ser maior ou igual a 4.

Exercicio 7. Prove que a soma dos n primeiros niumeros naturais € igual a %

Exercicio 8. Prove que a soma dos n primeiros quadrados é igual a Ou seja,
n
) nn+1)(2n+1)
mostre que i = .
que ) ;

n(n+1)(2n+1)
-6 -

i=1

Exercicio 9. Prove que a soma dos n primeiros cubos € igual ao quadrado da soma de 1 até n,
ou seja, que 13+ 23 + ... +n3=(1+2+...4+n)2

Exercicio 10. Prove que 2" — 1 é maltiplo de 3, para todo nimero natural n par.

Exercicio 11. Prove que 3" > n? + 3 para todo n > 2.

11



Exercicio 12. Prove que n? < 4"~ ! para todo n > 3.

Exercicio 13. Prove que n! > 3™ para todon > 7.

Exercicio 14. Prove que n! < n" para todo n > 1.

Uma variagdo do PIM bastante til é conhecida como Principio da Indugio Forte (PIF):

Vk,(Ym,m <k= P m)= Pk
Vn,P n

(PIF)

Exercicio 15. Prove que qualquer inteiro n > 2 € um niumero primo ou pode ser escrito como
um produto de primos (ndo necessariamente distintos), i.e. na forma n = p1.pa.--- .pr, onde 0s
fatores p; (1 < i <r) sdo primos.

Exercicio 16. Mostre que PIM e PIF sdo principios equivalentes.

2.4.2 Inducao Estrutural

Nesta se¢ao veremos que o principio de indu¢do matematica (PIM) visto anteriormente é um caso parti-
cular de um principio geral que estd associado a qualquer conjunto definido indutivamente. Vimos dois
tipos de regras utilizadas na construc¢do de um conjunto definido indutivamente:

1. As regras nao recursivas, ou seja, aquelas que definem diretamente um elemento do conjunto defi-
nido indutivamente;

2. As regras recursivas, ou seja, aquelas que constroem novos elementos a partir de elementos ja cons-
truidos.

Como veremos no proximo exemplo, estas regras podem fazer uso de elementos de outros conjuntos
previamente definidos. Formalmente, se Ay, As, ... sdo conjuntos entdo a estrutura geral das regras de
um conjunto definido indutivamente B é como a seguir:

1. Inicialmente temos as regras nao recursivas que definem diretamente os elementos by, ..., b,, de B:
a1 € A ageAQ...ajleAjl a1 € Ay GQGAQ...QjmeAJ’m
bl[al,...7a,j1]€B bm[xl,...,xjm]EB

12



2. Em seguida, temos as regras recursivas que constroem novos elementos a partir de elementos jé

construidos:
al €A1... aji GAji dl,...,dkl €B ay €A1... Q. GAjn dl,...,dkn €B
61[1}1,...,xji,dl,...,dkl] €B Cn[a,l,...,ajn,dl,...,dkn] €B

Qualquer elemento de um conjunto definido indutivamente pode ser construido ap6s um nimero finito

de aplicagoes das regras que o definem (e somente com estas regras). Os elementos dy, da, . .., dy, sdo di-
tos estruturalmente menores do que o elemento ¢;(a1, ..., a;,,d1,. .., d,]. Isto significa que os elementos
di,ds, ..., dy, sdo subtermos préprios de ¢;la, ..., a;,,d1,. .., dg,].

Podemos associar um principio de indugao a qualquer conjunto definido indutivamente. No contexto
genérico acima, teremos um caso base (base da indugao) para cada regra nao recursiva, e um passo in-
dutivo para cada regra recursiva. O esquema simplificado (omitindo os pardmetros por falta de espago)
tem a seguinte forma:

casos base casos indutivos
P(b1)...P(by) (Vdi...dk,,P(dr),...,P(dk,) = P(c1))...(Vdy...dk,, P(dr),...,P(dk,) = P(cn))
Ve e B,P x

Retornando ao caso do conjunto dos niimeros naturais, temos um principio indutivo com apenas um
caso base e um caso indutivo:

PO Vk,P k= P (S k)
Vn,P n

O conjunto dos booleanos possui um principio indutivo com dois casos base, e nenhum caso indutivo:

P true P false
Vb, P b

Futuramente estudaremos diversos algoritmos que utilizam a estrutura de lista encadeada, definida
pela seguinte gramadtica | ::= nil | a :: I, onde nil representa a lista vazia, e a :: [ representa a lista
com primeiro elemento a e cauda [. Como esta gramatica possui um construtor ndo recursivo, e um
construtor recursivo, teremos um principio de indu¢ao com um caso base, e um passo indutivo:

P nil Vih,Pl= P (h:l)
VI, Pl

O comprimento de uma lista, isto é, o niimero de elementos que a lista possui, é definido recursiva-
mente por:

13



| = 0, se | = nil
L 14|, sel=axl

Uma operagdo importante que nos permite construir uma nova lista a partir de duas listas ja cons-
truidas é a concatenagdo. Podemos definir a concatenacdo de duas listas por meio da seguinte fungao
recursiva:

I oly — lg, Seh:nil
P27V ax(Uoly), sely=a:l'

Por fim, o reverso de uma lista é definido recursivamente por:

rev(l) = l, se | = nil
T (rev(l’))o(a:nil), sel=a:=l

Os exercicios a seguir expressam diversas propriedades envolvendo estas operagoes. Resolva cada um
deles utilizando indugao.

Exercicio 17. Prove que |ly o la| = |l1] + |l2|, quaisquer que sejam as listas l1,ls.

Exercicio 18. Prove que l o nil =1, qualquer que seja a lista .

Exercicio 19. Prove que a concatenagao de listas é associativa, isto é, (I oly)ols) =110 (l30l3)
quaisquer que sejam as listas 11,15 e l3.

Exercicio 20. Prove que |rev(l)| = |l|, qualquer que seja a lista .

Exercicio 21. Prove que rev(ly oly) = (rev(lz)) o (rev(ly)), quaisquer que sejam as listas ly,ls.

Exercicio 22. Prove que rev(rev(l)) =1, qualquer que seja a lista L.

2.4.3 Leitura complementar:

o [II] (Capitulo 2)
o [3] (Capitulo 1)

. [10]

2.5 Invariantes de laco

o Leitura complementar: Capitulo 2 ([4]).
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Invariantes de lago s@o utilizadas para provar propriedades de lagos. Como o nome sugere, a pro-
priedade a ser provada deve permanecer valida ao longo de toda a execucao do lago. Concretamente, a
prova de uma invariante de lago é dividida em trés etapas:

1. Inicializagdo: A propriedade deve ser verdadeira antes da primeira iteracao do laco;

2. Manutencao: Se a propriedade é verdadeira antes de uma iteragao (qualquer) do lago entédo ela
permanece verdadeira antes da préxima iteracao;

3. Terminagao: Quando o la¢o termina, a conclusdo da invariante nos fornece uma informacao ttil
para concluirmos que o algoritmo é correto.

Uma versao nao recursiva do algoritmo min_ list

Estudaremos diversos algoritmos nao-recursivos neste curso, e a seguir, apresentamos uma versao
néo-recursiva do algoritmo min_list. Neste caso, o algoritmo recebe o vetor A[l..n] como argumento:

min + A[l];
for i =2 ton do
if A[i] < min then
| min + Alil;
end
end
return min;

i =R <1 S NSVUR CR

Algoritmo 1: min_list_norec(A[l..n])
Afirmacdo. Ao final de sua execucdo o algoritmo min_ list _norec(A[l..n]) retorna o menor ele-
mento do vetor A[l..n].

Como provar esta afirmagdao? Em programas contendo lagos utilizamos as chamadas invariantes de
lago, que sao propriedades satisfeitas durante toda a execucdo de um laco. A prova de uma invariante
de laco consiste em trés etapas:

1. Inicializacdo: Nesta etapa mostramos que a propriedade é satisfeita antes da primeira execucao
do lago. Esta etapa é equivalente a base da indugao em uma prova indutiva;

2. Manutencao: Esta é a etapa mais delicada da prova (veja a semelhanca com um passo indutivo).
Aqui assumimos por hipétese (de indugdo) que a invariante vale antes de uma iteragao arbitrd-
ria do lago (depois da primeira) e mostramos que a invariante continua valida antes da préxima
iteracdo. Ou seja, assumimos que a invariante vale antes da k-ésima iteragdo (k > 0) e mostra-
mos que ao final desta iteracdo, isto é, antes da (k+1)-ésima iteragdo, a invariante continua valendo;

3. Finalizagao: Nesta etapa concluimos que a invariante é satisfeita durante toda a execugao do lacgo,
e esta informacdo ¢é utilizada para estabelecer a corre¢dao do algoritmo.

O lago for do algoritmo min__list_norec(A[l..n]) percorre os todos os elementos do vetor A a partir
da segunda posi¢do. N&o podemos garantir que a varidvel min armazena o menor elemento de A ao
longo de toda a execucdo do algoritmo, mas certamente min armazena o menor elemento dos que ji
foram considerados. Assim, provaremos a seguinte invariante de laco:
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Invariante. Antes de cada iteracdo indexada por ¢, a varidvel min contém o menor elemento do
subvetor A[l..i — 1].

Prova da invariante. Consideraremos as trés etapas descritas acima:

1. Inicializacdo: Antes da primeira iteragdo, temos i = 2, e min = A[1] (linha 1) contém o menor
elemento do subvetor A[1].

2. Manuteng¢ao: Assuma que antes da $k$-ésima iteragao, isto é, quando i = k + 1, min contém o
menor elemento do subvetor A[l..k]. Ao longo da $k$-ésima iteracio o elemento Afi] = A[k + 1]
serd comparado com min (linha 3). Se A[k+ 1] for menor do que min entdo encontramos um valor
menor do que o atual no subvetor A[l..k + 1], e este novo valor é armazenado em min (linha 4).
Assim, antes da (k+1)-ésima iteracdo min contém o menor elemento do subvetor A[1..k + 1], como
queriamos provar.

3. Finalizagao: Ao final da execugao do lago, isto é, quando i = n + 1, temos que min contém o
menor elemento do vetor A[l..n], e portanto a invariante é verdadeira. g

Exercicio 23. Resolva os exercicios a sequir:

1. Apresente o pseudocédigo de um algoritmo ndo-recursivo que verifica se um determinado
numero estd presente em um vetor A[l..n] de nimeros naturais. O algoritmo deve retornar
true se o numero estiver na lista e false caso contririo. Em sequida, prove a correcao do
seu algoritmo.

2. Apresente o pseudocddigo de um algoritmo recursivo que retorna o numero de ocorréncias
de um dado elemento em uma lista. Em segquida, prove a corregdo do seu algoritmo.

3. Apresente o pseudocédigo de um algoritmo ndo-recursivo que retorna o niumero de ocorrén-
cias de um dado elemento em um vetor. Em seguida, prove a correcao do seu algoritmo.

4. Apresente o pseudocédigo de um algoritmo recursivo que retorna o maior elemento de uma
lista de nimeros naturais. Em sequida, prove a correcio do seu algoritmo.

5. Apresente o pseudocédigo de um algoritmo ndo-recursivo que retorna o maior elemento de
um vetor A[l..n] de nimeros naturais. Em sequida, prove a corre¢io do seu algoritmo.
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Capitulo 3

A complexidade de algoritmos

Como avaliar o tempo de execugdo de um algoritmo? Antes de respondermos esta pergunta, devemos
fazer outra: por que avaliar o tempo de execugdo de um algoritmo? Em outras palavras, qual a necessi-
dade de estudar andlise de algoritmos? Como veremos, diversas razoes para isso. Inicialmente, observe
que um algoritmo tem como objetivo resolver um problema especifico, como ordenagao, busca ou calculo
de um determinado valor. No entanto, para um mesmo problema, podem existir multiplos algoritmos
diferentes. Por exemplo, no caso da ordenagao héa diversos algoritmos conhecidos, como Insertion Sort,
Merge Sort, Selection Sort, Heapsort, Quicksort, etc. Qual deles escolher? O objetivo da anélise de
algoritmos é fornecer as ferramentas tedricas que nos permitam responder essa pergunta com base em
critérios matemaéticos, garantindo a escolha da solucdo mais eficiente para cada situagao.

O que significa dizer que um algoritmo € eficiente? Podemos analisar a eficiéncia de um algoritmo de
duas formas: eficiéncia temporal e eficiéncia espacial. No primeiro caso, estamos interessados no tempo
de execugdo do algoritmo, enquanto que no segundo caso, queremos analisar a quantidade de espaco
extra (memoria) que é utilizado pelo algoritmo durante sua execucao [5l [3, [IT, @]. A forma de deter-
minar a eficiéncia de um algoritmo deve permitir a comparagao de algoritmos distintos que resolvam o
mesmo problema. Inicialmente, poderiamos pensar em utilizar o tempo de execugdo de um programa
que implementa um algoritmo, mas esta ndo é uma boa medida porque depende tanto do computador
(hardware) quanto da implementagdo (software). Precisamos de um método que nos informe sobre a
eficiéncia do algoritmo independentemente do computador em que ele venha a ser implementado, da
linguagem de programacao e do estilo de programacao utilizados. O método deve ser preciso e geral de
forma que possa ser utilizado para diversos algoritmos e aplicagoes.

Antes de apresentarmos o ferramental mateméatico que utilizaremos, precisamos estabelecer alguns
critérios:

e Independéncia de hardware: A escolha do algoritmo deve ser baseada em sua eficiéncia tedrica,
nao no desempenho de um hardware especifico;

e Independéncia de software: A andlise deve ser independente da linguagem de programacéo ou
das habilidades do programador;

e Principio da invaridncia: Diferentes implementagoes de um mesmo algoritmo nao devem variar
em eficiéncia além de um fator constante multiplicativo.

Uma possibilidade é contar todas as operagoes realizadas pelo algoritmo, mas veremos que esta abor-
dagem possui alguns problemas, além de ser muito trabalhosa.
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3.0.1 Busca Sequencial

Considere o problema de buscar um elemento em um vetor arbitrario. O pseudocodigo a seguir recebe
como argumentos o vetor A[0..n — 1] contendo n elementos e o valor x procurado, e faz a buscar sequen-
cial de x em A: se A possui uma ocorréncia de x entdo o algoritmo retorna a posigdo 0 <7 <n —1 da
primeira ocorréncia encontrada. Caso contrario, o algoritmo retorna o valor -1.

i < 0;

while i <n and Afi] # = do
| i it 1

end

if ¢ <n then
‘ return ¢;

else
‘ return -1

end

© 0 N o A W N

Algoritmo 2: SequentialSearch(A[0..n — 1], z)
Observe que a execugao do algoritmo ndo demanda espago adicional, ou seja, o espago utilizado para
a sua execucao é o espaco alocado para armazenar o vetor A e nada mais. Neste caso, dizemos que a
complexidade em espago do algoritmo SequentialSearch é constante. Uma complexidade, seja em tempo
ou espaco, constante é a melhor situagdo que podemos ter, ou seja, a mais eficiente possivel. As classes
bésicas de eficiéncia que utilizaremos para analisar algoritmos sao listadas a seguir em ordem crescente
de complexidade em funcdo do tamanho n da entrada[d]:

Classe | Nome

1 constante

logn logaritmica

n linear

n.logn | linearitmica

n? quadrética

n? ctbica

nF polinomial (k > 1 e finito)
a” exponencial (a > 2)

n! fatorial

A andlise da complexidade de tempo do algoritmo SequentialSearch nao é tdo imediata quanto a
andlise feita para a complexidade de espaco, ainda que seja simples. Podemos comecar com a seguinte
pergunta: qual o custo de execucdo de cada linha do algoritmo SequentialSort? A linha 1 faz uma
atribuicdo, cujo custo ndo depende do tamanho n do vetor A, e portanto é razoavel dizer que este custo
é constante, digamos c;, uma constante positiva. Observe que esta constante ndo depende do paradmetro
n, mas do computador e da linguagem de programacdo. As linhas 2-4 constituem um lago cujo corpo
contém apenas uma atribui¢do. Ainda que o custo da linha 3 possa ser o mesmo da linha 1, vamos
denotéa-lo pela constante positiva c3. Quantas vezes a linha 3 é executada? Isto depende tanto do vetor
A quanto da chave z. De fato, se & ocorre na primeira posigio de A, isto é, se A[0] é igual a = entdo a
condigao do laco é executada uma tinica vez, mas a linha 3 nao é executada nenhuma vez independente
de existirem outras ocorréncias de x em A. Esta é a situacdo constitui o melhor caso possivel, e por isso
é chamada de andlise do melhor caso. Se A[0] # x e z ocorre na segunda posi¢ao de A entdo a linha 3 é
executada uma tnica vez, enquanto que a linha 2 é executada duas vezes. Em geral, observe que a linha
que define um lago é sempre executada uma vez a mais do que as linhas que compéem o seu corpo. Por
fim, se x nao ocorre no vetor A entdo a linha 2 serd executada n + 1 vezes enquanto que a linha 3 serd
executada n vezes. Esta situacdo vai configurar a andlise do pior caso. Por fim, o condicional da linha
5 serd executado uma tnica vez a um custo constante, digamos cs5, e apenas uma das linhas 6 ou 8 serd
executada uma Unica vez. Juntando todas estas informagoes podemos entao dividir a andlise em 2 casos:
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Andlise do melhor caso na busca sequencial

Como vimos anteriormente, o melhor caso ocorre quando o elemento procurado ocorre na primeira po-
sicdo do vetor A. Os custos associados por linha nesta situacio sdo apresentados na seguinte tabela:

Linha | Custo Observagao
¢l
2
0 nao é executada
Cs
Ce
0 nao é executada
Total C1 —+ C2 —+ Cs —+ Cg

o OOt W N

Denotando por Ty(n) o custo no melhor caso (best case) para a busca sequencial considerando que
o vetor A possui n elementos, temos que Tp(n) = ¢1 + ¢3 + ¢5 + ¢¢. Neste caso dizemos que o custo da
busca sequencial é constante em func¢do do tamanho n da entrada.

Andlise do pior caso na busca sequencial

Agora vamos compilar as informagoes discutidas anteriormente considerando que o lago da linha 2 é
executado o maior nimero de vezes possivel, o que acontece quando o elemento procurado nao ocorre no
vetor:

Linha | Custo
1 C1

2| co.(n+1)
3| c3.n

5 Cs
6

8

0
cs
Total | ¢; +co.(n+ 1)+ cg.n+cs5+cs

Denotando por Ty,(n) o custo no pior caso (worst case) para a busca sequencial considerando que o
vetor A possui n elementos, temos que Ty, (n) = ¢ + ¢o.(n+ 1) 4+ ¢3.n + ¢5 + ¢s. Neste caso dizemos que
o custo da busca sequencial é linear em fungdo do tamanho n da entrada. Antes de refinarmos a anélise
e apresentarmos as defini¢bes precisas das andlises de melhor e pior caso, vejamos um outro exemplo
considerando agora o problema da ordenacdo de um vetor.

Vejamos um outro exemplo antes de refinarmos nossa analise.

3.0.2 Ordenacao por insercao

Nesta secdo estamos interessados em ordenar n > 0 ntimeros naturais em ordem crescente. Suponha
que estes nimeros estao armazenados no vetor A[0..n — 1]. Entdo, ao final do processo queremos obter
uma permutacdo de A[0..n — 1], digamos A’[0..n — 1] tal que A’[i — 1] < A’[i], para todo 1 < i < n.
Estudaremos diversas formas distintas de abordar este problema nas proximas se¢bes, mas aqui vamos
iniciar com o algoritmo de ordenagao por inser¢ao (InsertionSort), cujo pseudocodigo é dado a seguir:

19



for j=1ton—1do

key « A[jl;

i 7 —1;

while ¢ >0 and A[i] > key do
Ali + 1) + A[il;
11— 1;

end

Ali + 1] < key;

end

© 0N o A W=

Algoritmo 3: InsertionSort(A[0..n — 1])

Faremos uma andlise da complexidade do algoritmo de ordenacdo por inser¢do semelhante analoga
a feita para a busca sequencial. Certamente, ordenar um vetor com 1000 demanda mais tempo do que
ordenar apenas 3 elementos, assim é usual descrever o tempo de execugdo de um algoritmo em fungao
do tamanho da entrada que neste caso é o nimero n de elementos a serem ordenados. Novamente assu-
miremos que cada linha do pseudocddigo é executada em tempo constante, mas este tempo pode diferir
de uma linha para outra. Assim, denotaremos por ¢; a constante que corresponde ao tempo de execugao
da i-ésima linha do pseudocddigo. Vejamos, entdo, o custo de execugdo do algoritmo InsertionSort. O
laco for da linha 1 é executado n vezes, enquanto que o corpo do lago é executado n — 1 vezes, uma vez
para cada j = 1,...,n — 1. Denotaremos por t; o nimero de vezes que o teste do lago while da linha 4
é executado, de forma que temos o seguinte custo por linha:

Linha | Custo | Numero de execugbes | Custo total
1| n c1.n
2| e n—1 co.(n—1)
3| e n—1 es.(n—1)
4 Cy Z?:_ll tj Cq. Z?:_ll t]’
5] ¢ Yt — 1) cs- > 5oy (t; — 1)
6 e | S5 -1) ¢ 51 (85— 1)
8 | cs n—1 cs.(n—1)

Portanto, o custo total, que denotaremos por T'(n) é dado por:

n

T(n)=cn+co.(n—1)+c3.(n—1) 4 ¢4. th + C5'Z(tj -1+ cG.Z(tj —1)+ecs.(n—1)

Jj=2 j=2 j=2

Agora note que, mesmo para entradas de mesmo tamanho, o tempo de execucdao pode mudar. De fato,
um vetor que tenha mais elementos a serem reposicionados terd um custo maior para ser ordenado. Por-
tanto, a analise do melhor caso se d4 quando o vetor ja estiver ordenado pois t; = 1, para todo 2 < j < n:

Ty(n) = can+ce(n—1)4+c3.(n—1)4+c4.(n—1)+cs.(n—1)
= (aa+cet+cezs+eqtcg)n—(ca+es+ca+cs)

ou seja, uma funcao linear de n. Por outro lado, a analise do pior caso se d4 quando o vetor estiver
ordenado decrescentemente pois t; = j (por que?), e portanto

Tw(n) = cn+(ca+cz+cs)(n—1)+ 04.(W) + (e5 + c@.(%)
ou seja, uma fungdo quadratica de n.

A forma de analise feita para InsertionSort acima, assim como para SequentialSearch na se¢do anterior,
apresenta alguns problemas porque as constantes utilizadas podem mudar dependendo do computador,
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da linguagem de programagao ou mesmo do estilo de programacao utilizados. Uma maneira de ignorar
estas especificidades, e fazer uma analise que seja independente destes aspectos, consiste na utilizagao
de uma notagdo adequada, a notacdo assintdtica, que considera o comportamento de fungoes no limite,
isto é, para valores suficientemente grandes do pardmetro n. A ideia é que possamos pegar uma fungao
como Ty, (n) = c1 + ca.n+ cs.(n — 1) 4+ ¢ + ¢s que expressa o custo no pior caso do algoritmo de busca
sequencial, e dizer que ela cresce como n, sem a necessidade de considerar as constantes. Faremos isto
considerando o conjunto das func¢oes que sdo limitadas superiormente por um miultiplo constante de n.
Observe que podemos facilmente construir uma cota superior para a fungao Ty, (n) da seguinte forma
Tw(n) =ci+cantes.(n—1)+cg+cs < ci.nteantesn—cstcegntegn < (cr+cetestcegtces).n <cn
para qualquer constante ¢ > ¢1 4+ ¢a + ¢3 + ¢ + cg e n > 1. Neste caso, dizemos que a fungdo Ty, (n)
é O(n), ou seja, que T, (n) é de ordem n. Formalmente, temos a seguinte definicdo para o conjunto
O(g(n)) que contém todas as fungdes que sdo da ordem de g(n):

Definicao 2. Seja g(n) uma fungdo dos inteiros nao-negativos nos reais positivos. Entdo O(g(n)) € o
conjunto das fungdes (também dos inteiros nao-negativos nos reais positivos) tal que existem uma cons-
tante real ¢ > 0 e uma constante inteira ng > 0 satisfazendo a desigualdade f(n) < c-g(n),Vn > ng. Al-
ternativamente, O(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas ¢ e ng tais que 0 < f(n) < c-g(n),¥n >
TL().}

Observe que uma func¢do f(n) pode estar em O(g(n)) mesmo que f(n) > g(n),Vn. O ponto im-
portante é que f(n) tem que ser limitada por um mdltiplo constante de g(n). A relagdo entre f(n) e
g(n) para valores pequenos de n também é desconsiderada. Intuitivamente, os termos de menor ordem
de uma funcéo assintoticamente positiva podem ser ignorados na determinacdo da cota superior porque
sdo insignificantes para valores grandes do parametro n. Assim, quando n é grande qualquer porgao ou
fragdo do termo de maior ordem é suficiente para dominar os termos de menor ordem.

Normalmente, escrevemos T'(n) € O(n?) para dizer que T'(n) é O(n?) j& que O(n?) é um conjunto.
No entanto, é comum encontrarmos o uso da igualdade T'(n) = O(n?) ao invés de T(n) € O(n?) (Ver
[5]). A conveniéncia do uso da igualdade serd vista posteriormente, mas o importante aqui é entender
que esta igualdade é unidirecional, e portanto ndo pode ser confundida com a igualdade tradicional. Por
exemplo, escrevemos T'(n) = O(n?), mas O(n?) = T(n) ndo é correto. O nimero de fungdes andnimas
em uma expressao é igual ao nimero de vezes que a notagdo assintética aparece: por exemplo, na ex-

n
pressao Z O(i) contém apenas uma fungdo anbénima (a funcdo que tem pardmetro i), e portanto esta
i=1
expressao nao é o mesmo que O(1) + O(2) + ... 4+ O(n) (que ndo possui uma interpretacio clara). A
notacdo assintética também pode aparecer do lado esquerdo de uma equacdo: 2n? + O(n) = O(nQ).
Neste caso, independentemente da forma como as fun¢ées anénimas sao escolhidas do lado esquerdo da
equagao, existe uma forma de escolher fun¢bes anénimas do lado direito da equagdo de forma que a
equagdo se verifique. No caso do exemplo acima, temos que para qualquer f(n) = O(n), existe uma
funcio g(n) = O(n?) tal que 2n? + f(n) = g(n), Vn.

Equacdes também podem ser encadeadas como em 2n? + 3n + 1 = 2n2 + O(n) = O(n?), e podem
ser interpretadas separadamente de acordo com as regras anteriores. Assim, a primeira equac¢ido nos
diz que existe alguma fungdo f(n) = O(n) para a qual a equagio se verifica para todo n. A segunda
equacio nos diz que para toda fun¢io g(n) = O(n), existe uma funcio h(n) = O(n?) tal que a equacio se
verifica para todo n. Este encadeamento é transitivo, ou seja, podemos concluir que 2n?+3n+1 = O(n?).

O lema a seguir nos permite utilizar limites para utilizar a notacdo assintética:

Lema 3. Uma fungio f(n) = O(g(n)) se lim Fm) = ¢ < 00, incluindo o caso em que ¢ = 0.
n—oo g(n)

Demonstracao. Exercicio.
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Pela definicao de limite, temos lim fEn; = ¢ significa que Ve > 0,36 > 0 : |f n) _ cl <e,¥n>4.
n—oo g
Ou seja, que —e < % —c¢ < €,Vn > §, uma vez que f(n) e g(n) sdo fungdes nao-negativas.

Podemos entdo tomar € = 1 (ou igual a qualquer outro valor positivo), e considerando apenas a
desigualdade da direita, temos que % <c+1,Vn >0 < f(n) < (c+1).9(n),Yn > § =

f(n) < (c+1).9g(n),Yyn>86+1= f(n) < (c+1).g(n),Vn > § + 1. Assim, temos que existem
constantes positivas ¢ e ng tais que f(n) < ¢o.g(n),Vn > ng < f(n) = O(g(n)).

O

Observe que a outra dire¢io do lema anterior nio vale: de fato, considere f(n) = n e g(n) = 28],
onde lgn é o logaritmo de n na base 2. Temos que f(n) = O(g(n)) porque f(n) =n = 2'8m < 2llen)+1 —

2.2l8m) — 2 ¢(n),Vn. No entanto, o limite h_>m Tn) nao existe, ja que o quociente fgz; oscila.
Teorema 4. 1. Se lim fgn)) = ¢ < 00, onde ¢ é uma constante real positiva, entao f(n) = O(g(n))
n—oo g(n
e g(n) = 0(f(n));
- fn) _ - _ ,
2. Se lim =0 entao f(n) = O(g(n)), mas g(n) # O(f(n));
n—oo g(n)
- fn) . _
3. Se lim o +oo entdo f(n) # O(g(n)), mas g(n) = O(f(n)).
n—>00 g n
Demonstracao. Exercicio.
O
No caso de InsertionSort, a andlise do pior caso nos dé a funcao
To(n) = crm+ (ca+ez+es).(n—1) + ca (521 4 (5 4 cg). (22501

que é O(n?).
Como exercicio, mostre em detalhes que a complexidade do pior caso de InsertionSort é O(n?).

Assim, considerando as expressoes (ou polindmios) construidas(os) até agora, observamos que a classe
de complexidade é obtida considerando-se o mondémio de maior grau sem levar em conta o coeficiente.
Portanto, a construcao do polinémio a partir do custo de cada linha do algoritmo nao é uma estratégia
eficiente porque no final consideraremos apenas a parcela mais significativa, ou seja, o0 mondémio de maior
grau. Vamos entdo buscar diretamente a parte do algoritmo que nos da este monémio de maior grau.
Observando a Tabela [J] concluimos que o termo quadratico vem da linha 4, mais precisamente da compa-
ragao A[i] > key que é executada em cada iteracao do lago for. Entdo podemos fazer uma anélise bem
mais direta do que a feita anteriormente para chegarmos a mesma conclusdo. Como durante a i-ésima
iteragao do lago for, a linha 4 é executada i vezes, temos:

n—l

O(n?).

\M|

A anahse do melhor caso também pode ser feita da mesma forma considerando que a cada iteracao
do lago for, a linha 4 é executada uma tnica vez:
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n—1
Ty(n)=>» 1=n-1=0(n).
i=1
Da mesma forma, na busca sequencial o custo linear do pior caso pode ser obtido calculando direta-
mente o nimero de comparagoes feitas na linha 2. A notacdo O nos di uma cota superior para o custo
de execugao de algoritmos, mas ela também pode ser utilizada para estabelecer uma cota para a com-
plexidade de espago utilizado durante a execucdo de um algoritmo. Tanto a busca sequencial quanto o
algoritmo de ordenagao por inser¢do nao necessitam de espago adicional de armazenamento, e portanto,
em ambos os casos a complexidade é constante, ou seja, é igual a O(1). Dizemos que algoritmos de
ordenagao que ndo demandam espaco adicional fazem a ordenagao in place. Posteriormente estudaremos
algoritmos que necessitam de espaco adicional.

Depois de alguns exercicios, e de apresentarmos mais alguns detalhes sobre a notagao assintdtica,
estudaremos um pouco da chamada andlise do caso médio. A andlise do melhor caso nos dé uma ideia
de situagoes especificas em que o algoritmo tem a melhor performance possivel, mas a analise do melhor
€aso nao costuma ser muito informativa e normalmente nao é relevante. A anéalise do pior caso, por outro
lado, tem bastante relevancia e serd explorada exaustivamente nas préximas se¢des. Ela é importante
porque nos fornece o pior cenario possivel para o algoritmo. Com isto sabemos que o algoritmo nao
pode ter um comportamento menos eficiente do que o apresentado pela analise do pior caso. No entanto,
esta andlise pode ser excessivamente pessimista considerando uma situacdo mais realista. Por exemplo,
pode ser que o pior cenério s6 ocorra para uma ou duas entradas especificas dentre uma infinidade de
possibilidades igualmente possiveis. A andlise do caso médio pode nos fornecer uma ideia da eficiéncia do
algoritmo considerando uma média dentre todos os tempos de execugdo possiveis, o que nao corresponde
a média entre as andlises do melhor e pior casos.

Por fim, é importante ter em mente que a notagao assintética nos permite analisar a taxa de cres-
cimento, ou ordem de crescimento do tempo de execucao de um algoritmo, e portanto as simplificagoes
feitas na obtencao da cota superior nao devem ser esquecidas em situagoes préaticas. Por exemplo, con-
sidere dois algoritmos A e B com complexidades, respectivamente, iguais a O(n?) e O(n3). Qual dos
dois algoritmos ¢ mais eficiente? Para valores grandes de n certamente o algoritmo A é mais eficiente,
mas devemos levar em consideracdo que no calculo destas classes de complexidade diversas constantes
foram ignoradas. Se soubéssemos, por exemplo, que o algoritmo A realiza 100.n? operacdes, enquanto
que o algoritmo B realiza 5.n operacdes para resolver o mesmo problema, entio agora sabemos que
para n < 20 o algoritmo B é mais eficiente.

Na tabela abaixo, resumimos as andlises feitas até agora:

’ Algoritmo \ tempo (melhor caso) \ tempo (pior caso) \ espaco ‘
Sequential search | O(1) O(n) 0(1)
Insertion sort O(n) O(n?) o(1)

Uma ferramenta bastante 1til na anélise assintotica é conhecida como regra do mdximo:

O(f(n) + g(n)) = O(max(f(n), g(n))) (3.1)

Exercicio 24. Prove a regra do mdximo.
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Definimos max(f(n),g(n)) = { g((g)): zz ;Eng 2 ggg’ Ou seja, para cada valor de x toma-
mos o maior dos valores entre f(n) e g(n). Inicialmente, mostraremos que O(f(n) + g(n)) C
O(maz(f(n),g(n))). Seja t(n) € O(f(n) + g(n)), isto é, t(n) é um elemento arbitrdrio do
conjunto O(f(n) + g(n)). Por definicio, existem constantes positivas ¢ e ng tais que t(n) <

c.(f(n) + g(n)),Yn > ng. Adicionalmente, temos para todo n, que f(n) < max(f(n),g(n)) e
g(n) <max(f(n),g(n)), e somando as duas desigualdades, temos

f(n) +g(n) < 2.max(f(n), g(n)),vn (3.2)

Logo, t(n) < 2.cmax(f(n),g(n)),Vn > mng pela equagio (3.9), e portanto, t(n) €

O(max(f(n),g(n))). Reciprocamente, observe que

max(f(n), g(n)) < f(n) + g(n) (3.3)

e seja, t(n) € O(max(f(n),g(n))), um elemento arbitrario. Entdo, por definicio, existem constan-
tes positivas ¢ e ng tais que t(n) < c.max(f(n),g(n)),Vn > ng, e pela equagao , concluimos
que t(n) < c.(f(n) + g(n)),Vn > ng. Portanto, t(n) € O(f(n) + g(n)) e isto completa a prova.

Exercicio 25. Considere os pseudocidigos a sequir e complete a tabela:

1 for i=0ton—2do

2 for j=0ton—2—1ido

3 if A[j+ 1] < A[j] then

4 | swap A[j] and A[j +1];
5 end

6 end

7 end

Algoritmo 4: BubbleSort(A[0..n — 1])

1 for i=0ton—2do
2 min < i;
3 for j=i+1ton—1do
4 if A[j] < A[min] then
5 ‘ min < j;
6 end
7 end
8 swap Ali] and Almin];
9 end
Algoritmo 5: SelectionSort(A[0..n — 1])
’ Algoritmo \ tempo (melhor caso) \ tempo (pior caso) \ espago ‘
Sequential search | O(1) O(n) o(1)
Insertion sort O(n) O(n?) 0(1)

Bubble sort
Selection sort

Exercicio 26. Mostre que n = O(n?).
Exercicio 27. Mostre que 100n + 5 = O(n?).

Exercicio 28. Mostre que w = 0(n?).

24



Exercicio 29. Mostre que n3 # O(n?).

Suponha que n® = O(n?). Por definicio existem constantes positivas ¢ e ng tais que n® <
c.n?,¥n > ng <= n < c¢,Y¥n > ng (absurdo).

Exercicio 30. Sejam f(n),g(n) e h(n) fungdes dos inteiros nio-negativos nos reais positivos. Mostre

que se f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(h(n)) entdo f(n) = O(h(n)).

Assim, como O(g(n)) estabelece uma cota superior para fungdes, o conjunto 2(g(n)) estabelece uma
cota inferior para as fungoes:

Definicao 5. Seja g(n) uma fungdo dos inteiros nao-negativos nos reais positivos. Entdo Q(g(n)) € o con-
junto das fungdes (também dos inteiros ndo-negativos nos reais positivos) tal que existem uma constante
real ¢ > 0 e uma constante inteira ng > 0 satisfazendo a desigualdade c - g(n) < f(n),Vn > ng. Alterna-
tivamente, Q(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas ¢ e ng tais que 0 < c-g(n) < f(n),¥n > ng.}

Quando dizemos que o tempo de execugao de um algoritmo é Q(g(n)), queremos dizer que indepen-
dentemente da entrada de tamanho n, o tempo de execucao desta entrada é pelo menos uma constante
multiplicada por g(n) para n suficientemente grande. Ou seja, estamos fornecendo uma cota inferior no
melhor caso. Por exemplo, no melhor caso, o algoritmo InsertionSort é Q(n), e portanto, o tempo de
execucdo do algoritmo InsertionSort estd entre Q(n) e O(n?). A definicio alternativa para o conjunto
Q(g(n)) em termos de limites é dada pelo lema a seguir:

Lema 6. Uma fungio f(n) = Q(g) se lim fEn; > 0, incluindo o caso em que o limite é igual a co.
n—oo g(n

Demonstracdo. Exercicio.
O

A forma mais precisa de expressar o comportamento assintotico de um algoritmo é fornecendo cotas
superiores e inferiores a0 mesmo tempo. No pardgrafo anterior, apresentamos uma cota superior e uma
cota inferior para o algoritmo InsertionSort. No entanto, estas cotas sdo de classes diferentes, o conjunto
O(g(n)), definido a seguir, é utilizado quando ambas as cotas sdo da mesma classe.

Definicdo 7. Seja g uma fungio dos inteiros ndo-negativos nos reais positivos. Entio O(g(n)) € o
conjunto das fungdes (também dos inteiros ndo-negativos nos reais positivos) tal que existem constantes
reais positivas ci e ca, e uma constante inteira ng > 0 satisfazendo a desigualdade ¢1 - g(n) < f(n) <
ca-g(n),Vn > ng. Alternativamente, ©(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas c1,ca e ng tais que
0<cr-g(n) < f(n) <cz-g(n),Vn >mng.}

Como qualquer constante pode ser vista como um polinémio de grau 0, podemos representar fungoes
constantes como @(no), ou simplesmente, ©(1). O lema a seguir apresenta uma caracterizagdo do con-
junto ©(g(n)) em termos de limite:

Lema 8. Uma fungio f(n) = O(g(n)) se lim fgni = ¢, para alguma constante 0 < ¢ < 0.
n—oo g(n

Demonstracao. Exercicio.
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f(n)

Teorema 9. 1. Se nh_g.lc ) = ¢ < 00, onde ¢ é uma constante real positiva, entio f(n) = ©(g(n));
2. Se lim fn) =0 entdo f(n) = 0(g(n)), mas f(n) # O(g(n));
n—oo g(n) ’ ’
3. Se nhﬁrrgo g((zg = 400 entao f(n) = Q(g(n)), mas f(n) # O(g(n)).

Demonstracao. Exercicio.

O
n
Exercicio 31. Prove que Zik = @(nkH) para qualquer inteiro k > 0 fizado.
i=1
n
A prova € dividida em duas etapas. Inicialmente, mostraremos que sz = O(nkH), ou seja,

i=1

n
mostraremos que existem constantes positivas ¢ e ng tais que Zik < c.(nk“),Vn > ng <—
i=1
P42k 3k 4 nF< c.(nk+1),Vn > ng. De fato, 1% + 2% + 35 + .. 4+ nk < nktl = pank.
Assim, tomando ¢ = 1 e ng qualquer, temos a desigualdade desejada.

Teorema 10. Dadas fungées f(n) e g(n), temos que f(n) = O(g(n)) se, e somente se, f(n) = O(g(n))
e f(n) = Qg(n)).

Demonstracao. Exercicio.

Lema 11. 1. f(n) = O(g(n)) se, e somente se g(n) = Q(f(n));

2. Se f(n) = ©(g(n)) entio g(n) = O(f(n));

3. © define uma relagio de equivaléncia sobre as fungoes. Cada conjunto O(f(n)) é uma classe de
equivaléncia que chamamos de classe de complexidade;

4. Qf(n) + g(n)) = Qmax{f(n),g(n)});

5. 0(f(n) + g(n)) = ©(max{f(n),g(n)});

Definicdo 12. Seja g(n) uma fungdo dos inteiros nio-negativos nos reais positivos. Definimos, o(g(n)) =
{f(n) : para qualquer constante positiva ¢, existe uma constante positiva ng tal que 0 < f(n) < ¢ -
g(n)vvn Z TLO-}

Lema 13. Uma fungio f(n) = o(g) se lim ——= =0.
Definicao 14. Seja g(n) uma fungio dos inteiros ndo-negativos nos reais positivos. Definimos, w(g(n)) =

{f(n) : para qualquer constante positiva ¢, existe uma constante positiva ng tal que 0 < c-g(n) < f(n),Vn >
no.}
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Lema 15. Uma fungdio f(n) = w(g(n)) se li_>m J;EZ; = 00, se este limite existir.

Lema 16. Se f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(h(n)) entdo f(n) = O(h(n)), ou seja, a notagio O é transi-
tiva. Também sdo transitivos 2,0,0 e w.

Teorema 17. lgn = o(n®),Va > 0. Ou seja, a fungdo logaritmo cresce mais lentamente do que qualquer
poténcia de n (incluindo poténcias fraciondrias)

1
, 1 . 1 : i
Pelo Lema , basta mostrarmos que limy o025+ = 0. De fato, limp o025 = limp oo 55=1 =

limp— oo wne —

Teorema 18. n* = o(2"),Vk > 0. Ou seja, poténcias de n crescem mais lentamente que a fungio ex-
ponencial 2. Mais ainda, poténcias de n crescem mais lentamente do que qualquer funcdo erponencial
c"c> 1.

2
Exercicio 32. Mostre que % —3n = 0(n?).

Exercicio 33. Mostre que 6n® # ©(n?).

Exercicio 34. Sejam f(n), g(n) e h(n) fungdes nao-negativas tais que f(n) = O(h(n)) e g(n) = O(h(n)).
Prove que f(n)+ g(n) = O(h(n)).
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Capitulo 4

O algoritmo mergesort

Algoritmos recursivos desempenham um papel fundamental em Computacao. O algoritmo de ordena-
¢do mergesort é um exemplo de algoritmo recursivo, que se caracteriza por dividir o problema original
em subproblemas que, por sua vez, sdo resolvidos recursivamente. As solucbes dos subproblema sao
entdo combinadas para gerar uma solu¢ao para o problema original. Este paradigma de projeto de al-
goritmo é conhecido com divisdo e conquista. Este algoritmo foi inventado por J. von Newmann em 1945.

O algoritmo mergesort é um algoritmo de ordenagao que utiliza a técnica de divisdo e conquista, que
consiste das seguintes etapas:

1. Divisdo: O algoritmo divide a lista (ou vetor) I recebida como argumento ao meio, obtendo as
listas I1 e ls;

2. Conquista: O algoritmo é aplicado recursivamente as listas [; e lo gerando, respectivamente, as
listas ordenadas I} e l};

3. Combinacio: O algoritmo combina as listas [] e I} através da fungdo merge que entdo gera a
saida do algoritmo.

Por exemplo, ao receber a lista (4 :: 2 :: 1 :: 3 :: nil), este algoritmo inicialmente divide esta lista
em duas sublistas, a saber (4 :: 2 :: nil) e (1 :: 3 2 nil). O algoritmo é aplicado recursivamente as
duas sublistas para ordené-las, e ao final deste processo, teremos duas listas ordenadas (2 :: 4 :: nil) e
(1:: 3 ::nil). Estas listas sdo, entdo, combinadas para gerar a lista de saida (1 :: 2 :: 3 :: 4 :: nil).

1 if p <r then

2 | q= 5"

3 mergesort(A, p, q);

4 mergesort(A4, ¢+ 1,7);
5

6

merge(A, p,q,1);
end
Algoritmo 6: mergesort(A,p, )
A etapa de combinar dois vetores ordenados (algoritmo merge) é a etapa principal do algoritmo mer-
gesort. O procedimento merge(A,p, q,r) descrito a seguir recebe como argumentos o vetor A, e os {ndices
p,q ertaisque p < g < r. O procedimento assume que os subvetores A[p..q] e A[g+1..r] estdo ordenados.
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n=q—p+1; // Qtd. de elementos em A[p..q|
No =1 —gq; // Qtd. de elementos em Afg+ 1..7]
let L[1..ny + 1] and R[1l..ne + 1] be new arrays;
for i =1 to n; do
| L[] = Alp+i—1];
end
for j =1 tone do
| RIj) = Alg + )
end
Lny 4 1] = oc;
Rlng + 1] = o0
1 =1;
J=1
for Kk =p tor do
if L[i] < R[j] then
Alk] = L[i};
1 =141
nd
Ise
AlK] = RIj);
J=J+L
end

© 00 N o ok W N

O T e G vl e =~
H O © ® N o ok W N MO
o 0

N
N

23 end
Algoritmo 7: merge(A,p,q,r)

Exercicio 35. Prove que o algoritmo merge € correto.
Exercicio 36. Prove que o algoritmo mergesort € correto.

Exercicio 37. Faca a andlise assintotica do algoritmo merge.

Exercicio 38. Fuca a andlise assintotica do algoritmo mergesort.

4.0.1 Equacgoes de recorréncia

Nesta se¢do estudaremos as equagoes de recorréncia utilizadas no paradigma de divisdo de conquista [9]:

Defini¢ao 19. Seja f(n) uma fungio nao-negativa definida no conjunto dos nimeros naturais. Dizemos
que f(n) é eventualmente nao-decrescente se existir um nidmero inteiro ng tal que f(n) é nao-decrescente
no intervalo [ng, 00), ou seja,

f(n1) < f(na),¥ng > ng > no.

Definicao 20. Seja f(n) uma fungio nao-negativa definida no conjunto dos nimeros naturais. Dizemos
que f(n) € suave se for eventualmente nao-decrescente e

f(2n) =6(f(n))
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Teorema 21. Sejam f(n) uma fung¢io suave, e ¢ e ng constantes positivas. Se f(2n) < c.f(n),Vn > ng
entdo f(2kn) < cF.f(n),vn>ng ek > 1.

Teorema 22. Seja f(n) uma fungdo suave. Entdo para qualquer b > 2 fizado,

f(bn) =O(f(n))

O teorema a seguir é conhecido como regra da suaviza¢io

Teorema 23. Secja T(n) uma func¢io eventualmente ndo-decrescente, e f(n) uma fun¢io suave. Se
T(n) = O(f(n)) para valores de n que sao poténcias de b (b > 2), entdo

T(n) = ©(f(n)), V.

A regra da suavizag@o nos permite expandir a informacao sobre a ordem de crescimento estabelecida
para T(n) de um subconjunto de valores (poténcias de b) para o dominio inteiro. O teorema a seguir é
um resultado muito 1til nesta direcdo conhecido como teorema mestre:

Teorema 24. Seja T'(n) uma fungio eventualmente nao-decrescente que satisfaz a recorréncia
T(n) =a.T(n/b) + f(n), paran=>bFk=1,273,...
T(l)=c
ondea>1,b>2ec>0. Se f(n) =0(n?), onde d > 0, entdo

O(n'er ), sea > bl
T(n) =< O(nlgn), sea=1"b?
0(n?), se a < b?

Demonstragio. Considere que f(n) = n?. Aplicando o método da substituicdo para a recorréncia do
teorema, obtemos:

k

T(*) = [T(1) + > f(7)/d]

j=1

k

Como a* = al°8 ™ = ploge ¢ podemos reescrever a equacio acima como:
b

log, n

T(n) = n'*®.[T(1) + Z F(¥)/a’]

e para f(n) = n, temos:

log, n logy, n
T(n) = n'*® . [T(1) + Z (b)?/a’] = n'o% [T (1) + Z (b"/a)]
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A soma acima forma uma série geométrica, e portanto:

log, n d a logyn __
3 (b/a) = (bd/a)(b(/bd)/a)ll, se bl # a.

j=1

logy, n

Quando b? # a, temos que Z (bd/a)j = log, n. Agora basta analisarmos cada um dos casos: a < b?,
j=1
a>blea=0be
O

Apresentaremos agora uma versdo um pouco mais geral do teorema mestre[5]. Consideraremos como
anteriormente uma recorréncia da forma:

T(n) =a.T(n/b) + f(n)

ona>1eb>1sido constantes, e f(n) é uma fungdo assintoticamente positiva.

Teorema 25. Sejam a > 1 e b > 2 constantes, f(n) uma fungdo assintoticamente positiva, e T'(n) defi-
nida nos inteiros ndo-negativos pela recorréncia T(n) = a.T(n/b)+ f(n), onde n/b deve ser interpretado
como |n/b] ou [n/b]. Entdo T(n) tem as seguintes cotas assintéticas:

1. Se f(n) = O(n'°8*=€) para alguma constante e > 0, entdo T(n) = O(n'*8¢);
2. Se f(n) = O(n'°® ), entdo T'(n) = O(n'°2 . Ign);

3. Se f(n) = Q(n'°% 9*€) para alguma constante € > 0, e se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma constante
¢ < 1, entdo para todo n suficientemente grande, temos que T'(n) = ©(f(n)).

A prova serd dividida em trés lemas, onde inicialmente consideraremos que n é poténcia de b.

Lema 26. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fung¢do ndo-negativa definida para poténcias de b.
Defina T'(n) para poténcias de b pela recorréncia:

[ e@), sen =1
T(n) = { a.T(n/b)+ f(n), sen=2>0"

onde v € um inteiro positivo. Entao

log, n—1

T(n)=0m= + > o .f(n/b).

Jj=0

Demonstracdo. Analise a arvore de recorréncia da equacao dada.
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Em termos da arvore de recorréncia, os trés casos do teorema mestre correspondem aos casos onde o
custo total da arvore é:

1. dominado pelo custo das folhas;
2. uniformemente distribuido ao longo da arvore;
3. dominado pelo custo da raiz.

Lema 27. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n) uma fung¢do nao-negativa definida para poténcias de b.
A fungio g(n) definida para poténcias de b por:

log, n—1

gin)= Y d.f(n/V)).
j=0
tem as sequintes cotas assintéticas para poténcias de b:
1. Se f(n) = O(n'°8 =€) para alguma constante € > 0, entdo g(n) = O(n'°#»);

2. Se f(n) = O(n'°® ), entio g(n) = O(n'°e . Ign);

3. Se a.f(n/b) < c.f(n) para alguma constante ¢ < 1 e para todo n suficientemente grande, entdo

g(n) = O(f(n)).
Demonstragio. Exercicio.
Exercicio 39. Resolva as seguintes relagoes de recorréncia:
1. T(1) =1, T(n) = 3T(n/2) + n?, n > 2
2. T(1) =1, T(n) = 2T(n/2) +n, n > 2
3. T(1) € ©(1), T(n) = 3T(n/3 +5) + n/2
4. T(1)=1,T(n)=2T(n—1)+1,n>2
5. T(1) € ©(1), T(n) = 9T(n/3) +n
6. T(1) € ©(1), T(n) = T(2n/3) + 1
7. T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) + 1

8. T(1) € O(1), T(n) = 2T(n/4) + V/n
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10.

11.

12.

15.

1.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) + /nlg*n
T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/4) +n

T(1) € ©(1), T(n) = 2T (n/4) + n?

T(1) € ©(1), T(n) = 3T(n/2) + nin(n)
T(1) € ©(1), T(n) = 3T(n/4) + nin(n)
T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/2) + nin(n)
T(1) € ©(1), T(n) = 2T(n/2) + n/In(n)
T(1) € ©(1), T(n) =T(n—1)+1/n
T(1) € ©(1), T(n) = T(n —1) + In(n)
T(1) € ©(1), T(n) = VaT(yn) +n
T(n) = 8T(n/2) + ©(n?)

T(n) = 8T(n/2) + ©(1)

T(n) ="T7T(n/2) + O(n?)
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