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Departamento de Ciéncia da Computacao — UnB
Projeto e Anélise de Algoritmos — 2026/1
Primeira Avaliacao Escrita

Nome: Matricula:

Instrucgoes:

1. Esta avaliacao ¢ individual e sem consulta;
2. Esta prova contém 3 questoes totalizando 10,0 pontos;

3. Justifique todas as suas respostas com rigor matematico.

Teorema .1. Seja T'(n) uma fungao eventualmente nao-decrescente que satisfaz a
recorréncia
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a.T(n/b) +O(n?), paran=">b" k=123, ...
c

onde a é um inteiro positivo (a > 1), b é uma constante real maior do que 1 e ¢c,d >0
constantes reais. Entao

O(nl#ve),  sea > be
T(n) =< O(nelgn), sea=>b?
O(n?), sea < bl

Teorema .2. Sejam a um inteiro positivo e b uma constante real maior do que 1, f(n)
uma fungao assintoticamente positiva, e T'(n) definida nos inteiros nao-negativos pela
recorréncia T'(n) = a.T'(n/b) + f(n), onde n/b deve ser interpretado como |n/b| ou
[n/b]. Entao T'(n) tem as sequintes cotas assintdticas:

1. Se f(n) = O(n'°®*=) para alguma constante ¢ > 0, entio T'(n) = O(n'°%*);
2. Se f(n) = O(n°®%), entdo T(n) = O(n'&* 1gn);

3. Se f(n) = Q(n'°&**¢) para alguma constante € > 0, e se a.f(n/b) < c.f(n) para
alguma constante ¢ < 1, entdo para todo n suficientemente grande, temos que

T(n) = 6(f(n)).

Teorema .3. Sejam a um inteiro positivo e b uma constante real maior do que 1, f(n)
uma fungao assintoticamente positiva, e T'(n) definida nos inteiros nao-negativos pela
recorréncia T'(n) = a.T(n/b) + f(n), onde n/b deve ser interpretado como |n/b| ou
[n/b]. Entao T'(n) tem as sequintes cotas assintdticas:

1. Se f(n) = O(n'*® =) para alguma constante € > 0, entio T'(n) = O(n'°%*);

2. Se f(n) = O(n'°%21g"n) para alguma constante k > 0, entio T(n) =
O(nlevae 1g" ),
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3. Se f(n) = Q(n'°&2*¢) para alguma constante € > 0, e se a.f(n/b) < c.f(n) para
alguma constante ¢ < 1, entdo para todo n suficientemente grande, temos que

T(n) =O(f(n)).

Questao 1 (2.5 pontos)

Sejam f(n) e g(n) fungdes dos inteiros ndo-negativos nos reais positivos. Prove,
utilizando apenas as definigoes de notagao assintotica, que:

f(n) = 0O(g(n)) e g(n) =O(f(n)) = f(n) =0O(g(n)).

\.

Por hipétese, f(n) = O(g(n)), ou seja, existem constantes ¢; > 0 e n; > 0 tais que

f(n) <ecig(n), Vn>mny. (1)

Analogamente, g(n) = O(f(n)) significa que existem constantes ¢ > 0 e ny > 0 tais
que
g(n) < e f(n), Yn2>n,. (2)

Queremos mostrar que f(n) = ©(g(n)), ou seja, que existem constantes positivas
Cmin, Cmax € Mo tais que

Cmin (1) < f(n) < cmax g(n), V0 > ng.
Tome ny = max{n;,ny}. Para todo n > ny valem simultaneamente e :
« Cota superior: da equacdo (1), f(n) < ¢ g(n).
« Cota inferior: da equacio (2)), g(n) < ¢, f(n), o que equivale a ctg(n) <
fn).
Portanto, tomando ¢, = 1 / Co € Cmax = C1, t€mos

c129<n) < f(n) <crgn), Vn=mn,

o que demonstra que f(n) = ©(g(n)). O

Questao 2 (5,0 pontos)

Considere o seguinte algoritmo recursivo que verifica se o vetor A[1..n] esta ordenado
em ordem nao-decrescente:
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if n <1 then

‘ return verdadeiro;
end

if Aln — 1] > A[n] then

‘ return falso;

end

return ORDENADO(A[Ll..n — 1]);

Algoritmo 1: ORDENADO(A[L..n])

N O kWY

(a) (2.0 ponto) Prove por indugdo (em n) que ORDENADO(A[l..n]) retorna
verdadeiro se e somente se A[l..n| estd ordenado em ordem nao-decrescente.

(b) (1.0 ponto) Escreva a recorréncia que modela o nimero de comparagoes
realizadas no pior caso;

(c¢) (2.0 ponto) Resolva a recorréncia do item anterior e determine a complexidade
assintotica do algoritmo.

(a) Prova por indugao em n.

Base (n < 1): Um vetor com 0 ou 1 elemento estd trivialmente ordenado, e o
algoritmo retorna verdadeiro. v’

Passo indutivo (n > 1): Suponha (hipé6tese de indugao) que o algoritmo é
correto para vetores de tamanho n — 1.

(=) Suponha que A[l..n] estd ordenado. Entao A[n—1] < A[n], logo a segunda
condigao nao é ativada. Como A[l..n — 1] é prefixo de um vetor ordenado,
estd ordenado. Pela hipdtese de indugdo, ORDENADO(A[1..n —1]) retorna
verdadeiro, e portanto o algoritmo retorna verdadeiro. v'

(<) Suponha que ORDENADO(A[l..n|) retorna wverdadeiro. Entao a se-
gunda condigdo nao foi ativada, logo Aln — 1] < Aln]. Além disso,
ORDENADO(A[1l..n — 1]) retornou werdadeiro, e pela hipdtese de in-
dugdo A[l..n — 1] estd ordenado. Como A[l..n — 1] estd ordenado e
Aln — 1] < A[n], conclui-se que A[l..n] estd ordenado. v/

0

(b) O pior caso ocorre quando o vetor estd ordenado em ordem nao-decrescente
(todas as n — 1 chamadas recursivas chegam a base sem retornar falso ante-
cipadamente). Cada chamada realiza exatamente 2 comparacoes (n < 1 e
Aln — 1] > Aln]) além de uma chamada recursiva. Portanto o nimero de
comparagoes satisfaz:

T(n)=Tm—-1)+06(1), T(1)=06(1).
(¢) Aplicando o método da substituigdo com T'(n) = T(n — 1) + ¢:
T(n)=T(h—1)+c=Tn—2)+2c=---=T(1)+ (n—1)c=0(n).
Portanto T'(n) = ©(n).
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Questao 3 (2.5 pontos)

Considere um algoritmo recursivo hipotético que resolve uma classe de problemas
da seguinte forma:

1. A instancia do problema de tamanho n recebida como entrada é dividida em 3
subproblemas de tamanho n/4, que sdo por sua vez resolvidos recursivamente;

2. As solugoes dos subproblemas sao combinadas em tempo n.lgn, para que seja
possivel formar uma solugao do problema original.

Responda os itens a seguir:

(a) (1.0 ponto) Escreva a recorréncia que modela a complexidade deste algoritmo;

(b) (1.5 pontos) Resolva a recorréncia do item anterior, e determine a complexi-
dade assintética deste algoritmo.

(a) A descrigao corresponde a recorréncia:

T(1) € ©(1), T(n)=3T(n/4)+nlgn.

(b) Solucdo via o Teorema Mestre [.2}
Identificamos a = 3, b =4 e f(n) = nlgn. Calculamos n'°%® = nloe3,

Como log, 3 < 1, temos n'°%13 = o(n), e portanto f(n) = nlgn = Q(n'os13+)
para qualquer 0 < & < 1 —log, 3 (por exemplo, € = %, pois nlgn >n =
Q(nlog4 3+a>>'

Verificamos a condic¢ao de regularidade do caso 3:

n n. n 3n 3

Portanto, pelo caso 3 do Teorema Mestre [.2}

T(n) = 0O(f(n)) = O(nlgn).

Solucao alternativa: Método da arvore de recorréncia.

No nivel j da arvore hd 3/ subproblemas, cada um de tamanho n/47. O custo
de combinagio em cada subproblema desse nivel é f(n/47) = (n/47) 1g(n/47) =
(n/47)(1gn — 27). O custo total do nivel j é portanto:

3. 2 (gn—-2j)=n <3)j (lgn — 2j).
43 4
A 4rvore tem altura log, n (o subproblema tem tamanho 1 quando n/4/ = 1,
i.e., j =log,n). O custo total é:

log, n

T(n) = 3 n(2) (1gn - 2)).
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Cota superior. Como lgn — 25 <lgn para todo j > 0:

=4nlgn = O(nlgn).

(2 = Lt
T(n)ﬁnlgn%(d =nlgn =3/

Cota inferior. O termo j = 0 sozinho ja da nlgn, logo:

T(n) >nlgn =Q(nlgn).

Das duas cotas, concluimos:

T(n) =0O(nlgn).

Observe que o custo é dominado pela raiz da arvore (nivel j = 0), pois a série
geométrica de razao 3/4 < 1 converge: os niveis inferiores contribuem com um
fator constante apenas. O]




