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Exercicio 1. Considera-se uma grade de m x n células, onde cada célula (i,j) possui
um custo inteiro nao-negativo clil[j]. O objetivo é encontrar um caminho de custo
minimo do canto superior esquerdo (1,1) até o canto inferior direito (m,n). Em cada
passo € permitido mover-se apenas para a diretta ou para baixo.

A figura abaizo ilustra uma grade 3 x 3. As setas indicam um dos caminhos possiveis.

mnicio

2 = 1

o
SN
O M= = €= o

fim
1. Seja dpli][j] o custo minimo para alcancar a célula (i,j) a partir de (1,1).
Construa a recorréncia para dpli][j].

2. Com base na recorréncia do item anterior, construa uma solu¢do via programacao
dinamica e faca a andlise assintotica da solugdo obtida.

g, Cabarito

1. Recorréncia.

A célula (7, j) s6 pode ser alcancada a partir de (i —1, 7) (de cima) ou de (i, j—1) (da
esquerda). Os casos especiais tratam a primeira linha (s6 ha chegada pela esquerda)
e a primeira coluna (s6 hé chegada por cima):

c[1][1], sei=lej=1
o c[1][5] + dp[1][j — 1], sei=1lej>1
ol =9 ] + dpli — 1]71], wi=ileisi

li][5] + min{dp[i — 1][5], dp[i][j — 1]}, sei>1lej>1
O custo minimo total é dp[m|[n]. Para o exemplo da figura, a tabela dp resultante
é:

213|6
S| T |7
6819

O caminho 6timo tem custo 9 e corresponde a sequéncia (1,1) — (1,2) — (1,3) —
(2,3) = (3,3), com custos 24+ 1+3+1+2=0.

2. Algoritmo via Programacao Dinamica e analise assintética.

A tabela dp é preenchida linha por linha, da esquerda para a direita:
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1 dp[1][1] < [1][1];
2 for j =2 ton do

3 | ddp[l][j] < c[1][5] +dp[][5 — 1J;

5 for i =2 to m do

6 | dpli[1] < c[d][1] + dp[i — 1][1];

7 for j =2 ton do

8 | ddp[i] 7] <= cld][5] + min{dp[i — 1][5], dp[i][j — 1]};
10 end

=
[

return dp[m|[n];

Algoritmo 1: caminho-minimo(c, m,n)
Anadlise assintética. A inicializagdo da primeira linha e da primeira coluna executa
(n—1)+(m—1) iteragoes, cada uma em tempo O(1). O lago duplo principal executa
(m —1)(n — 1) iteragoes, também em tempo O(1) cada. Portanto:

T(m,n)=0(n)+6(m)+6((m—-1)(n—1)) =6(mn).

A complexidade de espago é ©(mn) para a tabela dp. (Pode ser reduzida para O(n)
mantendo-se apenas a linha anterior, ja que dpli][j] depende somente de dp|i — 1][j]

e dpli][j —1].)

Exercicio 2. Uma cobertura por vértices de um grafo G = (V, E) (nao-dirigido) é
um subconjunto V' CV tal que (u,v) € E implica que u € V' ouv € V' (ou ambos!).
O tamanho da cobertura por vértices é o seu numero de vértices, ou seja, |V'|. O
problema da cobertura por vértices consiste em encontrar uma cobertura por vértices
de tamanho minimo em um grafo. Reescrevendo este problema como um problema
de decisdo, queremos determinar se um grafo G possui uma cobertura por vértices de
tamanho k:

VERTEX-COVER = {(G,k) : G possui uma cobertura por vértices de tamanho k}

A prova de que VERTEX-COVER ¢ NP-dificil pode ser feita por meio de uma redu¢ao
polinomial a partir do problema CLIQUE, ou seja, via CLIQUE <, VERTEX-COVER,
que € baseada em uma relagio fundamental entre cliques e coberturas por vértices
no grafo complementar que pode ser construido em tempo polinomial no tamanho do
grafo original. Seja G = (V,E) o grafo complementar de G, onde E = {(u,v)|u #
v e (u,v) ¢ E}. Mostre que G tem um k-clique se, e somente se, G tem uma
cobertura por vértices de tamanho |V| — k. Ou seja, mostre que:

1. Se G tem um k-clique entio G tem uma cobertura por vértices de tamanho
V| — k.

2. Se G tem uma cobertura por vértices de tamanho |V|—k entio G tem um k-clique.

e (=) Suponha que C seja um k-clique em G. Entao, nenhum par de vértices
em C estd conectado por uma aresta em G. Seja V' =V \ C. O tamanho de
V' é |V| — k. Para qualquer aresta (u,v) € F, pelo menos um dos vértices u
ou v deve estar fora de C' (pois ndao hé arestas em G dentro de C). Portanto,
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pelo menos um deles estd em V’. Logo, V'’ é uma cobertura por vértices para

G.

e (<) Suponha que V' seja uma cobertura por vértices de tamanho |V| — k
em G. Seja C' =V \ V'. O tamanho de C é k. Para quaisquer dois vértices
u,v € C, a aresta (u,v) nao pode estar em E. pois se estivesse, um dos dois
teria que estar em V. Portanto, para todo u,v € C, a aresta (u,v) deve estar
em F. Logo, C' é um k-clique em G.




